内容提要 


本书是作者在莫斯科大学力学-数学系讲授多遍数学分析的基础上写成的.本书 

P 

自1981年第1版出版以来，至今已经修订为第4版.在内容方面，作者力图使与其平 
行的以及后继的分析、代数和几何方面的现代数学课程之间联系更加紧密，把重点移 
到一般数学中最有本质意义的那些概念和方法上，并改进语言的叙述，使之与现代数学 
科学文献的语言适当 接近； 另一方面，在保持数学一般理论叙述严谨性的同时,对反映 
其自然科学源泉和应用的要求也有充分体现. 

全书共二卷，第二卷的内容 包括： 连续映射的一般理论、賦范空间中的微分学、 

中的曲面和微分形式、曲线积分和曲面积分、向量分析与场论、流形上 


重积分、 

微分形式的积分法、级数和含参变量函数族的一致收敛性及基本分析运算、含参变量 
积分、傅里叶级数与傅里叶变换、渐近展开等.与常见的分析教科书相比，本卷的内 
容相当新颖，系统地引进了现代数学(包括泛函分析、拓扑学和现代微分几何等）的基 
本概念、思想和方法，有关应用的内容也更加貼近现代自然科学. 

本书可供综合大学和师范大学数学、物理、力学及相关专业的教师和学生参考使 

用，工科大学应用数学系也可当作教材或主要参考书. 


n 


《俄罗斯数学教材 选译》 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的髙等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编*出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材,但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国髙级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新,并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到髙等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论,大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材改 f 均十分 必要. 《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经_学天元基$资助，由高等教育出版社 
组织出版的. ^ 





《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材 
为主,也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大 
学髙年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重 
版,面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎,反射出俄罗斯在出版经典教材 
方面所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版,将中俄数 
学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的 
改革,对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深 
远的影响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 



再版序言 


在第四版改正了已经发现的印刷错误. 


B . 卓里奇 
莫斯科，2002年 


第三版与第二版的区别只是一些局部的修改（只有一处的证明作了修正)，还补 
充了一些我认为有益的习题. 


B , 卓里奇 
莫斯科，2001年 


本书第二版与第一版的区别，除改正了已经发现的第一版的印刷错误外，主要 
特点 如下： 某些问题(例如，涉及到级数和傅里叶变换的问题）重写了；有些重要定 
理(例如， 一 般的有限增量定理）的证明变得更加简洁 明晰； 增加了一些新的应用例 
子和新的内容丰富的练习，它们与相应章节的理论有关，有时显著地延伸了这些理 
论的 内容; 书末给出了考试大纲以及口试提纲和参 考题; 参考文献索引也扩充了. 

关于本书第二卷的取材和特点，在第一版序言中有进一步的说明. 


B . 卓里奇 
莫斯科，1998年 


第一版序言 


在第一卷的序言中，对全书的特点已经作了足够详细的介绍，因此,我在这里只 
对第二卷的内容作一些说明. 

作为这一卷的基本内容一方面有重积分，曲线积分和曲面积分，直到一般的斯 
托克斯公式及其应用 例子； 另一方面又有级数和含参变量积分的全部材料，其中包 
括傅里叶级数，傅里叶变换和渐近展开的知识. 

因此，这一卷基本上符合综合大学数学系二年级的教学大纲. 

为了不致使上述两大题材的前后顺序生硬地按学期固定下来,我实际上是把它 
们独立叙述的. 

第九章和第十章，即这本书开头的两章，实质上用一般形式简要地重写了第一 
卷中关于连续函数和可微函数的几乎全部最重要的内容.它们都标以星号*，并且是 
作为第一卷的补充写的.但是,其中的许多概念已经是当今向数学系学生叙述分析 
时必须提到的.在这两章，叙述了形式化抽象理论之后常给出大量例子和启发性注 
释，在第一卷中，它们是摆在形式化抽象理论叙述之前的.如果读者有足够的训练, 
在读这两章时能跳过这些例子和启发性注释，那么，第二卷在形式上就几乎与第一 
卷无关. 


这本书中关于多变量函数积分学的主要的新内容是从第十一章开始的.其实, 
在读过本教程第一卷之后可以从这一章开始读第二卷，并不影响对内容的理解. 

在叙述曲线和曲面积分理论时，讲述并使用了微分形式的语言.首先,基于初等 
的材料引进全部基本几何概念和分析结构，然后，由它们构成通往一般斯托克斯公 
式的抽象定义阶梯， 

第十五章是流形上微分形式积分法的一个综合性叙述.我认为它是对第十一至 





第一版序言 


十四章中，就具体对象叙述和阐明的那些必须学习的材料，所作的非常合适、非常 
系统的补充. 

在有关级数和含参变量积分部分，除给出传统材料外，还给出（第十九章）了渐 
近级数和积分的渐近式的初等理论，由于它们都是有效的分析工具，这样做无疑是 
非常有益的. 

为了理解的方便,补充材料或第一次阅读可以跳过去的部分,都用星号标了出来. 
本书各章和插图是继已经出版的第一卷（卓 里奇: 数学分析,第一卷，莫斯科,科 
学出版社，1981年）编号的. 

关于参考资料,这里只给出那些在第一卷中没有提到的学术文献. 

为了读者的方便和简化书写，同过去一样，证明的开始和结尾分别以记号◄和 
► 表示.只要方便，定义的引进都使用了据定义相等的专门符 号二或 =:，其中双点 

放在被定义的对象一边. 

这本书继续保持了第一卷的风格,无论对数学结构本身的简洁性和逻辑的严密 
性,还是对如何展示理论在自然科学中的各种应用，都给予了很大重视. 


B . A , 卓里奇 
莫斯科,1982年 



《俄罗斯数学教材选译》序 


再版序言 


第一版序言 


第九章连续映射（一般理论) . 

§1度量空间 ... 

1•定义和例子 （1) 2 .度量空间中的开集和闭集 （4) 3.度量空间的子空间 （6) 

4.度量空间的直积 （7) 练习 （8) 

§2拓扑空间 . 

1. 基本定义 （9) 2 .拓扑空间的子空间（ I 2 ) 3 .拓扑空间的直积（ I 2 )练习（ I 3 ) 


9 


§3紧集 


14 


1. 紧集的定义和一般性质 （14) 2. 度量紧集 （15) 练习 （17) 

§4 连通的拓扑空间 . 

练习 (18) 

§5 完备的度量空间 . 

1. 基本定义和例子 （19) 2. 度量空间的完备化 （22) 练习 （25) 

§6拓扑空间的连续映射 .. 

1. 映射的极限 （26) 2,连续映射 （28) 练习 （30) 


17 


19 


26 










§7 压缩映像原理 

练习 （36) 


31 


第十章线性賦范空间中的微分学 . 

§ i 线性赋范空间 . 

1. 分析中一些线性空间的例子 （38) 2. 线性空间中的范数 （39) 3. 向量空间中 
的数量积 （41) 练习 （44) 

§2线性和多重线性算子 . 

1. 定义和例子 （45) 2. 算子的范数 （48) 3. 连续算子空间 （52) 练习 （56) 

§3映射的微分 . 

1. 在一点可微的映射 （57) 2. 微分法的一般法则 （58) 3. —些例子 （59) 4. 映 
射的偏导数 （65) 练习 （66) 

§4有限增量定理和它的应用的一些例子 . 

1. 有限增量定理 （69) 2. 有限增量定理应用的一些例子 （71) 练习 （74) 

§5高阶导映射 . 


38 


38 


45 


57 


69 


75 


1_ n 阶微分的定义 （75) 2. 沿向量的导数和 n 阶微分的计算 （76) 3. 高阶 
微分的对称性 （78) 4 .若干评注 （ TO ) 练习 （81) 

§6泰勒公式和极值的研究 . 

1. 映射的泰勒公式 （81) 2. 内部极值的研究 （82) 3. —些例子 （84) 练习 （88) 

§7 一般的隐函数定理 . 

练习 （98) 


81 


90 


第十一章重积分 . 

§1 n 维区间上的黎曼积分 . 

1. 积分定义 (100) 2. 函数黎曼可积的勒贝格准则 (102) 3. 达布准则 (106) 

练习 (108) 

§2集合上的积分. . 

1. 容许集 (109) 2. 集合上的积分 (110) 3. 容许集的测度（体积 )(111) 练习 (112) 

§3积分的一般性质 . 

1. 作为线性泛函的积分 (113) 2. 积分的可加性 (113) 3. 积分的估计 (114) 

练习 （116) 

§4化重积分为累次积分 .. 

1. 富比尼定理 （117) 2. —些推论 (119) 练习 (123) 

§5重积分中的变量替换 

1. 问题的提出和变量替换公式的预期结论 (125) 2. 可测集和光滑映射 （126) 

3. —维情形 (128) 4. E n 中最简微分同胚的情形 (130) 5. 映射的复合和变量 


100 


100 


109 


113 


117 


125 




















替换公式 （131) 6. 积分的可加性和积分变量替换公式证明的完成 (131) 7. 重积 


分变量替换公式的一些推论和推广 (132) 练习 (135) 


§6反常重积分 


138 


1,基本定义 （138) 2■反常积分收敛性的控制判别法 （140) 3.反常积分中的变量 


替换 (143) 练习 (145) 


第十二章中的曲面及微分形式 


148 


§1 中的曲面 


148 


练习 (155) 


§2曲面的定向 


156 


练习 (161) 


§3曲面的边界及其定向 


162 


1. 带边曲面 (162) 2. 曲面定向与边界定向的和谐性 (164) 练习 (167) 


§4欧氏空间内曲面的面积 


168 


练习 (172) 


§5微分形式初步. 


175 


1. 微分形式，定义及例子 （175) 2. 微分形式的坐标记法 （179) 3. 外微分形式 
(181) 4,在映射下，向量的转移与形式的转移 (184) 5. 曲面上的形式 (187) 练 

习 (188) 


第十三章曲线积分与曲面积分 . 

_ 

§ i 微分形式的积分 . 

1.原始问题，启发性想法，例子 （191) 2 .形 式沿定向曲面积分的定义 （197) 练习 
( 200 ) 

§2体积形式 ，第一 型积分与第二型积分 . 

1. 物质曲面的质量 (204) 2. 作为形式的积分的曲面面积 (205) 3. 体积形式 (206) 
4. 在笛卡儿坐标下体积形式的表示 （207) 5. 第一型与第二型积分 (208) 练习 
( 210 ) 

§3分析的基本积分公式 . 

1.格林公式 （213) 2 .高斯-奥斯特罗格拉德斯基公式 C 217) 3 
斯公式 （220) 4. —般的斯托克斯公式 (221) 练习 (224) 


191 


191 


204 


213 


中的斯托克 


第十四章向量分析与场论初步 . 

§ i 向量分析的微分运算. .... 

1,数量场与向量场 （229) 2. R 3 中的向量场与形式 （229) 3. 微分算子 grad , rot,div 
及 ▽ (232) 4. 向量分析的一搜微分公式 (235) *5. 曲线坐标下的向量运算 (237) 

练习 (245) 


229 


229 



















§2 场论的积分公式 


246 


* 


1. 用向量表示的经典积分公式 (246) 2. div , rot ， grad 的物理解释 （248) 3. — 
些进一步的积分公式 (252) 练习 (254) 


§3 势场 


256 


1. 向量场的势 (256) 2. 势场的必要条件 (257) 3. 向量场具有势的判别准则 (258) 
4. 区域的拓扑结构与势 (260) 5. 向量势、恰当形式与闭形式 (262) 练习 (265) 

§4应用例子 .. 

1. 热传导方程 (268) 2. 连续性方程 (270) 3. 连续介质动力学基本方程 (271) 

4. 波动方程 (272) 练习 (273) 


268 




第十五章流形上微分形式的积分 


276 


§1线性代数准备知识 . 

1. 形式代数 (276) 2. 斜对称形式代数 (277) 3. 线性空间中的线性映射及共轭空 
间中的共轭映射 (280) 练习 (281) 


276 


§2流形 


283 


1. 流形的定义 (283) 2. 光滑流形与光滑映射 (287) 3. 流形及其边界的定向 (289) 
4. 单位分解及流形以 IT 中曲面的形式的实现 (292) 练习 （295) 

§3微分形式及其在流形上的积分 

1. 流形在其一点的切空间 (296) 2. 流形上的微分形式 (299) 3. 外微分 (301) 

4. 形式在流形上的积分 (302) 5. 斯托克斯公式 (303) 练习 (305) 

§4流形上的闭形式与恰当形式 . 

1. 庞加莱定理 （310) 2. 同调与上同调 (313) 练习 (317) 


296 


♦ 


* 


310 


第十六章一致收敛性，函数项级数与函数族的基本分析 运箅. 

§1逐点收敛与一致收敛 

1. 逐点收敛 (319) 2. 基本问题的提出 （320) 3. 依赖于参数的函数族的收敛性和 
—致收敛性 (322) 4. —致收敛的柯西准则 (325) 练习 (326) 

§2函数项级数的一致收敛性 . 

级数一致收敛性的基本定义和判别准则 (327) 2. 级数一致收敛的魏尔斯特拉 
斯检验法 (329) 3. 阿贝尔-狄利克雷检验法 (330) 练习 (334) 

§3 极限函数的函数性质 . 

1. 问题的具体化 (334) 2. 两个极限过程可交换的条件 （335) 3. 连续性与极限过 

渡 （336) 4. 积分法与极限过渡 (339) 5. 微分法与极限过渡 （341) 练习 (345) 

_ 

*§4 连续函数空间的紧子集和稠密子集 . 

, 

阿尔采拉-阿斯柯利定理 (348) 2. 度量空间 C { K , Y ) (350) 3. 斯通定理 

■ 

(351) 练习 (353) 


319 




_ 


319 


♦ 


■ 


327 


鲁 


334 


348 

















第十七章含参变量的积分 . 

§1含参变量的常义积分 . 

1. 含参变量积分的概念 (356) 2. 含参变量积分的连续性 (357) 3. 含参变量积分 
的微分法 (358) 4. 含参变量积分的积分法 (361) 练习 (361) 

§2含参变量的反常积分 .. 

1. 反常积分关于参数的一致收敛性 (363) 2. 反常积分号下取极限和含参变章的 
反常积分的连续性 （369) 3. 含参变量的反常积分的微分法 (371) 4. 含参变董的 
反常积分的积分法 (373) 练习 (377) 

§3欧拉积分 

• L ( 3 函数 (380) 2. r 函数 (381) 3. 函数和厂函数的联系 （385) 4, —些例子 

(385) 练习 (387) 

§4函数的卷积和广义函数的初步知识 . 

1.物理问题中的卷积（启发性想法 ）（391) 2.卷积的一些一般性质 （393) 3. 5 - 
型函数族和魏尔斯特拉斯逼近定理 (396) *4. 分布的初步概念 （401) 练习 (410) 

§5含参变量的重积分 . 

1. 含参变量的常义重积分 (415) 2. 含参变量的反常重积分 (415) 3. 具变奇异性 
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氺 


我们对数值函数和形如 f ： R m ^ R n 的映射已经建立的那些连续映射的性质， 
在这一章中将以统一的观点加以推广和叙述.同时将引进一系列简单的、但数学中 
广泛使用的重要概念， 


1度量空间 


1. 定义和例子 

定义 1 称集合 X 上装备了度量或度量 空间的结构， 或称 X 是度量 空间， 如果 
指定了函数 


( 1 ) 


J ： X x X — ^ 


且满足 条件： 

1 

a) d(x\^X 2 ) = 0 <=> x\ = $ 2 ， 

b ) d(x\, X2) = d(x2yXi) (对称性)， 

c) d(xi,x 3 ) < d(xi,x 2 ) + d(x 2 ,X3) (三角不等式)，其中 


& X 中的任意 


Xi ， X2 ， X 3 


元素 


这时,称函数⑴为 X 中的度量或距离. 

因此，度量 空间是 由集合 x 和在 X 上给定的度量组成的序对 ( x ； rf ). 

按照几何术语,经常把集合 X 的元素称为点. 

我们看到，在三角不等式 C ) 中如果假设: r 3 = A ， 那么考虑到度量公理 a ) 和 b ), 


便得到 


0 < d { x 1 , x 2 ), 
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也就是说,满足公理 a ), b ), c ) 的度量是非负的. 

我们来看几个例子. 

例1实数集 K 成为度量空间，如果对于数 *^1 ) 规定 |*^1 

例2在 R 上还可以引进许多其他的度量.例如,平凡度量，在这种度量下任何 
不同两点间的距离都规定等于 1. 

R 上的下列度量包含丰富的内容.假设 
而且仅当2 = 0时它等于 0. 如果这个函数严格上凸，那么对于 


- X 2 


f ( x ) 是对 0 定义的非负函数， 

G 1 R ， 规定 


Xl, X 2 


d ( xi , x 2 ) = f{\xi - X 2 \), 


( 2 ) 


便得到 R 上的度量. 

这里，公理 a ), b ) 显然满足，而三角不等式可以从下列不难验证的事实 推出： /严 

格单调，并且当0 < a < 6时满足不等式 


/(a + 6) - f ( b ) < f ( a ) - /(0) = /(a). 


特别地，可以规定 


或 


\x\ - x 2 \ 

1 + |xi - x 2 \ 


d ( xi , x 2 ) 




在后一种情况下，任意两个不同点之间的距离是小于 1 的正数 


, X ^) } X 2 = …，对）间除了通常的距 


例 3 在 ! R n 中，点 


(工1，工？， 


XI 




离 


d { x 1 , x 2 ) = A \ x \ - x \ 


(3) 


2 


外，还可以引进距离 


1/p 


d p { xi , x 2 ) = [K - x \ 


⑷ 


P 


其中 p > 1. 由闵可夫斯基不等式（见第5章§4第2段）可以推知函数⑷满足三 
角不等式. 


例 4 如果在印制的文件中遇到有印错某些字母的词，假如错的不多，那么纠正 
错误以恢复词的原意不会有特别的困难.但是，纠正错误和恢复词意的操作并不总 
是唯一确定的，因此，在其他条件相同的情况下,必须优先采用那种修改量较少的译 
解.根据这个道理，在编码理论中，在由0和1组成的长为 n 的所有序列的集合上 

I 

釆用 p = l 时的度量 （4). 



度量空间 


在几何上，这些序列所组成的集合可理解为] IT 中单位立方体 


I = {x E M n |0 ^ ^ 1, z = 1 ， 2, ... ， n} 

的顶点所组成的集合.两个顶点间的距离是从两顶点之一的坐标得到另一个顶点的 
坐标所必须的0, 1的转换数.每个这样的转换是沿着立方体的某一棱进行的.因此， 

所研究的距离是立方体的顶点间沿着立方体棱的最短路径. 

_ 

例5在比较两组 n 次同类测量的结果时,最常用的是 p = 2时的度量 （4). 在 
这个度量下，两点间的距离通常称为它们的 二次根方差. 

例6在（4)_中如果对 p — +oo 取极限，那么容易得到 1 T 1 中的下列 度量： 


d ( xi , x 2 ) = 






(5) 


—X 




例7 C [ aM 是闭区间上连续函数组成的集合，它做成度量空间，如果对其中的 
函数/^，规定 




f { x )- g ( x )\ 


⑹ 


a^x^b 


显然，度量公理 a ), b ) 是满足的，而三角不等式从以下事实推出; 


\f(x) - h(x)\ ^ |/0r) - g{x)\ + \g(x) - h(x)\ 

彡 d(f ， g) ^d(g,h), 


|/( x ) — h ( x )\ ^ d ( f ， g ) + d ( g , h )- 

度量⑹称为 C [ a , 6] 中的一致度量或切比雪夫度量，当我们希望用别的函数,譬 

如多项式,代替给定的函数,并能借助它以所需精度计算原来函数在每一点 : r e &叫 
的值时，量 d ( f , g ) 恰好刻画了这个近似计算的精确度. 

C [ a , b ] 中的度量 （6) 与中的度量 （5) 是很相似的. 

例8在 C [ a ? b ] 中可以像度量⑷那样对 p > 1引进度量 


d ( f ， h ) = 


max 


b 


i/p 


⑺ 


dp(f,g) = 


1/ — 9 \ p ( x)dx 


当 p > 1 时，从积分的闵可夫斯基不等式推出 ，（7) 的确是度量.而积分的闵可夫斯 
基不等式可从对积分和写出的闵可夫斯基不等式取极限得到. 

特别地，度量⑺的重要的特殊情 形是 : P = 1时叫积分 度量 ; P = 2 时叫均方度 
量 ; p — +00 时叫一致度量. 

装备了度量 （7) 的空间 C [ a , b ] 经常用符号 C p [ a , b ] 表示.可以验证， C ^ b ] 是 

装备了度量 （6) 的空间 C [ a , 6]. 
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例9也可以把度量 （7) 用到区间卜，6]上黎曼可积的函数集识 kq 上.但是， 

即使两个函数不恒等，它们之差的模的积分也可以变为零，因此，公理$将不满足. 
然而我们知道，非负函数 f e lH [ a ,6] 的积分等于零的充要条件是 < f { x ) = 0在 

上几乎处处 成立. • 


这样 一来， 如果把集合 iH [ a ? b ] 分成等价函数类， iK [ a , b ] 中的两个函数认为是等价 
的，如果它们至多在一个零测度集上不相等.那么，在那些_等价类组^的集合 S [ a , b ] 
上，关系式 （7) 确实给出了度量.装备了这个度量的集合用 S p [ a , b ] 表示，有 
时也简单地记作贵 p [ a ， 卟 


例10在定义于 [ a ， b ] 且在 [ a , 6] 上有阶连续导数的函数集 C ^ K 6] 中可以 
定义下列 度量： 


⑻ 


d ( f ， g ) = max { M 0 ,-* , M fc }, 


其中 


|/ w (x) - p w 0)|， i = 0,1， 


, k . 


Mi = 


a^x^b 


利用 （6) 是度量，容易验证 （8) 是度量. 

例如，假设/作为时间的函数是动点的坐标.如果对点在时间间隔 [ a ,&] 内所能 
到达的区域加以限制，且不准它超过确定的速度，此外,还希望有一定的舒适性,也就 
是加速度不能超过一个确定的水准，那么对于函数/ G C ( 2) [ a , b ], 自然就要考虑数组 

1/^)1， 


1/〃㈤ |}， 


1/㈤ I ， 


max 

a ^ x^b 


a ^ x^b 


a^x^b 


而且，当量 （8) 很小时,就认为运动/、 p 就这些特征而言是相近的. 

所研究的例子表明，同一个集合可以用不同的方法度量化.至于装备何种度量， 
通常是由问题本身决定的.而现在我们关心的是一切度量空间共同具有的最一般的 


性质. 


度量空间中的开集和闭集 

设 ( X ; d ) 是度量空间.像第7章§1中对 X = R n 所做的那样,在一般情形下, 
也可以引进以给定点为中心的球、开集、闭集、点的邻域、集合的极限点等概念. 

让我们回忆这些在今后起重要作用的概念. 

_ 

定义 2设 5>0， aeX ， 称集合 


* 


B ( a ; 5) = {cc G X \ d ( a , x ) < 5} 

为以 a € A ■为中心 J 为半径的球,或点 a 的邻域. 

在一般度量空间的情况，给它这样一个名称是合适的，但不应把它等同于我们 
在 R 3 中习惯了的传统的几何形象. 



置空间 


中，以在上恒等于零的函数为中心的单位球，由在 [ a ，6 j 上 
连续且在 la , 上的模小于1的那些函数组成. • 

I 

例12设 X 是 R 2 中的单位正方形， X 中两点间的距离，由该两点在 R 2 中的 
距离来定义.那么 X 是度量空间，同时,具有这种度量的正方形 X 本身可看作以自 
己中心为中心且有任意半径> y /2/2 的球. 

显然，如此这般地构造形状离奇的球是可能的，因此,对球这个术语不应过于从 
字面上去理解. 

定义3集合 GCX 称为度量空间 （ X ; d ) 的开集，如果对于任意点 x E G , SP 
有球 B ( x ；(5), 使得 B( X] 8)cG. 

显然，从这个定义推出 X 本身是 (X;d) 中的 开集； 空集0也是开集.利用 R n 

中的那箜论证，可以证明球 B ( a ; r ) 或者它的外部 {are X\d(a,x) > r} 是开集.（见 

第7章§1的例3,例 4.) 

定义4集合 PCX 称为 (X;d) 的闭集，如果它的余集 X \ F 是 （ X ; d ) 的开 


11 


集. 


特别地，由此得出闭球 


B ( a ; r ) — {x e X \ d ( a , x ) ^ r } 


是度量空间的闭集. 

对于度量空间 ( X -, d ) 的开集和闭集成立 

_ 

命题 1 a ) X 中由开集组成的任意开集族 {G ai a e A} 的集合之并集 U Ga 

是 X 中的开集. n 

b ) X 中有限个开集之交 G Gi 是 X 中的开集. 

a ') X 中由闭集组成的闭族 {F a ,a G A} 的集合之交集门是叉中的闭 


集 


b 7 ) X 中有限个闭集之并 U R 是义中的闭集. 

i 二 1 

_ 

命题1的证明可以逐字逐句地重复 IT 中对于开集和闭集的相应命题的证明 
(见第7章§1命题1)，我们把它略去. 

定义5称 X 中包含点:的开集为这个点在 X 中的邻域. 

定义6称点是集合五 C X 的 

内点,如果点: r 连同它的某个邻域都含在 五中； 

外点，如果点 ir 是五在 X 中的余集的 内点； 
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边界点，如果点: r 既不是 E 的内点，也不是 E 的外点（即在点 x 的任一邻域中 
既有属于 五的点 ，也有不属于五的点). 

例13球 B ( a ; r ) 的所有点均是它的内点，而集合 


C x B ( a ] r ) = X \ B ( a ] r ) 


由球 S ( a ; r ) 的外点组成. 

对 R n 賦以标准度量 d 时， R n 中的球面 


\ d ( a , x ) = r > 0} 


S ( a ; r ) = {x G 


是球 B ( a ; r ) 的边界点的集合®. 

定义 7 点 aGX 称为集合 ECX 的板限点，如果对于点 a 的任意邻域 O ( a ), 
集合五 no ⑷是无限集. 

h 

定义8称集合和它在 X 中所有极限点组成的集合之并集为 五在 X 中的 


闭包 


像以前那样，集合 EcX 的闭包将用云表示. 

4 

命题2 集合 F C X 是 X 中的闭集，当且仅当 F 包含 F 的所有极限点•即 

h 

_ 

( F 是 X 中的闭集）分（在 X 中有 F = P ). 

我们略去证明，因为只要重复第7章§1中 X = R n 时所叙述的类似断言的证 
明就可以了. 


度量空间的子空间 

_ 

如果 { X ; d ) 是度量空间 ，而 E 是 X 的子集，那么 对于五 中的任意点对 
规定它们的距离等于它们在 X 中的距离 d ( x 1 , x 2 ), 就得到度量空间 ( E ; d ), 称之为 

原空间 ( X ; d ) 的子空间. 

于是,我们有下列定义： 

定义9称度量空间 （ X 1; 屯）为度量空间 ( X ; d ) 的子空间，如果 A C X ，并且 

对于集合&的任意点对 a ，6, 等式 d !( a , b ) = d ( a , b ) 成立. 

因此，度量空间 ( X ; d ) 的子空间 ( Xi ； di ) 中的球 


■ 


X\,X 2 , 


Bi ( a ; r ) = {x E Xi \ di ( a ^ x ) < r } 


①还可参看本节末与例 13 有关的练习 2. 



度置 空间 


显然是集合 c X 与； i ： 中的球 B(a;r) 的交集 


B \ (a; r) = Xi Pi B ( a \ r ) 




于是，中的一切开集有形式 


Gi = Xi n G, 


其中 G 是 X 中的开集，而 Xi 中的一切闭集巧有形式 


Fi = Xi n F ， 


其中 F 是 X 中的闭集. 

由此可见，度量空间中的集合的性质，开或闭都是相对的，同时还与集合所在的 


空间有关 


例 14 平面 R 2 的横坐标轴上的区间 M < 1,2/= 0,在装备了 R 2 中的标准度 

量后是度量空间 ( X 1 ； d l ), 像任何一个度量空间 一样， 它相对于本身是闭的.因为它 
包含了它在中的所有极限点.同时, A 显然不是 R 2 = X 中的闭集. 

这个例子就说明，开集的概念也是相对的. 

例 15 具有度量⑺的定义在区间 [ a ，6] 上的连续函数的集合 C [ a , b ] 是度量空 
间的子空间，但是如果在 C[a, b ] 上采用度量 （ 6) 而不是 （ 7 )， 那么结论就不 
再 成立. 


4. 度量空间的直积 

如果（义 1; 山）和 （ X 2; d 2 ) 是两个度量空间,那么在直积馬 xX 2 中可以引进度量 
d. 在 A x 中引进度量的最常见的方法如下：如果 ( x u x 2 ) eX x x X 2 ,( x , 1： x f 2 ) G 

x X 2 , 那么可以规定 


d {( x 1 , x 2 ),( x ii x 2 )) = \/ dl { x 1 , x f 1 ) -\- dl ( x 2 , x f 2 ), 


或者 


d (( x 1 , x 2 ), (^ 1 ,^ 2 )) = di ( xi , x [) d 2 { x2 , x f 2 ), 


或者 


d (( xi , x 2 ), ( x [, x f 2 )) = max{rfi ( xi , x [), d 2 ( x 2 , x f 2 )}. 


容易看出，在上述每一种情形，我们都得到 x X 2 上的度量. 

定义 10 如果 （ 1 1; (^),(1 2; 也） 是两个度量空间，那么空间 （A x X 2 ; d ) 称为 
度量空间 （ AA) 和 { X 2 ; d 2 ) 的直积,其中 d 是在 A x 中按上述任一种方式引 
进的度量. 
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例16空间 R 2 可以看作具有标准度量的两个度量空间 M 的直积,而度量空间 
R 3 是度量空间 M 2 和 R 1 = R 的直积. 


练习 


1, a ) 推广例2,证明，如果/ : R 


R + 是严格上凸的连续函数，而 ( X ; d ) 是度量空间，那 
么在 X 上可以用关系式 d f ( x u x 2 ) = f ( d ( x 1} x 2 )) 定义新度量 d /. 

b ) 证明： 在任意的度量空间 ( X ; d ) 上都可以引进度量 

d ( x lj x 2 ) 

1 + d ( xi , x 2 )' 


d f ( xi , x 2 ) 




在 （ X〆 ） 内两点间的距离不超过 1. 

_ 

设（ X ;岣是装备了例2开始所指出的平凡（离散）度量的度量空间，且设 a e X . 在给定情况 

下，集合 B(a\ 1/2) ， B(a; 1), J3(a; 1), B(a; 1), B(a; 3/2) 和集合 {x e X\d(a,x) = 1/2}, {x e 
X\d(a,x) = 1} ? S(a; 1) \ B(a; 1), B(a; 1) \ B(a; 1) 是怎样的？ 

a ) “任意闭集族的并集是闭集”对吗？ 

b ) 集合的一切边界点是否都是它的极限点？ 

c ) 集合的边界点的任意邻域是否总是既含有该集合的内点又含有该集合的外点？ 

d ) 证明： 任一集合的边界点所组成的集合是闭集. 

a ) 证明： 如果 （ y ; dvO 是度量空间 { X ' d x 、 的子空间，那么对于 K 中的任意开（闭）集 

Gy ( Fy ), 可以找到 X 中的开（闭）集<^(心）使得 Gy = = 

b ) 验证，如果 K 中的开集 G ' y , 互不相交，那么可以选择 X 中相应的集合 GH 使 

得它们也没有公共点. 


4. 


在集合 X 上有了度量 d 后，可能试图把集合乂 C X 与 S C X 之间的距离定义为 


_ 


d ^ B ^ = ae^Ls d ^ b) - 


a ) 举出一个度量空间和它的两个互不相交的闭子集乂 C X，S C X ，且 d ( A , B ) = 0 的例 


子. 


b ) 试证在度量空间 { X ; d ) 的闭子集组成的集类上可以引进彖斯 多夫度 量乃：对于闭子 

集和 SCX ， 设 


sup d ( a , B ), sup d ( A , b ) 

beB 


D ( A , B )：= 


译者注：应为“有界闭子集组成的集类”, 



拓扑空间 


拓扑空间 


对于与函数或映射的极限概念有关的问题，许多情况重要的不是空间中存在这 
样那样的度量，而是界定了点的邻域.为了证实这 一点， 只需回忆极限定义或连续性 
定义，它们完全能用邻域的术语来叙述.拓扑空间是那样的数学对象，在其上以最一 
般的形式去研究取极限的运算和映射的连续性. 


1. 基本定义 

定义 1称集合 X 装备了拓扑空间结构或装备了拓扑， 或者称 X 是拓扑空间, 

如果指定了 X 的一个子集族 T (其中集合叫 X 中的开集)，它具有下列 性质： 

a) 0 G r; X G 

b) (Va G A]r a e r) ^ |J r a e 


丁 


c ) (n er ; i ^ 1, • • • , n ) f) r i ^ 

i=l 

于是，拓扑空间是由集合 X 和 X 的具有上述性质的子集族 T 所组成的序对 
( X - T).T 包含空集和整个集 X ,族丁 中的任意多个集合的并集是族 T 中的集合，并 
且族 T 中的有限个集合之交集是族 T 中的集合. 

可以看出，在拓扑空间的公理 a ), b ), c ) 把度量空间情形下已经证明了的开集 

的性质当作公设.因此，像前面那样定义了开集的任一度量空间都是拓扑空间. 

于是，在 X 中给 出拓扑 就意味着指出 X 的满足拓扑空间公理 a ), b ), c ) 的子集 


T. 


族 


正像我们看到的那样，在 x 中给出度量自然也就给出了 x 上由这个度量导出 
的拓扑.然而应当指出 的是: X 上的不同度量在这个集合上可以产生同一个拓扑. 

例1设 X = R n (n > 1) .在中我们考察由§1关系式 （5) 所给出的度量 
di ( xi , X2 ) 和由§1公式⑶所定义的度量 d 2 { xi , x 2 ). 

显然，从不等式 


di{x 1 ,x 2 ) ^ d 2 (x 1 ,x 2 ) ^ \fnd\ (xi,x 2 ) 


推出，在这两个度量之一的意义下，以任意点 aex 为中心的每一个球 B ( a ] r ) 都包 
含在另一个度量意义下以同一点为中心的某一球中.因此，由度量空间开子集的定 
义得出，这两个度量在 X 上导出同一个拓扑. 

在本教科书中，我们所采用的几乎所有的拓扑空间都是度量空间.但是不能认 
为一切拓扑空间都可以度量化，即不能认为都可以给它装备一个度量，使得在该度 
量下的开集与定义 X 的拓扑的集族 r 中的开集相一致.这件事能实现的条件正是 
度量化定理的内容. 
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定义2如果 ( X •，丁) 是拓扑空间，那么族 T 中的集合称为 开集， 而它关于 X 的 
余集称为拓扑空间 ( X ; r ) 的 闭集. 

用列出集族 T 中的所有集合来给出集合 X 的拓扑 T 的作法是罕见的.经常是 
只指出 X 的一些子集组成的一个集类，而族 T 的任一集合可以由该集类中集合的 
并和交得到.因此，很重要的乃是 

_ 

定义3 X 的开子集族 》 称为拓扑空间 ( X ; r ) 的基(开基或拓扑基) ，如果每个 
开集 G e t 是》中某些元素的并. 

例2如果 (X ; d ) 是度量空间，而 ( X ; t ) 是与它相对应的拓扑空间，那么所有 

的球作成的集族？ B = ( B ( a ; r )} 显然是 t 的拓扑基，其中 aGX,r >0. 另外,如果取 

m 是以正有理数 r 为半径的所有球的集族那么这个族也是 t 的拓扑基. 

于是，为了给出拓扑 T ， 只要给出这个拓扑的基.像例2中所看到的那样，一个 
拓扑空间可以有许多不同的拓扑基. 

定义4称拓扑空间的基的最小势为该拓扑空间的权. 

我们通常涉及的是有可数拓扑基的拓扑空间（但是,也有例外.参看练习第4题 
和第6题). 


m k 


mi 


为中心，有理数 


13在1{^中如果取以有理点 

0为半径的所有的球组成的集族为》，那么，显然得到空间的标准拓扑的可数基， 
不难验证，有限的开集族不可能给出中的标准拓扑.因此,标准拓扑空间妒有 

可数权. 




e 


ni ’ 


打 fc 


定义5称包含点 xex 的开集为拓扑空间 (x-r) 中该点的邻域. 

显然，如果在 x 上给出了拓扑 T , 那么对于每个点就确定了它的邻域系. 

同样显然的是，拓扑空间各个点的所有邻域系可以作为这个空间的拓扑基.于 
是 ，在义 中可以由集合 x 的点的邻域来引进拓扑.最初的拓扑空间定义,正是用这 
种方式给出的①.请注意，在度量空间中我们实质上就是在指出点的邻域后再引 

进拓扑的.我们再举一个例子. 

例4我们研究定义在 R 上的实值连续函数集 C ( E ; E ), 并在此基础上构造新 
的集——连续函数的芽集.称函数 


f,ge C(R ； E) 


①度量空间和拓扑空间的概念在 20 世纪初就给出了明确的 陈述. 法国数学家弗雷歇 （ M. R. 

FVechet) (1878—1973) 在 1906 年引进了度童空间的概念，德国数学家豪斯多夫 (F. Hausdorff) 
(1868—1942) 在 1914 年定义了拓扑空间. 
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在点 aeR 是等价的，如果存在这点的邻域 U(a), 使得 

Vx e U(a),f(x) = g(x). 

_ 

所引进的关系确实是等价关系（它是自反的，对称 
的和传递的).在点 

为在这一点的 连续函数芽. 如果/是在点 a 生成芽 
的函数之一，那么芽本身将用记号 / a 表示. 现在我 
们定义芽的邻域.设 U ( a ) 是 R 中点 a 的邻域，/是 
定义在 U ( a ) 上并在点 a 生成芽 / a 的一个函数.这 
个函数/在任意点 a G U ( a ) 生成自己的芽厶.相 
应于一切点 z € U ( a ) 的芽的集 { f x } 称为芽 / a 的 
邻域.把所有不同芽的这样的邻域组成的集取作拓扑基，连续函数的芽集就成了拓扑 
空间.值得注意的是在所得到的拓扑空间中，两个不同点（芽） fa , 9 a 可以没有不相 
交的邻域（图 66). 

定义 6称拓扑空间为 豪斯多夫空间 ，如果它 满足彖斯多夫 公理： 空间的任意两 
个不同点有不相交的邻域. 

例 5显然,任一度量空间 ( X , d ) 都是豪斯多夫空间，因为对于任意不重合的两 
个点 a , beX ， 有 d(a, 6) > 0,它们的球邻域 


彼此等价的连续函数类称 


I ⑸ 


B [ a;-d(aM ) , B \ b,-d(aM 


2 


2 


就没有公共点. 

同时，如例 4 所示，的确有非豪斯多夫拓扑空间.看来具有最简单的拓扑 t = 
{0, X } 的拓扑空间就是这种空间的最简单的例子，即便 X 只有两个点， ( X ; r ) 也不 
是豪斯多夫空间.此外，在这个空间中，点的补集 X \ x 不是开集. 

我们将只研究豪斯多夫拓扑空间. 

定义7称集合 E C X 是拓扑空间 （ X ; r ) 中的处处稠 密集， 如果对任意点 
xex 和它的任一邻域 U { x ) y 交集五 n U { x ) 都非空. 

例6如果在 R 中考察标准拓扑，那么有理数集 Q 在 M 中处处稠密.类似地, 

•m 

中的有理点集在 R n 中处处稠密. 

_ 

可以证明，在每个拓扑空间中存在势不超过这个拓扑空间权的处处稠密集. 

_ 

定义8具有可数处处稠密集的度量空间称 为可分空间. 

例7在任一标准度量下，度量空间 （ nr ; d ) 是可分空间，因为集合 Q n 在 ( M " ; d ) 
中处处稠密. 
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例 8 具有由关系式⑹定义度量的度量空间 ( C ([0； l ]; R ); d ) 也是可分的，因为 
从函数/ G C ([0,1]; R ) 的一致连续性推出，可以用顶点为有理坐标的有限段折线以 
任意精确度逼近函数/的图形.这些折线组成的集合是可数的. 

我们将主要研究可分空间. 

现在我们指出，因为拓扑空间中点的邻域的定义与度量空间中点的邻域的定义 
的文字表述是完全相同的，而在§1中所研究的集合的 内点，外点，边界点，极限点的 
概念和集合的闭包的概念，由于它们的表述只用到了邻域的概念，所以可以不加改 
变地移到任一拓扑空间的情况. 

此外（从第7章§1中证明命题2的过程可以看出)，也成立同样的 命题: 拓扑空 
间中的集合是闭集，当且仅当它含有它所有的极限点. 

h 

拓扑空间的子空间 

设 ( X ]Tx ) 是拓扑空间，而 F 是 X 的子集.利用拓扑可在 K 中定义下列 
拓扑，叫做在 y 中的诱 导拓扑或相对拓扑. 

称形如 G y ^ YHGx 的任一集合 G Y 为 Y 中的开集，其中是 X 中的开 




集. 


不难验证，所产生的 K 的子集族 TV 满足拓扑空间的开集公理. 

可以看出， Y 中开集 GV 的定义与我们在前一节第3段中当 F 是度量空间 X 

的子空间的情况一致. 

定义9称拓扑空间 ( X ; r ) 的子集 K C X 为 （ X ; t ) 的子空间，如果在 F 中装 

备了诱导拓扑 

显然， ( Y ; t y ) 中的开集不一定是 ( X .， t x ) 中的开集. 

拓扑空间的直积 

如果 （ X 1; n ) 和 ( X 2 ; r 2 ) 是两个具有开集族 Tl = { Gi }, t 2 = { G 2 } 的拓扑空间, 
那么在 A x 中可把形如 Q x G 2 的所有集作为基以引进拓扑. 

定义10拓扑空间 （A x X 2 ;n x r 2 ) 称为拓扑空间 ( X 1 ； T 1 ),( X 2 ； r 2 ) 的直积, 
如果它的拓扑基由形如 G 4 x G 2 的集所组成,其中 G 是拓扑空间 (X i ； T i ),i = l,2 ) 

中的开集. 

例9如果 R = R 1 和 R 2 有标准拓扑，那么， R 2 是直积 R 1 x R 1 ， 因为 1 R 2 中一 
切开集均可表成它的所有点的方形邻域之并.而正方形（设其边与坐_平行）是 M 

中开区间（从而是 M 中的开集）的直积. 

_ 

应当注意，形如 Gi x G 2 的集合（其中 G e n , G 2 er 2 ) 只组成拓扑基，但不是 
拓扑空间直积的所有开集. 


德 
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练习 


d 


d 


也是度量空间，而且度量 d 和在 X 上 

1 + a 


1. 验证，若 ( X ； d ) 是度量空间，则1义； 

导出同一个拓扑（见前一节练习 1). 

2. a ) 在自然数集 N 中，令公差 d 与 n 互质的等差序列为 n € N 的邻域.试问，这样生成的 

拓扑空间是否是豪斯多夫空间？ 

b ) N 作为取标准拓扑的实数集 R 的子空间时具有怎样的拓扑？ 


1 + d 


) 写出 3 R 的所有开子集. 


如果在同一个集合上给出两个拓扑 n 和 r 2 , 那么，说拓扑 r 2 比拓扑 n 强，是指 n c 乃，即 
在 r 2 中除了组成族 n 的开集外，还包含某些不在 n 中的集合. 

a ) 在习题2‘ 中研究的 N 上的两个拓扑能否比较？ 

b ) 如果在定义在区间[0，1]的实值连续函数集 C [0,1] 中先按§1中关系式（ 6 )引进度量, 

然后按同一节中关系式 （7) 引进度量,那么，在 C [ a ，&] 上， 一 般将产生两个拓扑.试问, 

它们能否比较?' 

a ) 详细证明例4中研究的连续函数芽空间不是豪斯多夫空间. 

b ) 试说明为什么这个拓扑空间不能度量化. 

c ) 这个空间有怎样的权？ 

a ) 试用闭集的语言叙述拓扑空间的公理. 

b ) 证明 ( E ) = E . 

c ) 证明，任一集合的边界是闭集. 

d ) 证明，如果 F 是 ( X ; r ) 的闭集， G 是 ( X ; r ) 的开集，那么 G \ F 是 （ X ; t ) 的开集 • 

e ) 如果 ( y ；7 v ) 是拓扑空间 ( X ; r x ) 的子空间，集合五满足： 五 C ^ CX ， 且，那 

么五 e ry . 

给定拓扑空间 ( X , r ), 如果其任意单点集都是闭集，则称 它是强意义下的拓扑空间或 n - 空 
间. 试证： 

a ) 任何豪斯多夫空间都是 n -空间（豪斯多夫空间叫 r 2 - 空间，部分地由于这个原 因)； 

b ) 并非所有空间都是 r 2 _ 空间（参看例 4); 

c ) 两点集 X = { a ，&}， 在其中定义开集族 

d ) 在 n - 空间中，集合 F 是闭集，当且仅当它包含自己的一切极限点 • 

7 . a ) 证明，在任一拓扑空间中存在势不超过空间权的处处稠密集. 

b ) 试证度量空间 C [ a ,6], C ( fc ) [ a ,6],[ a ,6], JH P [ a , b ] 的可分性（相应度量的公式见 §1). 

c ) 试证，如果在定义在区间 M ] 上的有界实值函数集中用§1中关系式⑹引进度量， 

么所得到的空间不是可分的度量空间. 




4. 


* 


{0, X }, 则它不是 n -空间; 


丁 
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§3紧集 


1. 紧集的定义和一般性质 

定义1拓扑空间 ( X ; r ) 中的集合 K 称为是紧集(紧致集①)，如果能从 X 的任 
一覆盖 K 的开集族中选出 K 的有限覆盖. 

例1在标准拓扑下，实数集] R 的闭区间 [ a ，&] 是紧集,这从第2章§3第2段 
证明了的关于从闭区间的任何开覆盖中可以选出有限覆盖的引理立即可得. 

一般地，中的 m 维区间 


， m} 


^ 2 ：* ^ b\i^ 1 , 2 , 


• 丨* 


是紧集.这在第7章§1第3段中已经建立. 

在第7章§1第3段同时还证明了 的子集是紧集，当且仅当它是有界闭集. 
与拓扑空间中集合成为开集或闭集的相对性质不同，集合成为紧集的性质在下 

述意义下是绝对的，即不依赖于它作为哪个空间的子空间，更确切地说，成立以下的 

_ 

命题 1拓扑空间 ( X ; r ) 的子集 X 是 X 中的紧集，当且仅当尺是其本身作为 
( X - T ) 的子空间中的紧集. 

◄ 所述命题可以从紧集的定义和在 K 中诱导拓扑 P 每个开集 Gk 都是 X 中 
的某个开集 Gx 与 K 的交推出. ► 

于是，如果 （ x;T X ) 和 (y ； 7y) 在集 K c ( Xny ) 上诱导出同一个拓扑的两个 
拓扑空间，那么 K 无论是在 x 中还是在 y 中同时是紧集，或者同时不是紧集. 

例2设 d 是 R 上的标准度量，而/ = { a : e R |0 < Z < 1} 是 3 R 中的单位开区 
间」 在度量空间 ( I ; d ) 中是闭的，并且有界，但不是紧的，因为它不是 R 中的紧集. 

现在来证明紧集的一些重要性质. 

引理1 (紧集的闭性引理） 如果仄是豪斯多夫空间 ( X ; t ) 中的紧集， 那么 K 
是 X 的闭子集. 

◄ 根据集合闭性的判别准则，只要验证 K 的任一极限点 x 0 GX 都属于 

假设抑《对每个点 z e K ， 作 a : 的开邻域 G ( x ), 使 它与抑 的某邻域 
不相交.所有这些邻域 G ( x),x G K ， 组成 K 的一个开覆盖，从中选出有限覆盖 
G ( xO , •■- , G ( x n ). 如果: r 0 点的邻域 Oi ( x Q ) 使得 G ( xi ) H Oi ( x Q ) = 0,那么集合 


。 ( 工 0) =「| Oi (xo) 


①定义1引入的紧集概念在拓扑学中有时称为 紧致集或重紧致集. 




也是点的邻域，而且对于任意的 i = 1 


都有 


， u, 


G(xi) n O{x 0 ) = 0 


所以 K Pi = 0 .即 a ：。 点不可能是 K 的极限点* ► 

引理 2( 紧集套引理） 如果…〕 K n D …是非空的紧集套，那么 

交門 K 非空. 


=1，2,…是私中的开集.如果交集 A Ki 

全体组成的覆盖.从中选出 4 = pk 覆 


◄ 由引理1，集合 G ^ K x \ K u i 

是空的，那么集列 Gi c G 2 c ■ • • c G n c 
盖,这样，我们便找到集列的 某个元 素 G m 已经能盖住 J ^， 然而根据条件 


» • • 


^1 \ G m ^ 0 


K 




导致矛盾,引理2得证. ► 

引理3 ( 紧集的闭子集引理） 紧集 K 的闭子集 F 是紧集. 

■ 

◄设 { G a : a G 4} 是 F 的开覆盖.增加一个开集 G = K \ F , 得到紧集 K 
的开覆盖.从这个覆盖中可以选出火的有限覆盖.因为 GnF = 0，这意味着从族 
{ G a : a ^ A } 中选出了集 F 的有限覆盖. ► 


哪 :* 


下面我们证明度量紧集的某些性质，即度量空间作为由度量导出的拓扑空间的 


紧集性质 


定义2称集合 ECX 是度量空间( X ; d) 的 e- 网，如果对于任一点 xeX,^ 

Ae€ 丑使得 d(e,x) < 

引理 4 (有限网引理） 如果度量空间 ( K , d ) 是紧的，那么对任意的 e > 0, 

在 （ K ; d ) 中 K 有有限 

M 对每个点 K , 取开球 B ( x , e ). 然后从这些球的开覆盖中选取有限覆盖 

，_ B (: r „; e ) .显然，点 




€~ 


，： r 


xi ， x 2 , 


组成所求的 e - 网. ► 

除挑选有限覆盖的推理外,在分析里还经常遇到从任意序列中选取收敛子列的 

推理.在这方面成立以下的 
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命题2 (度量紧集的准则）度量空间 ( ic ； d ) 是紧的，当且仅•当从它的任一点列 
中可以选取收敛到 K 中某个点的子列. 


如前所说，点列 { x n } 收敛到某个点意味着对于点 aeK 的任一邻域 
C /( a ), 有号码 TV ^ N , 使当 n > JV 时,: e U ( a ), 

关于极限的更详细的内容我们将在下面§6里讨论. 

在证明命题2之前,我们引进两个引理. 

引理5如果度量空间 { K ; d ) 的任一点列中均可选出在 1 C 中收敛的子列，那么 
对于任意的 e >0, K 有有限 e - 网. 


◄ 假如存在某个£0 > 0,在 K 中没有有限 eo _ 网，那么在中可以构造点列 
{ x n }, 对于任意的 n e N 和 i e {1, 

中不能选出收敛子列 .► 

引理6如果从度量空间 (/ if ; d ) 的任一点列可以选出在夂中收敛的子列，那么 
这个空间的任一非空闭子集套有非空的交集. 


-1} 均有 d ( x n , Xi )>€ Q . 显然，从这个序列 


,n 


是所指的 K 中的闭集列，从该集列的每一个集合 

，从中选出收敛子列 KJ . 根据作法，它的极 


◄ 如果巧 D 

中取一个点，得到点列&， 

eK 一定属于闭集列中的每一个 F u ieN 


^ F n D 


蠡 _ 景 


• » » 


，： r 


* * A 


■ * • 


a 


现在证明命题 2. 


◄ 首先验证，如果 ( K ; d ) 是紧的， { x n } 是它的一个点列，那么从中可以选出收 
敛到 K 的某个点的子列.如果序列 { x n } 只有有限个不同的点，那么结论显然成立， 
因此可以认为序列 { x n } 有无限多个不同的点. Si = 1/1,构作有限 1- N , 并取 
包含序列无限多项的闭球 S ( a 1； l ). 根据引理 3, B ( a 1； l ) 本身是紧集，在 5( a 1; 1) 中 

存在有限 


1/2网和包含序列无限多个元的闭球 B ( a 2 ; 1/2), 这就得到了一个紧 


£2 = 


集套 


5(ai ； 1) D B(a 2 ； 1/2) !)••• 〕 B(a n ] 1/n ) 〕…， 


根据引理2,它们有公共点 aeK.^E B ( a 1； l ) 中取序列的点 x ni , 然后在 B ( a 2 ; l /2) 
中取序列的点〜 2 ,号码 n 2 > 等等.这样一来,我们得到了子序列 { x ni h 根据作 
法, { x n J 收敛到 

现在证明充分性，也就是验证，如果从度量空间 ( K ； d ) 的任一点列 { x n } 中可以 
选出在 ii ： 中收敛的子列，那么 ( K ; d ) 是紧的. 

事实上,如果从空间 ( K ; d ) 的某个开覆盖 { G a ： aeA } 中不能选出有限覆盖，那 

么由引理5,构作 1 T 的有限 q = 1网，并且可以找到闭球 B ( a 1； l ), 使: a e 乂} 
不含 B ( a 1； l ) 的有限覆盖. 


a. 
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现在对 B ( ai ； l ) 构作有限的1/2网，从中可以找出闭球 


B ( a 2; l /2)， 


{ G a :ae A } 不含 S ( a 2; 1/2) 的有限覆盖 

这样一来，便得到闭集套 


〕 B ( a n \\/ n ) 〕…， 


B ( a 1； l ) DJ 3( a 2 ； l /2 )D 


* * 


由引理6,并且从作法可以看出，门 B ( a n] l / n ) = { a } e K . 这个点 a 被 {G 

中某个集 Gw 覆盖，因为 G a 。 ^开集，因此对于充分大的 n , 整个巢合 B ( a n - l / n ) 
都含于 G ⑽ 导致矛盾，命题2得证. ► 




: a 


Ot 


练习 


1. 度量空间的子集 叫全有界集， 如果对于任意的 e > 0,它都有有限 e - 网. 

a) 验证： 集合全有界性定义与其叙述中的网的点是取自其本身还是其所在空间无关. 

b ) 试证： 度量空间中的集合是紧集，当且仅当它全有界而且是闭集. 

c ) 举例说明，度量空间中的闭有界集未必是全有界的，因此，也未必是紧集. 

拓扑空间的子集称为是相对紧的，如果它的闭包是紧集. 

举出 R n 的相对紧子集的例子. 

3. 拓扑空间称为 是局部 紧集,如果这个空间的每个点有相对紧的邻域. 

举出局部紧但不紧的拓扑空间的例子. 

证明，对任一局部紧但不紧的拓扑空间 (X;rx), 存在紧拓扑空间 ( r ； ry ), 使得 X c y , 而 
K\X 由一个点组成，并且空间 (X;r x ) 是拓扑空间 ( Y ; ry ) 的子空间. 


晕 




§4连通的拓扑空间 

定义1称拓扑空间 ( X -, t ) 是连通的，如果在 { X - r ) 中除了 X 本身和空集以 
外没有别的开-闭集 

如果使上述定义具有下列形式，那么它在直观上就更清 楚了. 

拓扑空间是连通的，当且仅当它不能表为它的两个非空不交的闭（开）子集的并. 

_ 

定义 2 拓扑空间 { X - r ) 中的集合五称为是连通集，如果它作为 { X ; t ) 的拓扑 
子空间（具有诱导拓扑）是连通的. 


@即同时是开的和闭的. 
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从这个定义和定义1推出，集合五连通的性质不依赖于包含它的空间.更精确 
地说，如果 （ X ; T X ) 和 ( y ； Ty ) 是包含五并且在五上导出同一个拓扑的拓扑空间， 
那么 五在 X 和 Y 中同时连通，或者同时不连通. 

例1设 e =忙 e 一 0}，集合 E . = {xe E\x < 0} 非空，它与五不重合， 

而且如果把£；看作拓扑空间，其拓扑是上标准拓扑的诱导拓扑， E -( e + = {xe 

E\x > 0} 也一样）同时还是五中的开-闭集.那么，五不是连通的，这与我们直观想 

像的一样. 


命题（关于 1 R 的连通子集） 非空集合五 c R 是连通的，当且仅当对于任意属 

于 E 的 x y z 7 M . x < y < z 能推出 y ^ E . 


可见，在直线上只有（有限或无限）区间：开区间，半开区间，闭区间是孝通的_ 

◄ 必要性设五是 R 的连通子集，三个点 a ,6 ,c 满足 a € E,b e E . 而 c 穿 

五 ， a < c < b . 设 


A = {x E ： E\x < c }， B = {x £ E\x > c }, 


则有 ci € e B ， 即 A 一 0 且 B 一 0 . 此外 ， E = ADB , 并且两个集 AS 是五中 

的开集. 这与 E 的连通性矛盾 • 

充分性 设五是 R 的具有下述性质的子空间：与任一对点 a 和6属于 五的同 
时，区间 [ a ,6] 中一切点都属于五.我们来证五是连通集. 

假设乂是五的开-闭子集，并且设.为 

了确定起见,设 a < & (因为 AnS = 0,所以 a ^ b ). 考察点 q = sup {4 n [ a ，&]} ■因 
为我们有 Cl eE . 由义 在丑 中的闭性推出 Q e A 

现在考察点 c 2 = inf{5 n [ci,6]}, 类似地，由丑的闭性推出 c 2 e B. 于是，因为 

€ c 2 € B 和欠 n B = 0，所以 a < Cl < c 2 < 6. 但是从 c : 和 C 2 的定义以及 

推出，开区间 K ， c 2 [ 的任一点不能属于 [ 这与己知的五的性质不符， 


Cl 


E = AU B 

可见，集合五不能有具上述性质的子集 A 从而，五的连通性得证 • 


习 


1. a ) 验证，如果 A 是（ X ; r ) 的开一闭子集，那么 S = X \ 乂同样是开一闭集， 

b ) 证明，用集合包含关系的术语，集合的连通性质可以用以下形式表示：拓扑空间 （义⑺ 

的子集 E 是连通的，当且仅当在 x 中不存在一对不交开集（闭集） G ’ x ， g ^ 使得五 n 

Gx # 0， E n _ 0 且五 C G’x U Gx^ 


证明: 


a ) 有公共点的连通子空间的并是连通的. 

b ) 连通子空间的交不一定连通. 

c ) 连通空间的闭包是连通的. 
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具有实元素的 n 阶非退化矩阵组成的群 GL ( n ) 可以看作乘积拓扑空间的子空间，矩阵 
的每个元素分属于自己的、构成乘积空间 




的那个实数集 R . 试问， GL ( n ) 是否连通 


[I 


4. 拓扑空间称为是 局部连通的， 如果它的每个点具有连通的邻域. 


a ) 证明，从局部连通性还不能推出拓扑空间的连通性. 

b ) R 2 中的 集合五 是函数 


-( x ^ O ) 的图形加上纵轴上的区间 


x 卜 —sin 


{( X ， y ) e K 2 |x = 0 A lyl ^ 1} 


在五 上装备由 R 2 诱导出的拓扑.证明，这样得到的拓扑空间是连通的，但不是局部连通的. 

在第7章§2第2段中，我们把 R n 中的连通子集定义作那样的集合五 C R 71 ， 它的任意两 
点都可以用五中的一条道路连接.为了与这一节里引进的拓扑连通性区别，第7章中所研 

究的概念通常叫做 弧式连通性. 试证： 

a ) R n 的一切弧式连通集是连通集. 

b ) 当 n > 1时,不是所有 IT 的连通子集都是弧式连通的（见练习 4). 

c ) U n 的一切连通开子集是弧式连通的. 


5完备的度量空间 


这一节只讨论度量空间，更确切地说，是这种空间中在分析的各个领域里起重 
要作用的一类空间. 

1. 基 本定义和例子 

与从空间 R n 的研究已知的概念类似,我们将在任意度量空间中引进基本列和 
收敛列的概念. 

定义 1 度量空间 ( X ; d ) 的点列 { x n : n e N } 叫做 基本列 或者柯 西列， 如果 
对每一个 £ > 0 , 有号码 N e N , 使对一切大于 TV 的号码 m,n E N , 满足关系 


定义 2 说度量空间 ( X ; d ) 的点列 { x n :ne N } 收敛于点 aeX,^a 是这个 

点列的极限,如果 lim d ( a , x n ) = 0. 

n—^oo 

_ 

像以前那样,把有极限的序列称为收敛列. 

现在我们给出完备度量空间的定义 

定义 3 称度量空间 ( X ; rf ) 是完备的，如果它的每个基本列是收敛列. 

例 i 具有标准度量的实数集 R 是完备的度量空间，这可从数列的柯西收敛准 


则推出 
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我们指出，因为度量空间的一切收敛列显然是基本列，那么，在完备度量空间的 
定义中，实质上是要求空间满足序列收敛性的柯西准则. 

例2如果在集合 IR 中去掉数0,那么在标准度量下,集合 R \ 0就不是完备空 
间.事实上,它的点 

例3具有任一标准度量的空间 R n 是完备的，这在第7章§ 2 第1段里已经 


1/ n , neN , 作成基本列，但在 M \ 0中没有极限_ 


X 


例 4 考察定义在区间 [ a ，&] C R 上具有度量 


⑴ 


\ f ( x )- g { x )\ 


d ( f , g ) = 


max 

a^x^b 


的实值连续函数集 C ^，6] (见§1例 7)- 

我们来证明度量空间 ( C [ a , b ]- d ) 是完备的. 

◄ 设函数列 { fn ( x)\n G N } 是 C [ a , b ] 中的基本列，即 Ve > 0,3 N G N ， Vm，n e 
N (m > TV 且 n > AT ), 有 


( 2 ) 


\ fm ( x ) - f n { x )\ <£, Vx G [ a , b ] 


对于每个固定的值 ; r € [ a ,6]， 从 （2) 可以看出，数列 { fn { x);n G N } 是基本的， 

根据柯西准则，它有极限,记作 f (4 


于是， 


(3) 


G [ a ， b ] 


f ( x ) = lim / n ⑻， 

n—►oo 

我们来验证函数 / ㈤ 在 [ a , &] 上连续，即/ € C [ a , b ]. 

从 （ 2) 和 （ 3) 推出 ，当 


X 


JV 时/满足不等式 


n > 


⑷ 


1/⑻ 一/ n ⑻ I “， Vx e [ a . b ] 


对于固定点 xe [ a ， 6]，验证函数/在这点的连续性.设位移/ I 使得工 + [%&]• 


从恒等式 


f(x + ") - f ( x ) = f (X + h ) — f n (x + ") + fn( x + ^ 1 ) 

—/n ㈤ + /n ㈤ 一 / ⑻， 


得到不等式 


\ f(x + / l ) — f ( x )\ ^ \ f(x + / l ) - fn ( x + k h )\ 

+ \fn(x + /l) - fn(x)\ + \fn(x) - f(x)\. 


( 5 ) 
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由（4)，不等式 （5) 的右端第一和第三项，当 n > iV 时，都不超过 e . 取定 n > 7 V ， 
得到函数6 <7»]，再选取5 = <5(£),使得对于 |/ l | < 5,有 \ f n (x + / l ) - /n ㈤ I < 
我们就 得到： 如果 |/ l | C J ， 则 


I 


\f(x + h) — f(x)\ < 3s. 

_ 

这说明函数 / 在点: r 连续.由点 x 在 [ a ,6] 中的任意性，即知/ € C [ a , b ], 

最后,根据⑷，成立因此，具有度量⑴的空间 C [ a , b ] 是完 

备的度量空间 .► — 

这是一个很重要的定理，它在分析中有广泛应用 

例5如果在同一个集合 C [ a ，6] 上，代替度量 

(1), 考察积分度量 


⑹ 


f - g \( x ) dx , 


d(f,g) = 


那么所产生的度量空间不完备. 

◄ 为了记号简单起见，我们设 [ M ] = [-1，1]，作 
为例子，我们考察用以下方式定义的函数列 {/« G 

C [— 1, l];n € N }: 


1,如果 — 1 < z 彡 -1/ n , 

如果 —1 /n < x < 1/ n , 


fn(x )= 


nx^ 

1, 如果 1/ n ^ x^l 


67 


(图 67) 


从积分的性质直接推出这个序列在度量 （6) 下是空间 C [- l , l ] 的基本列.同时， 
它在 C [- l , l ] 中没有极限，因为如果连续函数/ e C [- l , l ] 是该序列在度量（ 6 )下 
的极限的话，那么函数/在区间 -1 彡 rc < 0上应取常数-1,而在 E 间0 < $彡1上 

应等于1,这与/在 a ； = 0处的连续性不相容- ► 


例6证明定义在上的实值黎曼可积函数集叫 a ，&] 在度量 (6)® 的意义 
下也不完备要困难些，我们借助在黎曼意义下函数可积性的勒贝格准则来证明这个 


事实 


◄ 取闭区间[0，1]作为 [ a ,6], 并且在[0，1]上构造测度不是零的康托尔集_设 
△ e ]0, 1/3[•在[0, 1] 中去掉长度为 △ 的中间部分，更确切地说，是去掉 E 间 [0,1] 的 

这一 句是译者加的 

①关于 SH [ a T 6] 上的度量（6)，参看§1例9中所作的说明_ 


木 
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中点的 A /2 - 邻域.在剩下的两个区间的每一个区:间中去掉长度为 A . 1/3的中间 

部分.再从剩下的四个区间的每一个区间中去掉长度为 △. 1/3 2 的中间部分，等等. 
在这个过程中所有去掉的区间长等于 


△ + A . 2/3 + A • 4/3 2 + ••• + △_ (2/3 ) n + …= 3 A 


因为0 < A < 1/3,所以，1 - 3 A > 0,由此推出区间[0, 1] 上剩下来的集合尺（康托 

尔集）的勒贝格测度不是零. 

现在我们考察以下的 序列： G 汛 [0, l];nGN}. S/n 是在前 n 步删去的区间 
上等于零,而在 [0,1] 上其他点等于 1 的函数.容易验证， k 个序列在度量 （ 6) 的意 

义上是基本列.假如某个函数/ G 巩[0, 1] 是这个序列的极限，那么在 [◦, 1] 上/应该 

与集合 K 的特征函数几乎处处相同.这样，/在集合 K 的每个点间断.可是，由于 
K 不是零测度集，从勒贝格准则推出/ _ fH [0, l ]. 这说明具有度量 （6) 的不 
是完备的度量空间. ► 


度量空间的完备化 

P 

例7重新回到实数轴上，考察有理数集 ( Q ， 其中装备由 R 上标准度量导出的 


攀 


度量 


显然，在 R 中收敛到力的有理数列是基本列，但它在 Q 中没有极限，也就是 
说,具有所指度量的 ( Q 不是完备的空间.并且, Q 原本是完备度量空间 R 的那样的 
子空间， R 自然地看作是 Q 的完备化.要注意的是,集合 Q C R 也可能看作完备度 
量空间 R 2 的子集，但是把 R 2 称为 Q 的完备化是不合理的. 


定义4包含给定度量空间 ( X ; d ) 的最小的完备度量空间称为空间 ( X ; d ) 的完 


4 H 匕空间 


这个直观上可以接受的定义至少需要两个方面的说明：“最小”是什么意思和它 
是否存在. 

我们很快就能回答这两个问题，而现在暂且采用以下较为形式的定义. 

定义5如果度量空间 (X;d) 是完备度量空间 (Y;d) 的子空间，并且集合 X C 
K 在 y 中处处稠密，那么就称空间 (Y;d) 为度量空间 ( X ; d ) 的 完备化 空间. 

定义 6 称度量空间 ( X ^ di ) 与度量空间 （义 2; 办） 是等距的，如果存在 一一 映 
M f — X 2 , 使得对于&中的任意点 a ， 6,成立等式 d 2 (f(a)J(b)) == d x (a,b). 

(在这种情况下,称映射 f ： X ^ X 2 为等距映射 .） 

显然，所引进的关系是自反的、对称的和传递的，也就是说，引进的关系是度量 
空间之间的等价关系.在研究度量空间性质的时候，我们研究的不是个别的空间，而 




完备的度 ft 空间 


是同时研究了与它等距的所有空间的性质.由于这个原因，等距的度量空间可以不 
加区分. 


例8平面上两个全等的图形作为度量空间是等距的，所以在研究图形的度量 
性质时，我们完全不管像图形在平面中处于什么位置这种问题，而把所有彼此全等 
的图形视为同一的. 


采用了把等距的空间视为同一空间的约定后，可以证明， 一 个度量空间，如果它 
有完备化空间，那么必是唯一的. 

我们先来验证 

引理对于度量空间 ( X \ d ) 的任意四个点 a ， b ， u ， v 成立不等式 


⑺ 


d ( a ， b ) — d ( u ^ v )\ ^ d ( a , u ) + d ( b ， v ) 


◄ 根据三角不等式，有 


d ( a ， b ) ( d ( a , u ) 4 - d ( u : v ) + d [ b ， v ) 


由于 & 和 w , i ; 两对元素是平权的，由此即可推得 （7). ► 

现在证明 

命题 1 如果度量空间 (yi ； di),(y 2 ； rf 2 ) 是同一个空间 (x ； rf) 的完备化空间，那 
么它们是等距的. 

◄ 用以下的方法构造等距映射/ ： Ki ^ Y 2 . 对于 X € X ，设 / Or ) = 那 

e X d 2 (f(xi),f(x 2 )) = d(f(xi),f(x 2 )) = d{xi,x 2 ) = d\(xi,x 2 ). 如果 

eYi\X, 那么因为 X 在 Yi 中处处稠密， 2 A 是对于 X 的极限点.设 { 

是在度量屯意义下收敛于2/:的义中的点列.这个点列在山意义下是基本的.但是 

因为在 X 上度量也和 d 2 均与 d 相同，这个序列也是 ( y 2 ； rf 2 ) 中的基本列. (Y 2 ； d 2 ) 
是完备的，因此这个序列在 R 中有极限 y 2 G 灼.可以用常规的方法证明这个极限 

是唯一的.现在设 f(yi) 

也是 X 中某个基本列的极限,于是所作的映射/ ： Fi ^ y 2 是满射. 

现在验证，对于 Vi 中任意一对点 n 成立等式 


么 


XI, X2 


GN } 


2/1 


因为任意点2/2 G y 2 \ x 和任意点 yi e Yi \x —样， 


2/2 




4 


办 (/(2/i )，/«)) = 2/i) 


⑻ 


如果 y [, y f { eX ， 那么⑻显然成立.在一般的情况取 X 中收敛于％和 y ，{ 
的两个点列 H € N }，{<; n € N }. 从不等式⑺推出 


d i(yi ， 2/i ’） = lim 
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或者 


di{y f i ， y f {)= lim d(x f n ,x f ^) 


⑼ 


根据作法，这两个点列在 ( Y 2 ； d 2 ) 中相应地收敛于％ = /( yi ) 和以= m ) 


所以 


d2{y^y f 2)= lim d ( X n^ X n) 

n—►oo 

比较关系式 (9) 和 （10) 便得等式 (8). 这个等式同时说明我们的映射 f ： Y 1 -^ Y 2 

是单射.这就完成了 /是等距映射的证明， ► 

在定义5中， ( y ; d ) 是度量空间 (X;d) 的完备化空间，要求 （ X ; d ) 是 (Y;d) 的子 
空间且 X 在 ( F ； d ) 中处处稠密.从把彼此等距的空间视为同一空间的观点，现在可 

以将完备化概念推广如下 

定义 5' 完备度量空间 (Y-dy) 称为是度量空间 (X ； d x ) 的完备化，如果在 
( y ； rfy ) 中有与 (X]dx) 等距的处处稠密的子空间. 

现在证明 

命题2每个度量空间都有完备化空间. 

◄ 如果原来的空间本身是完备的，那么它本身就是自己的完备化空间 • 

实际上,在证明命题1时我们已给出了构作不完备度量空间 {X-dx) 的完备化 

空间的思想. 

考察空间 (X;dx) 中的基本序列的集合.称其中的两个序列 N},«;n e 
N } 等价或共尾， 如果当 


( 10 ) 


时，有 




容易看出，共尾关系实际上是等价关系.用 S 表示等价基本序列类的 集合. 在5中 
按照以下法则引进度量.如果 〆 和，是5的元，而€ N } 和 «； neN } 分 

别是类 〆 和 〆 '中的基本列，则设 


( 11 ) 


d(s' ， s")= lim dxix^x^) 


从不等式 （7) 推出，这个定义是合理的：右端极限存在（根据 数列的 柯西准则)， 

并且不依赖于 s ， ，，中序列 R;nG N }， K ； nGN } 的选取 • 

函数 d ( s f , s f, ) 满足度量的三条公理 • 这样得到的度量空间 { S ; d ) 就是所求的空 

间 ( X ; d x ) 的完备化空间.事实上， ( X ; d x ) 等距于空间 0 M ) 的子空间 （&; d ), 这 
里 ( S x ； d ) 是那样一些基本序列等价类的集合，其中每个类含有一个常 驻列忙 n = 
xeX - n ^ N }. 自然,把这样的类 S S 等同于点这样得到的映射 

f :( X ; d x )^( Sx -, d ) 


完备的 度置 空间 


显然是等距的. 

剩下来的是要验证, （知⑻ 在 ( S ; d ) 中处处稠密以及 ( S -, d ) 是完备的度量空间. 
先验证 ( Sx ' d ) 在 ( S ; d ) 中的稠密性 • 设 S 是 5* 的任 一元 ， m { x n ] neN } 是属 
于类 s 的 ( X ; d x ) 中的基本列.取^ = /( x n ), nGN } 我们得到空间 ( S x ； d ) 的点列 
{《 n; n €阶从 （11) 可以看出，它以 s € S 为极限. 

现在证明空间 ( S ; d ) 完备.设 K ； neN } 是空间 ( S ; d ) 的任一基本列.对于每 
个 n € N 选择 ( S x ； d ) 中的元 Cn ， 使得 d ( s n ^ n ) < l / n , 那么序列 { U , neN } 与序 
列 { sn , neN } 一样，也是基本列.但在这种情况下,序列 {〜 = rHen)；n G N } 也 
将成为 ( X ; d x ) 中的基本列，它定义一个元 s € 乂而由 （11) 知，这个元是给定的序 

列 { s n \n G N } 的收敛极限. ► 

注1证明了命题1和命题2以后，就容易明白在定义 5' 的意义下，度量空间 
的完备化实际上是包含（精确到等距）给定度量空间的最小的完备空间.利用这些， 
我们明确了并且证实了开始的定义 4. 

注2从有理数集 Q 出发构造实数集 R , 可以完全按照上面在一般形式下构造 
度量空间的完备化空间的方法进行.这正是由康托尔完成的从 Q 到 R 的过渡. 

注3在例6中我们证明了黎曼可积函数 空间叫 M ] 在原来的积分度量下是不 
完备的.它的完备化是重要的勒贝格可积函数空间 £ kbl . 


练习 


D B ( x n ] 

是 X 中的半径趋于零的闭球套.那么，空间 ( X ] d ) 完备，当且仅当对于任意 


1. a) 证明以下 的闭球套引理 ，设 (X;d) 是度量 空间， B(x 1]ri ) D B{x2\r 2 ) D 

r n ) D 

这样的序列，存在唯一的点属于这个序列中的每一个球. 
b ) 证明，如果在上述引理的条件中，去掉 

时，5 也可以是空集. 

71=1 

2. a ) 在度量空间 （ X ; d ) 中，称集合 E C X 是 无处稠 密的，如果它在任一球内都不稠密， 

对于任一球 B ( x ; r ), 可以找到球 


0 


* * 


* 學 _ 


的要求，那么，甚至当空间完备 


0, n 


B(xi ； n) C B(x;r), 


使得 S (^ i ； n ) 中没有 集合五 的点 • 

集合五称为 X 中的第一纲集，如果它可以表示为可数个无处稠密集的并. 

X 中不是第一纲集的集称为第二纲集. 

试证,完备的度量空间是（自身中的）第二纲集. 

b ) 试证，如果函数/ e C °°[ a,bl 且 满足: W e [ a , b ),3 n € N，Vm > n ，有/ ㈣ ⑷ = 0,那 

么函数 / 是多项式. 
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拓扑空间的连续映射 


从分析的观点来看,这一节和下一节包含了这一章的最重要的结果. 

这里所叙述的基本概念和命题都是很自然的，有时简直是把我们已经熟知的一 
些概念和命题逐字逐句地移植到任意的拓扑空间或度量空间中的映射的情形.这时, 
对于许多事实，不只是它们的叙述，就连它们的证明，几乎都与己经研究过的情况相 
同,在这些情况下，自然就引用此前已详细叙述过的相应的命题，而略去叙述和证明. 


1. 映射的极限 

基本定义和它的特殊情况 

定义1 设/ : X -^ Y 是从在 X 中具有确定基底 ® = { B } 的集合 X 到拓扑空 

间 V * 的映射.称点 A e y 是映射 f : X-^Y 关于基®的极限，并记作 lim f ( x ) = A , 

如果对于 Y 中点4的任一邻域 V ( A ), 有基 ® 的元素 BeVB , 使得 S 在映射/下 
的像含于中. 

用逻辑符号表示，定义1有如下形式 




lim f ( x ) = A ：= VV ( A ) cy 3 Be *(/( B ) C V ( A )). 


我们最经常遇到的情况是 X 和 K 一样，也是拓扑空间 ，而® 是某个点 aeX 
的邻域基或者去心邻域基.对于点 a 的去心邻域基 { U ( a )} 仍采用以前的记号 
对这个基，定义1可以具体 化为： 


x 


lim f ( x ) = A - \/ V ( A ) C r BU ( a ) C X ( f ( U ( a )) C V ( A )) 


如果 （ X ; d x ) 和 ( y ； rfy ) 是两个度量空间，那么后一个定义可以用语言改述 


为 


lim f { x ) = >1 := Ve > 0 彐 5 > OVx £ X 

r— 

(0 < dx ( a 5 ^) < ^ dy ( A , f ( x )) < e ) 


-Ml —V 

狹曰乙 


lim f ( x ) = A lim dy ( A ? /( x )) = 0 


于是我们看到,有了邻域的概念以后，在拓扑空间或者度量空间 y 中，就可以像 
在 y =： R 中，或者更一般地，像在 y = 中所作的那样，定义映射 f ： x^rm 

极限概念. 



拓扑空间的连续映射 


b , 关于映射极限的性质 
我们对极限的一般性质作一些说明. 

首先指出，以前所得到的极限的唯一性当 y 不是豪斯多夫空间时已不再成立. 
如果 y 是豪斯多夫空间，那么极限的唯一性成立，并且它的证明与特殊情况 y = m 
或者 Y = R n 中所进行的没有什么区别. 

其次,如果/ : X — F 是度量空间中的映射,那么可以谈论映射的有界性（就是 
Y 中集合 f ( X ) 的有界性）和映射关于 X 中基© 的最终有界性（是指存在基 ©的 
元 B , 在 B 上/有界). 

从映射的极限定义本身推出，如果从具有基 ® 的集合 X 到度量空间 r 的映射 

f : X^Y 关于基®有极限，那么它关于这个基底最终有界. 

映射极限的存在性问题 


_ 


命题1 (关于复合映射的极限） 设 K 是具有基® y 的集合，而 p : K Z 是从 

Y 到拓扑空间 Z 的关于基® y 有极限的映:射. 

设 X 是具有基® x 的集合. 并且 f ： X ^ Y 是从 X 到 F 的满足下述条件的 

映射：对于基 © y 中的任一元有基® x 中的 Bx € 毋 x , 使的像含 

于 By 中，即 f ( Bx ) C By - 

在这些条件下，由映射 f 和 g 所确定的复合映射 go f ： X — Z 有关于基 

的极限，并且 


liinflf o /(^) - lun g ( y ) 


证明参看第3章§2定理 5. 

现在我们来讨论有关极限存在性的另一重要论断——柯西准则.而这次所谈的 
是关于度量空间甚至是完备度量空间中的映射 f — 

在从集合； T 到度量空间 ( Y ; d ) 的映射 f : X -* Y 的情况下，自然采用以下的 
定义2称量 


d { f ( x 1 ), f ( x 2 }) 


^(/；^) = 


sup 

Xi,X2G£? 


为映射 f : X-^Y 在集合 ECX 上的 振幅. 

命题2 (映射极限存在性的柯西准则） 设久是具 有基® 的 集合; / : X 

是从 X 到完备度量空间 ( Y , d ) 的映射. 

为使映射/关于基®有极限，必须且只需对于任意的 e > 0,有基®的元 

映射在 B 上的振幅小于 e . 

简 言之： 


Y 


3 lim f ( x ) 分 Ve > 03 B € B ) < e ) 
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证明参看第 3 章 §2 定理 4. 

要指出的是，空间 y 的完备性只在从最后的关系式的右边导出左边时需要.另 
外，如果 y 不是完备空间，那么一般来说这样的推导是不可能的. 




a . 基本定义 

_ 

定义 3称从拓扑空间 ( X ; r x ) 到拓扑空间 ( K ; tv ) 的映射/ : X — y 在点 
X 连续， 如果对于点/⑷ G y 的任意邻域 v ( f ( a )) C y , 有点 a € X 的邻域 
C/ ⑷ C X ，使 U ( a ) 的像 f ( U ( a )) 含于 V (/ ⑷）中. 

因此， 

— y 在 aeX 连续 


a G 


:= Vy (/( a ))3^( a )(/( C /( a))c V ( f ( a ))). 

在和 Y " 是度量空间 {X'dx)^ (y ； dy) 的情形，定义 3 自然可以用 e - 6 语目 


叙述 


Y 在 a € X 连续：= Ve 


0彐在 > OVx E X(dx(a y x) < S 


X 


> 


dy { f ( a ) J ( x )) < £). 

定义 4 称映射 — 为 连续的 ，如果它在每个点连续 


从 X 到 Y 的连续映射的集合用记号 C ( X ; Y ) 表示. 

定理 1 (映射连续性准则） 从拓扑空间 ( X ; t x ) 到拓扑空间 ( Y ; ry ) 的映射/ : 

Y 连续，当且仅当 Y 的任何开 （闭） 子集的原像是 X 中的开 （闭） 集. 

◄ 因为余集的原像是原像的余集，因此只需对开集证明定理. 

首先证明，如果/ e C ( X ； Y ), 而 GV e tv , 那么 G x = 广 HG y ) e t x .若 

Gx = 0，则 € 

点 a 的连续性定义.对于点 /( a ) 的邻域 G y ， 有点 a 在 X 中的邻域 U x ( a ) ,满足 
f ( Ux ( o )) c Gy - 也就是 Ux ( o ) C Gx = f ~ 1 ( Gy )- 因为 

Gx 是开的，即 Gx G Tx - 

现在证明，如果 Y 中任一开集的原像是 x 中的开集，那么/ e C ( X ; Y ) .任 
取点 a € X 和它的像在 Y 中的任意邻域 vv (/ ⑷)，我们发现，集合心⑷=^ 

/- Hvv (/( a ))) 是点 a 在 x 中的开邻域，且 f ( u x ( a )) c vv (/ ⑷).因此得到，映 1 

射/ : K 在任意点 a G X 连续. ► 

定义 5 称从一个拓扑空间 ( X - r x ) 到另一个拓扑空间 { Y - ry ) 上的双射/ : 

X -^Y 是同胚 的或者 同胚， 如果它本身和它的逆映射 广 1 : F — X 都是连续的. 


X 


― > 


是显然的.若 G x # 0且 a e G x ， 那么根据映射/在 


丁 X 


U Ux(a), 所以 


cl&Gx 
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定义6 称两个拓扑空间是同胚的，如果存在从其中一个空间到另一个空间上 


的同胚映射. 


正像定理1所指出的那样，对于从拓扑空间 ( X ； T X ) 到空间 ( Y ; t y ) 上的同胚映 
射 / : X — > y, 开集族 TXyTY 在下述意义下互相对应 : Gx G Tx ^ f ( Gx ) — Gy € Ty. 

因此，从拓扑性质的观点来看，同胚空间是完全相同的.因而，像度量空间的等 
距性是等价关系 一样， 拓扑空间的同胚性同样是拓扑空间集合中的等价关系. 


b . 连续映射的局部性质 


我们将指出连续映射的局部性质.它们可从极限的相应性质直接推出 


命题 3 ( 连续映射的复合的连续性） 设 （ X ; Tx )，( Y ; Tr )，( Z ; r z ) 是拓扑空间_ 

Y 在点 a e X 连续，而 


Z 在点& € y 连续，映射/ : X 

且 f ( a ) = b , 那么这两个映射的复合分。/:义― Z 在点 aeX 连续, 


如果映射 g : r 


这可从映射连续性定义和命题1推出 


命题4 ( 映射在连续点邻域内的有界性） 如果拓扑空间 （ X ， r ) 到度量空间 
( Y ; d ) 的映射 f : X ^ Y 在某个点 a e X 连续，那么它在这个点的某个邻域内 


有界 


命题从有极限的映射的关于基底的最终有界性推出. 

在叙述下面关于连续映射性质的结论之前，对于 K 或者 R ” 中的映射，我们先 
回忆一下量 


^(/； a ) ：= lima ;(/; B ( a ; r )), 


它称之为映射/在点 a 的振幅. 

因为映射在集合上的振幅概念和球的概念在任何度量空间中都仍然有效，所以 
映射/在点 a 的振幅 c ^(/; a ) 的定义对于从度量空间 ( X ; d x ) 到度量空间 ( r ; d Y ) 

的映射 f ： X ^ Y 同样有效. 

命题5从度量空间 ( X ' d x ) 到度量空间 { Y ； d Y ) 的映射/ : K 在点 a e X 

连续，当且仅当 w (/; a ) = 0. 

这个结论可从映射在一点的连续性定义直接推出. 


连续映射的整体性质 

现在我们来讨论连续映射的最重要的整体性质 

定理 2在连续映射下，紧集的像是紧集. 


_ 
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◄设/ : 凡 — y 是从紧集 ( k ； t k ) 到拓扑空间 ( y - t y ) 的连续映射，并且设 
{ G^,a eA }& Y 中覆盖 f ( K ) 的开集族.由定理1,集合 { G \ = f ~ l { G ^), aeA } 
组成欠的开覆盖.从中选出有限覆盖 G a x 、 G a x ' 得到集合 f ( K ) c r 的有限覆 

因而 /( iC ) 是 F 中的紧集. ► 

推论紧集上的连续实函数在紧集的某个点取得最大（最小）值. 

◄ 事实上，/(欠）是 R 中的紧集，也就是有界闭集.这意味着 inf f ( K ) ^ f ( K ) 

n 

和 sup /( AT ) E f { K ). ► 

特别地，如果 K 是区间 [ a ,6] C 艮那么我们重新得到古典的魏尔斯特拉斯定理. 
关于一致连续性的康托尔定理能逐字逐句地转移给在紧集上定义的连续映射. 
在叙述它之前，我们先引进必要的 

定义7称从度量空间 ( X -, d x ) 到度量空间 ( Y ; d Y ) 的映射 f ： X ^ Y 为一致 
连续映射，如果对任意的 e > 0,有5 > 0,使得在任意直径小于5的集 C X 上，映 
射/的振幅 o ;(/; E ) 小于 

定理3 (关于一致连续性）从度量紧集夂到度量空间 （ Wy ) 中的连续映射 
f : K ^ Y 是一致连续的. 

特别地,如果 K 是 M 上的闭区间，而 Y == 那么我们重新得到古典的康托尔 

定理，第4章§2第2段中对这个定理的证明，实际上，可以不加改变地移到上述一 

般情况上来. 

现在研究连通空间上的连续映射. 

定理4在连续映射下，连通拓扑空间的像是连通的. 

◄设/ : X — F 是从连通拓扑空间 ( X ; r x ) 到拓扑空间 { Y - ry ) 上的连续映射. 
设是 y 的开-闭子集.由定理1，集合五 y 的原像& = r \ E Y ) 是 X 中的 
开-闭集•由 X 的连通性得到，或者五 x = 0，或者五 x = X . 但这意味着，或者 

Ey = 0 , 或者 Ey = Y = f { X ). ► 

■ 

推论如果连通拓扑空间 ( X ; r ) 上的连续函数 f -.X 取值/⑷ = AeU 

和 f ( b ) = B e IR , 那么对于>1和丑之间的任一数 C ， 必存在点 c G X , 使得 /( c ) = C . 

◄ 实际上，根据定理4, /( X )是 IR 中的连通集.而 M 中的连通集只能是区间 
(见§4中断言).因此点 C 与点力和 S —起含于/( X )中. ► 

特别地，如果 X 是区间，我们得到古典的连续实值函数的中值定理. 


£ 


练习 


y 连续，那么叉中的开集（闭集）的像是否为 y 中的开集（闭集)? 


1. a) 如果映射/ 


X 


— > 


4 

* 
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b ) 如果在映射/: x — y 下，不仅开集的原像是开集，而且开集的像也是开集，那么/是 

否一定为同胚映射？ 

C) 如果映射/ : X — y 连续，并且是满单射，那么它是否总是同胚的？ 
d ) 同时满足条件 b 和 C 的映射是否是同胚的？ 


试证 


a ) 从紧集到豪斯多夫空间的连续双射是同胚映射. 

b ) 如果去掉值域空间的豪斯多夫性要求，一般说来，上述断言不成立. 


说明 R n 的以下 子集： 直线，直线上的开区间，直线上的闭区间，球面及环面，作为拓扑空间， 
是否（两两）同胚. 

称拓扑空间 ( X ; r ) 是 弧式连通的， 如果对于它的任意两个点，可以用位于 X 中的一条路径 
连结.更确切地说，就是对于 X 中的任意两个点 A 和丑，有从闭区间 [ a ,6] C R 到 X 中的 
连续映射 f:I = [ a > b ]^ X , 使得 f ( a ) = AJ ( b ) = B . 

a ) 证明， 一 切弧式连通空间是连通的. 

b ) 证明， ! R n 中任一凸集是弧式连通的. 

c ) 验证， R n 中的连通开子集均弧式连通. 

d ) 证明， R n 中的球面 5( a ; r ) 是弧式连通的，但在另外的度量空间中，作为集合，它装备了 

完全不同的拓扑，一般来说，可能不再是连通的. 

e ) 验证，在拓扑空间中不可能不穿过集合的边界用路径连结这个集合的内点和外点_ 


4 


7压缩映像原理 

这里将建立一个原理，它本身虽然很简单，却是证明许多存在性定理的有效 
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定义1称点 aGX 为映射 — X 的 不动点 ，如果 


/⑷ 


= a 


定义2 称从度量空间 ( X ; d ) 到自身中的映射 — X 是压缩映射， 如果存 
在数 g ，0 < q <1, 使得对于 X 中的任意两点 xi , X2 , 成立不等式 


( 1 ) 


炎 /( 工 1 ) ， /( 无 2 )) < Qd(xi,x 2 ) 


定理（皮 卡①巴 拿赫®不动点原理） 从完备度量空间 ( X ^ d ) 到自身中的压缩 
晚射厂 久4 X 有唯一的不动点 


a 


法国数学家，在微分方程理论和解析函数理论中，有一 


① 皮卡 （ C. E. Picard) (1856—1941) 

系列重要结果都属于他. 

② 巴拿赫 （ S ， Banach) (1892—1945) 




波兰数学家，泛函分析创立者之一 • 
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另外，对于任意点 XQ € X ,迭代序列 


吻，工 1 = /( 工 0 )， 


, X n -j-i = f (3?n)) 


收敛到 CX . 收敛速度由估计式 


Q 


( 2 ) 


d(a,x n ) 彡 


dixijXo) 


1 — Q 


给出 


/(〜)，…是基 


◄ 取任意点 xo e X ，我们来证序列= f(x 0 )， 
本列.已知映射/是压缩的，因此由 （1) 得 


， ^ n +1 




S (工 n+1 ， ®n) ^ *^n—l) < • • • < 9 d{X\ ? 37q) 


和 


^(*^n+fc ? *^n) ^ d(®n ， *®n+l) + + dO^n+fc —1 ， *^n+fc) 

^ q n + k ~ l ) d ( xi , x 0 ) ^ d ( xi , x 0 ) 

丄 一 Q 


n+1 


彡 （9 n + 


+ 


• * * 


确实是基本的. 


由此看出，序列 x 0 , a ； i , 

空间 ( X -, d ) 完备，因此上述基本列有极限 

从压缩映射的定义看出，压缩映射总是连因此 


J 怎 715 


= aex 


X 


= lim x n+ i — lim f{x n ) = f( iim x n ) = f(a) 


a 


于是， a 是映射 / 的不动点. 

映射 / 不可能有的其他的不动点，因为从 


/( ai )，i = l ，2, 考虑到（1)，推出 


(H 




0 ^ d ( ai ， a 2 ) = d (/( ai ) ? /( a 2 )) < gd ( ai , a 2 ), 


而这只有当唞以，处）= 0,即 M =勿时才能成立 • 

其次，在关系式 




d(xi,xo) 


d(x n+k ,x n )( 


i-Q 


取极限，就得到 


中令 k 


—► oo 


q 


d(a, x n ) < -- d{x u Xo) 

1 一 g 


作为这个定理的补充，我们来证明以下的 



命题 （关于不动点的稳定性） 设 ( X - d ) 是完备的度量 空间； (^; r ) 是拓扑空间， 

它在下面起参变量空间的作用. 

假设每个参变量 t e D 对应空间 A ： 到 X 的压缩映射 




而且满足以下 条件： 

a ) 族 {fut e Q ) 一致压缩，即存在数 g ，0 < g < 1，使得每个映射 / t 是 疒压缩 


的; 


b ) 对于每个 xeX.^kM ft ( x ) : 0 — X 看作 t 的函数在某个点 t 0 e (2 连续， 

P lim f t ( x ) = / t 0 ( x ), 

t ― ►!() 

那么，方程 


f t ( x ) 的解 a ( t ) e X 在点 M 连续地依赖于 *， 即 t lun a { t ) = a ( t 0 ). 

◄ 像证明定理时所看到的，方程 a ; = f t ( x ) 的解 a ⑷可以作为从任意点 xo € X 

出发的序列 {〜+1 = /( x n ), 71 = 0, 1, • • * } 的极限而得到 • 取 $0 二 a ( to ) = /to ( a (^ o ))* 

考虑到估计式 （2) 和条件 a )， 我们得到 


X = 


d ( xi , x Q ) 




l-q 

d ( ft ( a ( t Q )) Jt 0 ( a ( t 0 )))^ 


由条件 b )， 这个关系式中最后一项当 t — t 0 时趋向于零_因而证得 


lim a ( i ) = a ( to ) 


lim d ( a ( t )^ a ( to )) = 0, 


t — ►to 


t—►to 


I 1 作为压缩映像原理应用的重要例子，我们将遵循皮卡的方法，证明微分方 

的解的存在定理. 


程 y f ( x ) = f ( x ^ y ( x )) 满足初始条件 J / (工 0) 


yo 




如果函数 / eC ( R 2 ; IR )， 且 


\ f ( u , vi ) - f ( u , v 2 )\ <： M\vi - v 2 |, 


其中 M 是某个常数，那么，无论给定怎样的初始条件 


(3) 


y ( x 0 ) = y 0 , 


总有点 x 0 GM 的邻城 U ( x Q ) 和唯一的定义在 U ( x Q ) 上的函数 2 / = y ( x ), 满足方程 


⑷ 


y ’ = /( 工， 2/) 


和初始条件 （ 3) 
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* 


方程 （4) 和条件 （3) —起可以写成一个关系式 


X 


y(x) =yo+ f{t,y(t))dt 


⑹ 


aco 


用 A{y) 表示最后一个等式的右边部分，我们得到 ， A : CiVixo^R)^ C ( V ( x 0 ); 
R ) 是从定义在点 xo 的邻域 V ( x 0 ) 上的连续函数集到自身的映射.把 C ( V ( x 0 )； M ) 
看作具有一致度量（见§1中公式 （6)) 的度量空间，我们得到 


X 


X 




d(Ay 1 ,Ay 2 ) = 


max 

xev ( xo ) 


Xq 


Xo 


X 


M\yx(t) -y 2 (t)\dt 


彡 max 

x€ ： V(xo) 

< M\x - x 0 \d(yi,y 2 )^ 


XQ 


如果那么在相应的区间 / 上成立不等式 


d(AyuAy 2 ) ^ ;<yi ， 2/2 )， 


2 


\ Vl (x)- y 2 (x)l 这样一来，我们得到一个从完备（见§ 5 卿 4 )度 


其中 d { y \^ y 2) 

量空间 ( C (/; M ); d ) 到自身的压缩映射 


= max 


x€l 


A ： C(/;E) ^C(/;R), 

根据压缩映像原理，它应该有唯一的不动点 y = 42/. 而这意味着在 C ( I ; R ) 中所找 
到的函数将是唯一的那个定义在 lBx 0 并且满足方程 （5) 的函数 .► 

例2作为上述方法的示例,我们将根据压缩映像原理来求方程 


y~y 


在初始条件 （3) 下我们早已知道的解 


这时 


x 


■^y = s/o + / 

Jxq 

至少在 \x-x 0 \^q<l 时可以应用这个原理. 

从初始近似 y ⑻三0出发，构造逼近序列 2/1 = 4⑼ ，…， y n +i(t) = A(y n (t)), 

■ 

_ 

yi(x) = ye 

?/2(无） = 2/ 。[1 + ($ - 工0)]， 

2/3( 工） 


-(x - Xq ) 2 ， 


1 + (x - Xq) + 


VO 




1 + (a: — 工 o) + 7 u( x ~ x o) 2 + … + ~]( x ~ x o ) n ， 


yn + l { x ) 


VO 







从中可以看出 


y(x) = yoe x ~ x °. 

在上述定理中所说的不动点原理也称为压 缩映像原理 .例1中微分方程 （4) 的 
解的存在性定理的证明是皮卡给出的，压缩映像原理是作为皮卡证明的推广而产生 
的.巴拿赫把压缩映像原理陈述成 了完全 一般的形式. 

例3求方程 / Or ) = 0的根的牛顿方法.假设在闭区间 [ a , 13} 上具有正导数的 

凸实值函数/⑻在区间的端点上取不同符号的值.这时，它在这个区间上有且仅有 
一个点 fl ， 满足/⑷= 0. 除了用平分区间这种最简单的方法求点 a 以外，还有各种 
利用了函数/的特性作出的更精细快捷的求点 a 的方法.比如，在我们的情况下可 

以利用以下由牛顿提出的方法，称 为牛顿法或切线法. 取任意点吻€ 并写出 

函数的图形在点 ( xo , f ( xo )) 的切线方程 


V = f ( xo ) + /'( xo ^ x - xq ) 


我们将得到切线与横轴的交点 XI = xo - LT (吻)广 1 • /(抑）（图 68) .取: n 作为根 
的第一次近似，用 A 代替: To 重复上面的过程.这样做下去，便得到点列 

- [fMr 1 • f ( x n ) 


⑹ 


X n +1 = X 


可以验证，在我们的情况下，该点列单调趋于 


也就是要寻求拆，其中 a >0, 则递推关系 （6) 有 


特别地，如果 f ( x ) = 


形式 


工 n+1 = — 


kXn 


当 A : = 2时,它就是熟知的公式 


^n+l = « 
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构造序列 { x n } 的方法 （6) 称为 牛顿法 • 

如果代替序列 （6)， 研究由递推关系 


— [/' ㈤ ] 一 1 ./(〜)， 


⑺ 


X n+1 = X 


得到的 序列， 则称为 改进的牛顿方法①. 方法的不同之处在于，只在吻处计算一次 

导数就一劳永逸了. 

研究映射 


- [/' ㈣ rv ⑻ 


⑻ 


x A ( x ) 


X 




根据拉格朗日定理， 


0(X2) — 乂(工 1)| = |1 - [/’ ( 工 0)] — 1 • /’(0I • 1 奶一 X l |， 

其中€是位于 a 和❿之间的某个点. 

因此，如果在某个区间 / CM 上满足条件 


⑼ 


A(J) C I 


和 


( 10 ) 


i-[r(x 0 )r^f f (x)\<q<h 


— I 是这个区间上的压缩映射.这时，根据一 


那么由关系式 （8) 给出的映射4 
般原理，它在区间上有唯一的不动点 a •而从 （8) 看出，条件 4( a ) = a 等同于关系 


/⑷= 0 


因此，当满足条件 （9) 和 （10) 时，对于任意函数/，用基于压缩映像原理的改进 
的牛顿方法能求出方程 /( x ) = 0的解 


a 


习 


证明，在压缩映像原理中条件 （1) 不能用更弱的条件 

d ( f { xi ), f ( x 2 )) < d ( xi , x 2 ) 


« 


来代替. 

_ 

a ) 证明，如果从完备的度量空间 （ X ; d ) 到自身的映射/ 

是压缩映射，那么/有唯一的不动点. 

b ) 验证，对于任意区间/ C R , 例2中所研究的映射 A : C 7( J ; R ) — C (/; K ) 的某次迭代 

是压缩映射. 


x 的某次迭代 r ： x^x 


X 


①它在泛函分析中有大量应用，叫做 牛顿-康托罗维奇 方法，康托罗维奇 （ JI . Bf KaHTopoBHM ) 

杰出的苏联数学家，他的经济数学研究获诺贝尔奖- 


(1912—1986) 
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实际上是原来方程在整个数直线上的解. 


c ) 从 b ) 推证，例2中求得的局部解 y = y 0 e 

a ) 证明，对于在区间 [ a ,/3] 上具有正导数且在区间的端点取不同符号值的凸函数，牛顿方 

法⑹实际上给出了收敛到使 /( a ) = 0的点 a € [ a ,/3] 的序列 { x n }. 

b ) 估计序列 （6) 收敛到点 a 的收敛速度. 





第十章线性赋范空间中的微分学 


* 


1线性賦范空间 


微分法是寻求函数的局部最优线性近似的方法.因此微分法的任何一般理论都 
应基于初等的、与线性函数有关的那些概念.从代数教程里读者已熟 知线性空间的 
概念，向量组线性相关和线性无关的概念，线性空间的基底和维数以及子空间等概 
念.在这一节中，我们将给出带有范数的线性空间或者通常称为线性 赋范空 间的概 
念.这类空间在分析中得到了广泛应用.但是,我们还是从线性空间的例子开始. 


1. 分析中一些线性空间的例子 


维实算术空间 nr 和复算术空间 c n 分别是实数域和复数域上的线性 


空间的经典例子. 


例2 在分析中除了例 1 所指出的空间 R n 和 C n 外,还常遇到最接近它们的实 
数列或复数列 t = 卜 1 ,…，#，...）组成的空间在 Z 中线性运算像和 C n 中 
那样按坐标进行.与] IT 或 C n 不同的是,可数向量组 

_ 

的任意有限子集均线性无关,也就说， Z 是无穷维（这里是可数维）线性空间. 

有限支集序列 （即从某项开始数列的所有项等于零的序列）的全体〖是空间 I 

的线性子空间，而且也是无限维的. ° 

例 3 设 F [ a , 6] 是定义在闭区间 [ a , 6] 上的数值（实数或复数）函数集.这个集 
合关于函数的加法和数与函数的乘积运算是（相应数域上的）线性空间. 


线性賦范空间 
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形如 


0,如果 x € [o, 6] 且 a; # T, 

1,如果; r G [a，6] 且 

的函数全体是 F [ a , b ] 中的线性无关向量组，它有连续统的势. 

显然，连续函数集 CV，6] 是空间 F[a，6] 的子空间. 

例4 设為和 义 2 是同一个数域上的两个线性空间，如果在它们的直积 XaX 2 
中对元素 x = { x u x 2 ) € X! x X 2 的线性运算是按分量进行的，则在其中自然就引进 
了 一个线性空间结构. 

类似地可在任意有限个线性空间的直积 x • • • x 中引进线性空间的结构. 

这全然是空间 ET 和 C n 的 翻版. 

线性空间中的范数 

现在给出基本的 

定义 1设X是实数域或复数域上的线性空间. 

把每个向量 xeX 对应于一个实数 || $ || 的函数 || \\： X -^ R 称为线性空间 X 
中的范数,如果它满足以下三个条件： 

a) || a; ||= 0分 x = 0 (非退化性)； 

b) || Ao: ||= |A| || x || (齐次 性)； 

c) II 0；!+^ Il^ll X! || + || X 2 || (三角不等式). 

定义 2 在其上定义了范数的线性空间称为线性賦范空间. 


⑻ 


e 




■ 


定义3称向量的范数值为这个向量的 范数. 

向量的范数总是非负的，而且，从 a) 可以看出，只有零向量，其范数才等于零. 

^事实上,对于任意的X e X，由于 c) 且考虑到 a) 和 b) 就得到 

% 

11=11 工 II +1 — 工 111 a: ||= 2 || x || . ► 


0 =11 0 ll = li x + (~ x ) ll^ll x II + 

从 c) 并利用归纳法即可推出一般的不等式 


—X 


( 1 ) 


+ Xn ll^ll Tl II + …+ || 工 n ||， 


| Xi + 

考虑到 b), 从 c) 也容易推出有用的不等式 

HI X\ || — || X2 HI ^|| Xi — X2\ • 

任意线性赋范空间都有自然的度量（线性赋范空间的度量) 


* » 


( 2 ) 


( 3 ) 


d(xi,X2) —II Xi -X2 I 
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这样定义的函数 d ( x u x 2 ) 满足距离公理，这一点可直接从范数定义推出.因为 
在 X 中具有线性结构，所以， X 中的度量 d 有两条附加的特殊 性质： 


d(xi + X，+ x) = II (xi + a) — (X2 + x )[[ 

=|| Xi - x 2 ||= d(xi,x 2 ), 


即度量有平移不变性，以及 


d(Xxi, Xx 2 ) = || Aa；i - Xx 2 ||=|| A(®i - x 2 ) || 

、 =| A | || Xi - X 2 ||= \ M d ( X ly X 2), 


即它是齐次的. 

定义 4 如果线性赋范空间作为关于自然度量 （3) 的度量空间是完备的，则称 

它为 完备的线性賦范空间 或者 巴拿赫空间. 

■ 

例 5如果对于向量工= Or 1 ， …当时，令 


II x \\p ： = I 

Vi 二 1 


(4) 


« P 


那么从闵可夫斯基不等式可知，我们将得到中的范数.装备了这个范数的空间 

E n 用记号脱卩表示. 

可以验证， 


II x IUO IU ，如果 1 彡 Pi < />2, 


⑻ 


而且，当 P — > +OC 时，有 


肪 {| 工 1… n 


⑹ 




IM 1 


P 


这样，自然令 


axdx 1 ^ 


⑺ 


N }. 


I x 


! 1*1 


* * * 


于是，从⑷和⑸推出 


II X lloo^ll ^ llp^ll x || i < n II X ||oo 当 p > 1 时. 

_ 

从这个不等式，其实,也可从 II X lip 的定义 （4) 看出，是完备的赋范空间. 

I 

I 

例6上述例子可用以下方式作有益的推广.如果 


⑻ 


xX n 


X = X \ x 


« . * 
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是陚范空间的直积,那么令 


II ^ IIp := II 而 I 


⑼ 


， P 彡 1 ， 


即可在 X 中引进向量 x = ( a ，…，〜）的范数，这里 || 而 1| 是向量而 e 足在空间 

Xi 中的范数. 

当然，这时不等式 （8) 仍然有效. 

以后，当研究赋范空间的直积时，如果不特别说明，总是假设在空间中按照公式 
(9) 定义范数（包括 p = +00的情况). 

例7设 p > 1. 用 Z p 表示使得级数§ | x n | P 收敛的实数列或复数列 ： r = 

(: r 1 , … ，: r n ，…）的集合,并且对于 x G Z p 设 


II 工 II 产 E I ， 


( 10 ) 


利用闵可夫斯基不等式容易看出，&是关于标准线性运算和范数 （10) 的线性赋 
范空间.它是一个无限维空间, 5^是它的有限维线性子空间. 

对于范数 (10), 不等式⑻除了最后一个不等号以外全部成立.不难验证 ，心 是 

巴拿赫空间 • 


f 8在闭区间 [ a ， b ] 上连续的数值函数的线性空间 C [ a ，6] 中，经常采用以下 




范数 


( 11 ) 


1(x)1 


x€[a t 6] 


我们把验证范数公理留给读者完成.需要指出的是，这个范数产生已为我们所 
熟知的 C [ a , b ] 上的度量（见第9章§5)，并且这时所产生的度量空间是完备的•因此 
具有范数 （11) 的线性空间 C [ a , 6] 是巴拿赫空间. 

例9在 C [ a , 6] 中可以引进另外的范数 


( 12 ) 


\ f \ p ( x)dx ， P > 1， 


/ IIp := 


+ oo 时，它化作为 (11). 

容易验证（可参看,蓍如，第9章 §5), 当1 《 p < + OC 时，具有范数（ I 2 )的空间 

C [ a , 6] 不完备. 


当 


P 


― > 


向量空间中的数量积 

具有数量积的空间是一类重要的陚范空间，它们是欧氏空间的直接推广 
我们给出 
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定义5称在（复数域上的）线性空间 X 中 给出了一个埃 尔米特形式， 如果定 
义了具有以下性质的映射 ( y )： XxX ^ C ： 


a ) ( xi , x 2 ) = (^ 2 ^ 1 ) 

b ) ( Xxi , x 2 ) = X { xi , x 2 ), 

I 

c ) (xi + X 2 , X 3 ) = ( xi , x 3 ) + { x 2 , x 3 ), 


是 X 中的向量，而 A eC 


其中 


工 1,X2 ， X 3 


J 


从 a )， b )， c ) 推出， 


( xi , Xx 2 ) = 〈入 0 ： 2 ，$ 1 > = \( X2 , Xi ) = 入〈 0 ： 2 ，$ 1 〉 

= A{xi 1 ®2>; 

{xi,x 2 -\-x 3 } = {x 2 -\-x 3 ,xi) - (x 2 ,Xl) 4 - (X 3 ,Xi) 

=( xi , x 2 ) + ( xi , a ：3); 


( x , x ) =〈 a :,: c 〉， 即 { x , x ) 是实数. 


埃尔米特形式称为是正的，如果 

d ) ( rc , x ) ^ 0, 

称它是非退化的，如果 

e ) ( x , x ) = 0 4^ x = 0. 

如果 X 是实数域上的线性空间，那么自然就应当考察实形式 ( x U X 2 ), 这时，可 
直接用 { x u x 2 ) = ( x 2 , x 1 ) 代替 a )， 这意味着它关于向量变量 ^, x 2 是对称的. 

解析几何中熟知的三维欧氏空间向量的数量积可以作为这种实形式的例子.由 

于有这种类似，采用 

定义6称线性空间中的非退化正埃尔米特形式为这个空间中的数量积. 

例10 R n 中向量 x = ( a : 1 , * * * , x n ),y = (2/ 1 ,…， y n ) 的数量积可以定义为 

n 

( x , y ) ：= 

i=l 


(13) 


而在 C " 中定义为 


(x,y) ：= ^x l y l 

i=l 

11 在/ 2 中向量 x ， y 的数量积可定义为 


( 14 ) 


{ x , y ) ：= ^ x l y i 

i=l 


这里所写的级数绝对收敛,因为 


1=1 t=l i=l 
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例12在 C [ a , b ] 中数量积可以用公式 


b 


〈/， g 〉:= / (/ - I )( x)dx 


(15) 


a 


来定义 


从积分的性质容易推出，这时数量积的全部要求都满足. 

对于数量积成立以下重要的柯 西-布尼雅可夫斯基不等式 


1〈工，"〉1 2 <〈$，工> •〈 y ， y >， 


(16) 


其中等号成立的充分必要条件是: r 与 y 共线. 

◄ 事实上，设 a = ( x , x),b = 〈 a ;, y 〉 和 c = ( y , y ) . 根据条件， a 彡 0 且 c 彡0,如果 

>0,那么从 


C 


(17) 


0彡 〈X + Xy y x + Ay ) = a + ftA + 6 A + cAA 


^ A = -— 时我们得到 


c 


bb bb bb 


0 ^ d — ^ — 


c 


c 


c 


或者 


2 


b 


0 ^ etc — bb 


ac — 


这与 （16) 完全一样- 

>0的情况可类似地研究. 


a 


0,那么在 （17) 中置入=-6,我们得到 Q<—H — 2|6| 2 , 


如果 


C 


a 






6 = 0, 从而，不等式 （16) 仍成立. 

如果; r 与2/不共线，则0 〈（怎 + A 2 /,x +知)，因此，在这种情形下，不等式（ I 6 ) 
严格不等.而如果 工与努 共线，容易验证， （16) 变成等式. ► 

有数量积的线性空间具有自然的范数 


II X ||：= y /( x \ x ) 


(18) 


和度量 


d ( x , y ) :=|| x - y \ . 

利用柯西-布尼雅可夫斯基不等式，我们来验证，如果 ( x , y ) 是非退化的正埃尔 
米特形式，那么公式 （18) 确实定义一个范数. 

^事实上，利用型 ( x ， y ) 是非退化的，有 


0 


X 
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其次， 


XX { x , x ) = |A|v(o:, x ) = |A| || x I 


Xx ||= v (Ax, \ x ) 




最后验证三角形不等式 


+ 2/11^11 ^ II + II y \\ • 


为此，我们应当证明 


或者将它平方且化简后所得的 


〈x，y> + ( y , x ) < 2 \ J ( x , x ) - ( y , y ) 


但是 


(x,y) + (y, x) = (x, y) + (x, y) = 2Re{x,y) < 2\{x,y)l 

因此,从柯西-布尼雅可夫斯基不等式 （16) 即可直接推出所要证明的不等式. ► 

最后我们指出，具有数量积的有限维线性空间，与其数域是 M 或 C 相应，称之 
为欧氏空间或埃尔米特空间.如果具有数量积的线性空间是无限维的，当它关于由 
空间的自然范数导出的度量完备时，称它为希尔伯特空间，若不完备，称它为内积空 


间 


习 


1. a) 证明，如果在线性空间X中所给度量 d ( x u x 2 ) 是平移不变的和齐次的，那么 义可以 

賦 予范数 || a; ||= d(0, x ). 

b) 验证，线性空间 X 中的范数关于由自 然度量 （3) 导出的那个拓扑是连续函数. 

c) 证明，如果X是有限维的线性空间，而 || ® || 和 || z ||'是X上的两个范数，那么总可 

以找到正数 M,N 使得对于任意向量: r e X满足 

M||x||^||x||^iV[|x||. 

d) 以空间 Z 中的范数 || X h 和 || $ ||oc 为例说明上述不等式在无限维空间中一般来说是 

不成立的. 

2. a) 证明不等式 （5). 

b) 验证关系式 （6). 

_ 

I 

* 译者注. 一 般地，称具有数量积的线性空间为内积空间，特别地，如果它关于由自然范数导出 
的度量完备，则称它为希尔伯特 空间. 


(19) 
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c ) 证明，当 p — + oo 时，由公式 （12) 所定义的量 || / || p 趋于由公式 （11) 给出的量 || / II . 

3. a ) 验证，在例7中所研究的賦范空间是完备的. 

b ) 证明，空间 Z p 的由具有限支集（以零结束）的序列组成的子空间不是巴拿赫空间. 

4. a ) 验证，关系式 (11), (12) 都给出空间 中的范数，并且说明这时在一种情况下得 

到完备的賦范空间，而在另一种情况下得到不完备的賦范空间. 

b ) 公式 （12) 是否给出黎曼可积函数组成的线性空间 ! H [ a , b ) 中的范数？ 

c ) 为了在所得到的线性空间中由公式 （12) 给出的量成为范数，在 iH [ a ,6] 中应当引进怎样 

的等价关系？ 

a ) 验证，公式 （13) — (15) 确实给出相应线性空间中的数量积. 

b ) 由公式 （15) 给出的形式是否是黎曼可积函数空间 iH [ a , b ) 中的数量积？ 

c) 为了在等价类的商空间中问题 b ) 的回答是正确的 ，在汛 [ ci , b ] 中应当把怎样的函数看作 

是一样的. 

利用柯西-布尼雅可夫斯基不等式，对在闭区间 [ a , b ] 上不取零值的连续实值函数集，求乘积 




(: c ) dx ) 


a 


f(x)dx 


的值的下确界. 


线性和多重线性算子 


1. 定义和例子 

我们先来回忆一下以下的定义 


定义1如果 X 和 1" 是同一个数域上的线性空间（其数域为 R 或 C )， 那么，称 

和系数域中 


映射 A:X 为线性映射，如果对于空间 X 中的任意向 

的任意数 A 成立等式 


X,Xi^X2 


A(xi + X2) = A(xi) + A(X2)^ 

A { Xx )= 入 A ( ar ). 

_ 

对于线性算子 A : 经常把 A ( x ) 写作 At . 

定义 2 称从线性空间 Xf ， X n 的直积到线性空间 Y 的映射4 : A 

Y 为多 重线性 （ n - 线性） 缺射，如果这 个映射 y = A ( x ir - , x n ) 关于每个变 
量当取定其他变量的值时是线性的. 

打-线性映射 A : 

特别地，当 


X 


X 


* • • 


x n 


Y 的集合将用记号，… , X n ; Y ) 表示 

1时我们得到从 A = X 到 Y 的线性映射集 ). 


x X n 


X 


* « # 
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2时,把多重线性映射称 为双线性的， n = 3时称为 三重线性的， 等等. 

不要把 n- 线性映射4 ,X n ;Y) 和线性空间 X = Xi 

性映射>1 G Z{X；Y) 相混（参看这方面的例 9—11). 

如果 y = 1R 或 y = c, 则常把线性和多重线性映射相应地称为线 性函数或多重 
线 性函数 (或者 泛函， 如果所映的是函数空间的话 )• 而当 F 是任意的线性空间时，常 
称线性映射 A：X-^Y 为从空间X到空间 y 的线性 算子. 

来看一些线性映射的例子. 

例1设 Z 是具有限支集数值序列的线性 空间. 算子 A : Z 用以下方式定 


当 


n 




x n 的线 


x 


x 


* * * 


义: 


，()，•••）• 


A(xi,X 2 , - - - ， 3 ^ ， 0 ，-..) := (lXi,2X 2 , 


,nx n 


IJ 2 用关系式 


A(f) ：= f(x 0 ) 

，其中/€(7([以] ; 股)，而；1： 0 是闭区间[0]的固定点 


定义泛函 A : C([a， 6 ];M) 


例3用关系式 


b 


A(f) := / f(x)dx 


定义泛函 A : C([a，6] ; lR) 


M 


例4用公式 


乂 (/) := f(t)dt 


定义变换4 : C{[a,b];R) C([a,6];R), 其中点; r 跑遍闭区间 [a，6] 

显然，这些映射都是线性映射. 

让我们来看几个已知的多重线性映射的例子. 


是 n- 线性函数 A G 


个实数的普通乘积 (x xr ..,x n ) 


Xl 


£(R， … ，R;R) 的典型例子 


IJ 6 在实数域 R 上的欧氏向量空间中，数量积 (xux 2 )^ {x u x 2 ) 是双线性 


函数 


维欧氏空间五 3 中，向量的向量积 


A 


(XI,X2) I ~~^ [XI,X 2 ^ 


是双线性算子，即义 G S1(E\E 3 ;E 3 ) 
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例8如果 X 是域 R 上的有限维向量 空间； { ei ， …， e n } 是 X 中的基底 
x { 6 i 是向量 x E X 的坐标表示,那么设 


；X = 


n 


• x r i 


) = det 


A { xi , 


，工 


n 


X 


X 


n 


便得到 n - 线性函数 A : P 

作为对于所引进例子的有益的补充，我们还要分析一下线性空间的乘积到线性 

空间的乘积的线性映射的构造. 

1 9设线性空间 X = Xi 

y 是 X 到线性空间 y 的线性映射.将每个向量 z = ( a , • 

_ 

(iCl ， … ，工 m) =( 工 1 ， 0, ... ,0) + (0, x 2 , 0, ■•- ,0) + 

并且对于 ; Ci €不 ， i G {1，…，爪 } ，设 


R 




X m 是线性空间 Xw ， X m 的直积 ， A : X 

)e X 表为 

+ (0,… ， 0, a; m ) (1) 


x 


x 


• 4 


，工 m 


X 






( 2 ) 


Ai { xi ) :=义((0, * ，0,而，0, _ …， 0)) 


我们看到, Ai ： Xi ^ Y 是线性映射，并且 


(3) 


j 4 ( x ) = + • • * + Afu (3^771) • 

因为对于任意的线性映射 Ai : Xi ^ Y, 由公式 （3) 所定义的映射 A ： X = 

Y 显然是线性的，因此，我们证 明了： 公式⑶给出任意线性映射 

X m ;Y) 的一般形式 • 

10根据线性空间 Fi ,--* , y n 的直积 y k 
Y 的定义,容易看出，任意线性映射 

A:X ^Y = Y 1 x - xY n 


Xi x 

Ae 2 {X = Xi 


» * 4 


m 


X 


X 


邋曇 《 


Y n 的定义和线性映射 


m 


x 


X 


* 暑 » 


A : X 


― > 




I 


€ F 的形式，其中 4 : X — K 是 


, A n x ) = ( yi ， … ,2/n) 


都有 


Ax = ( A \ x ^ 


y 




X 


线性映射 


x m rn 


例 11 结合例 9 和例10,我们得到，从线性空间的直积 X = Xi 
另一个线性空间的直积 K = Vi 


x 


x 


V * t 


Y n 的任意线性映射 


X 


X 


« 4 • 


xr n 


A : X \ x - x X m = X ― > = Yi x 



4) 

/IV 




1 •: n 
A A 


1 

人 


1 

A 


2/1 •: yn 
/- \ 


有 


/Jr 

都 
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的形式，其中: X 』 — 是线性映射 

特别地,如果& = = 

A i：i : Xj ^ Yi 都是 R 3 

种情况下，关系式⑷变成了线性映射 A 的熟知的数字记法. 

算子的范数 

定义3 设 

间 r 的多重线性算子. 


= y n = m , 那么每个 


,Vi = y 2 = 

a i：j x eR 的线性映射，它由一个数 ay 给出.于是，在这 


=X 


X ^ 


t 


是从赋范空间… ， X n 的直积到陚范空 


X 


X 


■ 


• 學 


1 ^ 1 ,-' ^n)W 

l^iUi. Wa’ 


(5) 


I A ：= 


sup 

T i ， ’ * • ^Xfi 

Xi^O 


称 为多重线性算子乂的范数. 其中上确界是对空间 Xi ，…，石 1 中除了零向量以外 
的所有可能的向量组 


，〜取的. 

在公式 （5) 的右边，用 M 代替向量范数的记号 || . ||，位于 j • | 右下方的记号是 
向量所在的赋范空间.以后，对于向量的范数我们将沿用这个表示，并且，只要不致 
产生误会，就将略去所指空间的记号，不言而喻地约定，对于向量，总是在它所属的 
空间中计算它的范数（模）的，我们希望用这样的方法使向量范数的符号和作用在陚 
范向量空间上的线性或多重线性算子范数的符号暂时有所 K 别. 

利用向量范数的性质和多重线性算子的性质，可以把公式⑸改写为以下形式: 


工1， 


工1 


⑹ 


sup |4( ei ， … ， e n ) 


I A 11 = 


A 


sup 


cc^ 7^0 


这里最后一个上确界是关于一切可能的分别属于空间 X u …， X n 的单位向量 

- , e n 组成的向量组取的. 

特别地,对于线性算子 4 : X — Y ， 从 （ 5) 和 （ 6) 得到 


訶， 


Ax \ 


⑺ 


= sup Ae 


II A ||= sup 


je| = l 


x ^=0 


从多重线性算子 4 的范数的定义 3 推出，如果 || 4 ||< oo , 那么对于任意的向量 


， n ， 成立不等式 


Xi ^ S = 1 ， 


⑻ 


’ * 无 n - 


\ A { x lr - , x n )\ ^|| A [| |^ i | 

特别地，对于线性算子范数我们得到 


* 


■ » 


⑼ 


\ Ax \ ^|| A || \ x \. 

此外，从定义3得到，如果多重线性算子的范数有限，那么它是使不等式 

\ A { xij -^ , x n )| ^ M \ xi \ . \ x n \ 


( 10 ) 




线性和多重线性算子 


49 


对于任意而 e = 1，…， n ， 都成立的那些数 M 的下确界 

定义4称多重线性算子 

存在数 M E 使得对于相应空间 X 


x X n — F 是有界多重线性算子，如果 

， X n 的任意向量 


，〜成立不等式 


Xu 


1 » • 


( 10 ) 


因此，算子是有界的，当且仅当算子有有限范数. 

根据关系式（7)，容易理解,在熟知的情况4 : IR 
何意义.这时，空间] T 1 的单位球面在映射4的作用下变为中以零点为中心的 
某个椭球面.因此,在这种情况下，4的范数就是这个椭球的最长的半轴的长. 

另一方面，从 （7) 中第一个等式可以看出，对于给定的映射，线性算子的范数也 
可以解释为在给定的映射下向量的伸长系数的上确界. 

不难证明，对于有限维空间的映射，多重线性算子的范数总是有限的，特别地, 
线性算子的范数也有限.在无限维空间的情况，一般来说这个结论不成立,这从下面 

第一个例子可以看出. 

我们来计算在例 1-8 中所研究的算子的范数. 

例 f 设 Z 是赋范空间~的子空间，在 Z p 中向量 

o 


下，线性算子范数的几 


=( 0 ,… ， 0 ， 1 ， 0 ,…） 


的范数为1，那么，因为 4 e n = ne n ， 显然有 II 


oo 


|/( x )| ^ 1,那么 |4/| = |/( x 0 )| < 1,而且当 f ( x 0 ) 


例 W 如果1/1 
时 | A /| = 1, 所以 Mlhi . 

我们指出，如果在同一个线性空间 C ([ a ,6]; R ) 上引进积分范数 




max 

a^x^b 




|/| = / \f\{ x }^ x y 


那么 || A || 的计算可以有本质的变化.事实上，设 [ a ，&] = [0,1], 而 xa = 1，显然，闭 
区间[0, 1] 上的 函数九 = : r n 的积分范数是 


1 


，可是 


^4/n = 


由此推出 II 4 Ih oo _ 

以后，如果不作相反的声明，总认为空间 C ([ a ,6]; M ) 具有由函数在 la , &] 上的最 
大模所定义的范数. 
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例3/如果|/| 


l /( x)l < 1，那么 




a ^ x^b 


b 


b 




f ( x)dx ^ / \ f \( x)dx 


1 dx I) CL 




而当 /( a :) 三 1 时，得到 |^41| = b — a , 因此 || A \\= b — 

例 4/ 如果 |/| = 


a 


\ f ( x )\ ^ 1, 那么 


max 

a ^ x^b 




1/1 (細 

(x — a ) = b — 


max 

a ^ x^b 




a ^ x^b 






a . 


a ^ x^b 


M f ( t ) = l 时得劉 


— a ， 


max 

a ^ x^b 


因此，在这个例子中也有 || A ||=6- 

例 5' 从定义3直接得到，在给定情况下有 || 4 j |= 1. 
例 6' 由于有柯西-布尼雅可夫斯基不等式 


a 


{Xl,X 2 )\ < |xi| - |x 2 |, 


而且当 A = x 2 时，这个不等式变为等式，所以 II 411= 1 

例 7' 我们知道， 


\[ xi , x 2 ]\ = | xi || x 2 | sin ^ 


其中 W 是向量 X U X 2 间的夹角，因此 || A ||< 1，同时，若向量心与0：2正交，那么 

sin </? = !,因而 || A ||= 1. 


， 如果认为向量取自于 n 维欧氏空间，那么可以发现， A ( x lr - lXn ) 

为边的平行多面体的体积，并且在保持向量长度不 




det ( xi ， …， , x n ) 是以 


， 


尤1， 


变而 


彼此垂直时体积最大 






>nr*77rr 

因而 


IdetOd ，… , x n )\ ^ | xi 丨 • •• 

而且对于正交向量等号成立.因此，在这个问题中有 


3? n ， 


A \=1 
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现在我们估计在例 9-11 中所研究的算子的范数，我们将认为，在陚范空间 

中，按照 §1( 例 6) 中的约定引进了向量 


， X n 的直积 X = 

= { x \, • * ■ , x n ) 的范数_ 


X 


X 


X 




1， . 


例 9' 给定线性算子 


A \ X\X 


X = x y, 


ft 4 * 


正如前面所指出的，这相当于给定了由关系式 


= 乂 ((0，’ • * ， 0, 0, 


，0))， 


i = 1，…， m 所定义的 m 个线性算子4 :不 — K 这时有公式 （3) 成立，根据它，有 


\Ax\y < ^2\AiXi\ Y <： E 11 次 III 而 k 

：1 i=l 

II Ai || ) \ x \ x . 

1=1 / 




于是，证明了 


MhEMi " 

i=l 


另一方面，利用 


\AiXi\ = I 乂 ((0,… ， 0, Xi ， 0,… ， 0))1 

< II 乂 II 1(0, •…，0，而，0,"*，0)|义=|| >1 II 


可以推出，对于任意的 i = 1，…， m ， 还有估计式 


Mi 抝 1 A 


Y n 中所引进的范数，在这种情况下，立刻得到 


例 10' 考虑到在^ = 11 


x 


x 


« • • 


双侧估计 


II ▲ IKMIK^H ^ || 


例 11' 考虑到例9和例10的结果，可以推出 
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连续算 子空间 

今后我们感兴趣的不是所有的线性或多重线性算子，而只是连续的线性或多重 
线性算子，因而指出以下断言是有益的. 


* 


命题1 对于从赋范空间 , X n 的直积到赋范空间 F 的多重线性算子 

以下诸条件是彼此等价的： 


A : Xi x - 

a ) 力有有限范数， 

b ) ^ 是有界算子， 

c ) A 是连续算子， 

d ) A 是在点 （0, …， 0) 6 X \ 


X 


■ 


xX n 连续的算子. 

◄ 我们来证明封闭的一串蕴含关系 a ) b ) c ) d ) a ). 

由（8)，显然有 a ) 4 b ). 

我们验证 b ) 今 c ), 即从 （10) 推出算子4的连 续性. 事实上，考虑到4的多重 
线性性，有 


X 


_ * ft 


，工 n ) 


■ +雄1，心， 

) + * * * - — hn — l ， ^ n ) 


A(Xi + h\,X 2 + h 2 , 

— A { J \\ , X2 5 ' ■ ' ? $ n ) + 

+ A ( h 1 , h 2 , x 3 , 

+ •… + A{h\ ， h n ) 


，尤 n 


1 ， 九 n ) 


，x 


n — 


，X 


n 


由 （10) 我们得到估计式 


, x n ) 


\ A(xi + + / l2 , 

K M (\ h ,\■ \ x 2 \ ^ 

+ \ h l \\ h 2\\ xs \ * 


，工 n + ^ n ) — 乂($1，工2, 

W + .- + bl |+2 l _ 

|x n | + *-- + |xi||x2h 


■ 暑 * 


卜 n- 11 ’ I " 

工 n-l||"nl + … + |"l| 


_ 


» * 


_ 


n 


• ■ 


w 


打 n |)， 


* 


• • * 


的连续性， 

特别地，如果 ( xi , - - - , x n ) = (0, …， 0), 那么从 C ) 得到 d ). 

剩下要证 d ) 4 a ). 

对 e > 0, 有 5 = <5( e ) > 0,使当 max {| xi |, 


从上式推出4在任意点 ( xi ,-- , x n ) GX 1 


X 


X 


4 i • 


， |^ n |} < 5时，有 


， $ n ) < S 


I 乂 (工 1， 


得到 


这样，对于任意的单位向量组 e l ， 


e 


， ^ n ， 


£ 


, <5e n )| < —, 


A (5 ei , 


I 乂 ( ei ， …， e n ) 


* • # 




6 n 


£ 


Mil 〈石 <oo 



线性和多重线性算子 


从上面（例 1) 我们已看到，并非所有的线性算子都有有限范数，也就是说,线性 
算子不总是连续的.我们也指出过，破坏线性算子的连续性只可能发生在它定义在 

无限维空间的情况. 

_ 

从这里开始,符号 £( X l5 , X n - Y ) 表示线性赋范空间 , X n 的直积到线 
性赋范空间 r 的多重线性连续算子的集合. 

I 

特别地, £( X ; K ) 是从 X 到 K 的所有线性连续算子的集合 ■ 

在集合£(&，••. ， X n ; F ) 中引进自然的线性空间结构： 


(4 + 5)(0^ ， … ,Xn) ：= A(xir- ,x n ) + B(xi, 


，工 


n 


和 


，工 n) 


, x n ) := A ^4( xi ， 


{XA)(xi, 


显然，如果，…，那么 


(A + B )€£( X ir - ， U ) 且 { XA ) e £( X ir - , X n ] Y ). 


因此， £(&,••• ? x n ； y ) 可以看成线性空间. 

命题 2 多重线性算子的范数是连续多重线性算子的线性空间 ^(^1, 
Y ) 中的 范数- 


，义 n ; 


, x n ； r ) 都确定了非负数 


首先指出，由命题1,对于任意的算子 A G Z ( X U 


# 


■ 響 


|^||< 


oo 


不等式⑻表明 


I A 


= 0 ^4 = 0. 


其次，根据多重线性算子范数的定义 


) 


(AA)(xi ， 


，工 n 


sup 

①1，…7^71 

Xi^O 


■ 


Xl 


4 


* * # 


\ X \\ A ( x ir - , x n )\ 


= M II A il 


sup 

工 1 ， ’ ■ * 5^Tl 

Xi^Q 


Xl 


X 


n 
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最后，如果4和 S 是空间 2( X ir ^ , X n ] Y ) 的元素，那么 

1(^4 + B)(xi^ - - - ， x n ) 


A + B \\ = 


sup 


冗 l 


Xi^Q 


A ( xi , 


, x n ) + B { x u 


，工 n) 


sup 


^1 


Xi^O 


雄 1，…，工 n)| 


万(工1，…，工 n) 


彡 sup 


+ sup 


^ xj^l 

Xi^O 


工 n 


Xi • 


3 J n 


_ 


* 






工 1 ， 


，怎 n 


« « * 


Xi^O 


=MII + II 5 I 


现在，记号 £(& ，… , X n ; Y ) 将用以表示装备了上述算子范数的 n - 线性算子的 
线性空间.特别地， £( x ； r ) 是从 x 到 y 的线性连续算子的赋范空间. 

对命题2作以下有益的补充 

注如果 X ， z 是賦范空间，并且 A e £( x ； Y),m Be £( r ； z ) 5 那么 


|SoA||^||B|M|^|h 


事实上， 


II B II \Ax 


|(B o A)x 


\ B o A \\ = sup 


彡 sup 


X 


x^O 


x #0 


Ax 


=11 丑 II • MII 


=|| B || sup 


X 


x^O 


命题 3 如果 y 是完备的賦范空间，那么£(义1,… . X n ; Y ) 也是完备的赋范 


空间. 


◄ 我们将对线性连续算子空间 £( X ; Y ) 进行 证明. 至于一般情形，从下面的讨 

论中看出，所不同的只是更烦琐的写法. 

设4，^，…，人，…是 £( X ; y ) 中的基本列.对任意的 xGX ， 因为 


— = | (-^m 一 ^|| — || 


显然，对任意 x g x , 序列…，人： r ， …在 y 中是基本的.由于 y 完备， 
它在 Y 中有极限，我们用 Ac 表示这个极限. 


于是 


Ax :— lim A n x 


我们来证明是线性连续算子. 





线性和多重线性算子 


^的线性性从 


lim A n (\ixx + A2X2 ) = lim ( AiA n xi + A 2 A n o ； 2 ) 

I 

Ai lim A n xi + A2 lim A n X2 

n—►oo n—>oo 




推出 


G N ， 满足 || Am — ^4^ || < e , 因 


其次，对于任意固定的 £ >0 和充分大的值 


m , n 


此对任意向量 x G X ，有 




取极限并利用向量范数的连续性，我们得到 


在最后的不等式中令 


m — oo 


Ax — A n x \ ^ e\x . 


这样一 1 来， || A — ||< £，于是，由 >1 = (A — A n ) 推出 

II ^ II ^11 || +^* 


时，也即在空间 


因此，我们证明了 4 e £( X ； Y ) 和求 I 卜 o 当 

£( x ； y ) 的范数意义下 >1 = ^^. ► 

最后，我们给出一个在¥€髙阶微分时需要的关于多重线性算子空间的专门 


n — oo 


的注 


命题4对于任意的 

x n ; y )) 和£(&， 


{1，…， n }， 在空间 £( Xi ， …, X rn ;£( X m ^ i 1 • -- ， 
, X n ] Y ) 之间存在保持线性结构和范数的双射 • 


m G 


4 • 


^我们给出这个同构. 

设® ££(&，._. ， X m ; £( X m+1 ， 


, Xn ; Y ))， 也即 
)g SL(x m+ i^ * - * , x n ] y) 


» ■ 


®( xi , 


， 


令 


(ii) 


5 


A(xir - ，〜） ：= 33 (^ 1 , 


，： c 


* * 


n/^ 


那么 


I 




1, 


m 


ii ® ii= 


sup 

工 1 ， * * ’ ，工 m 

^ t /0 


xi \ 


尤 m| 


，工 n)l 


|©(灼，… , X m )( Xm + l , 


sup 

怎 m+1，* ’ * j 工 

Xj^O 


X n 


^ m +1 


sup 

， 11 “ ，怎 771 

Xi^O 




^ l | 


)1 ‘ 


I 你1， 


，工 


=MI 


sup 

工 1 ， .. ’ i^n 


X n 


X\ • 


* • 
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我们把验证关系式 （11) 给出所研究的线性空间间的同构这件事，留给读者自己 


完成 


特别地， n 次利用命题4,我们就得到空间 £( X 1; £(又 2; …； 2( X n ; F ) … )） 同构 
于 n - 线性算子空间£(&，-_ , X n ； y ). 


习 


1. a) 证明，如果 A : X — K 是賦范空间X到賦范空间 K 的线性算子，并且空间X是有限 

维的，那么4是连续算子. 

b) 对于多重线性算子证明类似于 a) 中所叙述的结论. 

2 . 称两个线性陚范空间是同构的，如果作为线性向量空间在它们之间存在那样的同构，它与它 

的逆都是连续的线性算子. 

a ) 证明，维数相同的有限维线性賦范空间是同构的. 

b) 证明，对于无限维的情况一般来说结论 a) 不成立. 

c ) 在空间 C ([ a , b ]; R ) 中引进两个范数，使得 C ([ a ,6]; E ) 到自身的恒等映射不是所得的两 

个陚范空间间的连续映射. 


证明，如果多重线性算子在某个点连续，那么它处处连续. 

是 n 维欧氏空间的线性映射，: 




丑 n 是4的共轭映射. 


4. 设 A : E 


证明 


a ) 算子 4 , ： E n — 的所有的特征值是非负的. 

b) 如果 M 彡…彡 An 是算子 A . 的特征值，那么 || A ||= y/Xn 


c ) 如果算子 A 有逆 1 : W —五 n ， 那么 II 4一 1 ||= 


d) 如果 （4) 是映射 A ： E n ^ E n 在某个基底下的矩阵，那么成立估计式 


1—1 \ i,i=l 


max 

l^i^n 


设胪问是关于变量: r 的实系数多项式的线性空间 • 向量 P e P[x] 的范数由公式 


J j P 2 ( x)dx 


IIP 11 = 


定义 


a) 在所得到的空间中，求导运算 D ( P ( x )) ：= P f { x ) 的算子: PM — !P[x] 是否有界 

b) 求 乘以; r 的算子 F : P[x] — F [ x ]( F ( P ( x )) := x ^ P ( x )) 的范数 • 


? 


以 R 2 中投影算子为例，说明不等式 \\ B ^ AH \\ Bh \\ A \\ 可以是严格的. 
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3映射的微分 


1. 在一点可微的映射 


定义1设 X,Y 是赋范空间.称从集合£7 C X 到 1" 的映射 f : E — Y 在 E 
的内点: c e E 可微， 如果存在线性连续映射 L ( x ) : 使得 


f(x + h ) — f ( x ) = L ( x)h + ol(x\ h ), 


( 1 ) 


其中 a ( x ; h ) — 当 /i —> 0 ,x + G E ® 


定义 2 称满足关系式 （1) 的关于 / i 的线性函数 L { x ) G £( X ； r ) 为映射 / : 

E -^ Y 在点 x 的微分，切映射或导数. 

像以前那样，我们将用记号 df ( x ), Df ( x ) WL 尸⑷之 一 表示 L ( x ). 

这样一来,我们看到，这里引进的映射在一点可微性的更一般的定义几乎是第8 
章§2中我们已知的定义的逐字逐句的重复，那里研究的是 X = R^ ? y = R n 的情 
况.因此,今后我们将不加说明地使用那里引进的概念，例如函数的增量，自变量的 
增量，在一点的切空间，并保留它们相应的记号. 

但是，我们要验证以下一般形式的 

I 

_ 

命题1如果映射/:五 — F 在集合五的内点: c 可微，那么它在这点的 
微分 L{x) 是唯一的. 

◄ 我们验证微分的唯一性. 

设心⑷和 L 2 (x) 都是满足关系式 （1) 的线性映射，即 

f(x + /i) - fix) - Li(x)h = ai(x;/i), 

f(x + /i) — f(x) - L 2 (x)/i a 2 (x]h), 

其中当 ― ^ 0, $ + /i G 五时， oti{x\ h) = o(Ji ) ， ? = 1,2. 

那么，假定 L ( x ) = L2 { x ) — Li ( a :) 和 a ( x ) = 0 : 2 (^； M — a ； i ( x ; / i ), 从⑵的第 一 个 

等式减去第二个等式后，我们得到 


( 2 ) 


L ( x)h = a ( x ] h ) 


这里 L ( x ) 是关于 / i 的线性映射，而 a ( x ; h ) = o { h ) 当 /i — 0 ,x + / ie 五时，取辅助 

的数值参数 A , 可得 


\ L ( x )(\ h )\ \ ot ( x ] A / i )| 


|/ i | — ^ 0，当 A — ^ 0 




Xh \ 


X 


①写法 h ) = 当 h — 0， a : + /ie 自然是指 

\a(x;h)\ Y ^ \h\ 


lim 

h— 


= 0. 
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因此，对任意的 h ^ 0 (请注意， : r 是的内点)， L { x)h = 0. 由于 Z /( x )0 = 0,这就证 
明了对任意值\有等式 L Y ( x ) h ^ L 2 ( x)h 成立. ► 

; 如果 E 是 X 的开子集， 而 f •• 五 是在每 个点 ： r € E 都可微的映射，即 
f 在 E 上可微，那么由所证的映射在点 ac 的徼分的唯一性，在集合 E 上产生一个 

函数五3 

射 f : E — Y 的导 映射. 这个函数在 一 点 X e E 的值 f(x) 是一个线性连续映射 
f ( x ) e £( x ； y ), 它是函数/在具体给定一点 xeE 处的 微分或 导数， 

我们指出，由于定义1中所说的线性映射 L ( x ) 的连续性的要求,从等式⑴推 

出，在一点可微的映射必定在这点连续. 

其逆自然是不对的，我们已经见过数值函数的例子. 

我们还要作以下重要的 

注如果把映射在一点 a 可微性的条件写成如下 形式： 


fix) € £( X ; K ), 记作 f : E £( X ； y ), 叫做 / 的导数或原映 


fix) - f(a) = L(a)(x 一 a) + a(a;x), 


时,那么下面的事情就变成显然 的了： 定义1实际 


其中 a(a;x) = o(x — a) 当 

上是对任意仿射空间 (A,X), (B,Y) 的映射 f:A^B 下的,其中 X 和 Y 是线性赋 
范空间.这样的仿射空间经常会遇到，称为仿 射赋范 空间. 因此，当使用微分演算时， 


x a 


记住这个注是有益的. 

以后，如果没有特别的说明，无论是线性空间，还是仿射赋范空间都同样对待， 
只是为了简化书写,我们都使用向量空间的记号. 


微分法的一般法则 

从定义1得出以下微分法运算的一般性质.在下面引用的公式里，是赋 
范空间，而和 V 分别是 X 和 K 中的开集. 

微分法的线性性 

如果映射 fi：U ^ Y,i = 1,2,在点 xeu 可微，那么它们的线性组合 ( Ai/i + 
A 2 / 2 ) : U^Y 在点: c 也可微，而且 


« 


« 


(入 l/l + = + ^2/2(^) - 

_ 

因此，映射的线性组合的微分是这些映射的微分的相应线性组合_ 

b . 复合映射的微分法 

如果映射/ : U —>• V 在点： c X 可微，而块射 g ：V 在点 f ( x ) = y € 

K cF 可微，那么这两个映射的复合沒 o / 在点 $ 可微，而且 

[9 。 fY(^) = W ⑻ ) 。 fi x ) - 
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因此，复合的微分等于微分的复合. 

_ 

C. 逆映射的微分法 

设/ : C 7 — F 是在点 xeU CX 连续的缺:射，它在点 y = f ( x ) 的邻域有逆映 
射厂 1 : K — X ,并且逆映射在点2/ = f { x ) 连续. 

知果決射/在点: r 可微，并且它在这点的切映射 f ( x ) G £( X ; K ) 有连续逆 

_ 

[ f ( x )]- l e 2( Y , X ), 那么映射广 1 在点 y = /( x ) 可微，而且 

1 礞 

if ^ nm ) = [ fix )}- 1 . 

因此,逆映射的微分是一个线性映射,它是原映射在相应点的微分的逆. 

我们略去命题 a , b,c 的证明，因为它们类似于第 8 章 §3 里在 X = 

的情况下所给出的那些证明. 

3. — 些例子 

_ 

例 1 如果 f •• — V 是点 x 的邻域 f / = U { x ) C X 上的常值映射，即对任何 

u e £/ 有 f ( u ) = 2/0 e r , 那么 f ( x ) = 0 G ^( X ; Y ). 

◄ 实际上，在这种情况下，显有 

f(x + ^) - f ( x ) - Oh - = yo ~ yo - 0 = 0 = o (/ i ). ► 

例 2 如果映射 f ： X~^Y 是线性赋范空间 X 到线性赋范空间 Y 的线性连续 

映射，那么在任意点 x € X , f ( x ) = fe £( X ; Y ). 

◄ 事实上， 


f{x + h ,) - f ( x ) - fh ^ fx + fh - fx - fh = 0 


我们指出，实际上，这里倒是应有 f ( x ) € £( r ) G ; : T >7 ㈤ )，且 / i 是切空间 TX x 

的向量.然而在线性空间里，向量到任意点 a : G X 的位移是确定的，这使我们可以 
把切空间 TX x 和线性空间 X 本身视为同一.（类似地，在仿射空间 ( AX ) 的情况, 
“ 附着” 在点 a € 4上的向量的空间 TA a , 可以与该仿射空间的向量空间 X 视为同 
一 因此，在 X 中选取基底后，可把它分别送到所有的切空间 TX x ， 这意味着，譬 

R n ， 并且映射/ e £( M m ; R n ) 由矩阵 （ a {) 给出，那么在任意 


如，如果 X 

点 x G R m ，/ 的切映射 f ( x ) : — TMJ ( x ) 也将由同一个矩阵给出. 

特别地，对于从 R 到 R 的线性映射 
我们得到相应的映射 


m 








y , 当 ； relR 且 TR X 〜 IR 时， 


ah G XTRj ( 工 ) . 

根据所作的说明，我们约定把例2的结果叙 述为： 线性賦范空间的线性映射/ 
X -^Y 的导映射 f ：X 是常值映射,而且在任意点 x € X ， f(x) 二 f. 


TR X 9 h 
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本 


I ] 3从复合映射的微分法则和例2的结果可以推出，如果 f : U -^ Y 是定义 

U ( x ) c X 中的映射，在 0 ：处可微,而 A e £( y ； Z ), 那么 

(Ao fY(x) = 4o/'(x). 


的邻域 


在点 


X 


u 


e 


X 




对于数值函数，当 Y Z = 1 R 时，这正好是熟知的把常数因子提到微分号外的 


运算法则 


例4还是设 C / = U ( x ) 为赋范空间 X 的点 x 的邻域，而 

f ：u ->Y = Y x x 

是从 c / 到空间 Vi ,• • • 的直积中的映射. 

给定这样一个映射相当于给定了 n 个映射/, : U = 

_ 

在 U 的每一个点: c 处都满足关系式 


xy n 


* * * 


它们与/ 


， n, 


• • * 


， J / n ) = (/l ( 工)，’…， 


(Pu 


/( 工) 


X ^ 


V 






* • * 


现在，如果在公式 { I } 中考虑到 

f(x + h ) — f { x ) = { fi{x -\- h ) — / i ( x ), 

L {^ x^h ’ - * ， Lji (^)/^) j 

oc(^x] = (q ： i(xj/i) ，’ •. ， a n (x; /i ))， 


， f n (X + h) - f n (^))i 


那么引用 §1 中例 6 和 §2 中例10的结果可以推出，所研究的映射/在点 x 可微，当 
且仅当它的所有分量 , n ) 可微，而且在映射/可微的情况下， 

成立等式 


/(岣=(/((4,…，尨 (4). 


IJ 5胃现在设4 G £( X ir - ， X “10, 即災是从线性赋范空间 X 〗，…， X n 的乘 

X n 到线性赋范空间 K 中的连续的 n - 线性算子. 


积空间 

我们证明映射 


X 


X 


• » * 


Y 


xXn^X 


A : Xi x ^ 


* 


■ 


的可微性并求它的微分. 

◄ 利用4的多重线性性,我们得到 

I 

A(x + / i ) — A { x ) 

~— 1 /ii , 

= 雄 1 ，- 

+ ^4 (X 1 ， . * . 5 *^ ti —1， hji ) + 九 1，九2，无3， 

+’ ’ • ， 3Tjx— 2? hfi 一 1 ， 

+ A (/ ii ， … , h n ) - A ( x ir - , x n ) 


+ " n ) - 乂(工 1， • • • ，怎 n ) 

， 3? n ) + 


，X 


71 


)+ 乂 ("1， X 2, 




* 4 


* • • 


• « 


n 


，尤 n ) + 


• W 


• » * 
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因为在 X = Xi 


x n 中范数满足不等式 


X - 


X 


■ 


# 


71 


MXi < \ x\x ^ yz \ x i \ Xj , 


而算子4的范数 || A || 有限，并且 


… ， Cn)| <|| 4 || |6 • 


Cn ， 


_ * 


可以推出 


A(x + ") - A ( x ) 

A{x\ + "1 ， …, x n + h n ) — A(x\ y … ， x n ) 

= ^4("1 ， X2 ， •… ， Tn) + _..+ 乂 (工 1 ， * ’ _ ， 1 ，九 n) + Ol{x\ /l) ， 




其中 a ( x \ h ) = o ( h ) 当 /i — 0 时 

但是算子 


) 十… + 乂 ($1， 


1 ， " n ) 


L ( x)h = A ( h \, X2j • 


，工 


，： r 


71 — 


n 


是关于 /t = ( / H _••，、） 的线性连续（因为 A 连续）算子. 

因此有 


( x)?i = A ( xj ， * s . ，， ’ * * ， " n ) 

= A ( h 1 , x 2 , 


， x n) + • ， • + 乂 (3?1 ， • • • ，尤 n—1 ， h n ) 


或者 


， ) + " • + 乂 (Tl ， * ‘ ■ ， Tn — 1 ， ) _ 


， Tn) = A(^dxi ? X 2 5 


dA ( x Xl 


» _ _ 


特别地,如果 


是 n 个数值变量的乘积，那么 


a ) xi 


X 


n 


dx n \ 


)=dxi * X2 


d { x \ 


x n + ' * V+ X\ 


工 n—l 


X 


_ 


• • » 




4 


* 


4 




n 


b ) 〈0^，0： 2 > 是 £ 3 中的数量积，那么 


d { xi , X2 ) = { dxi ，$ 2 〉 +〈 xi ， dx 2 )； 


是护 中的向量积，那么 


c 


d[xi,X2] = [dxi,X2] + [xi ， da ； 2]; 
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d ) ( x l 5 a ；2， x 3 ) 是五 3 中的混合积，那么 


d(Xi,X2,Xs) = (dxi,x 2 ,xz) + (xi,dX2,X3) + (Xi ， 0 ； 2,0^3); 


e) det ( x ir - , x n ) 是由具确定基底的 n 维线性空间 X 的 n 个向量 

的坐标组成的矩阵的行列式，那么 


xi ， 


， x n ) + • • - + det (: Ti ， 


7 $71 — 1 ? dx n ) 


6f(det (: ri， … , x n )) = det ( dxijX2 ^ 


«• * 


例 6 设 [/是 £( X ； y ) 的子集，它由那样一些线性连续算子 A : X — y 组成， 

X - 考察使每个算子 AeUM 


a 有连续的（即属于 £( y ; x ) 的）逆算子 
应于它的逆算子 e £( y ； X ) 的映射 


Y 


— ^ 


UsA ^ A ^ 1 € 2( Y ] X ) 


下面要证明的命题2使我们能够回答关于这个映射的可微性问题 

命题2如果 X 是完备的空间且 A GC /， 那么对于满足条件 


一 1 ir 1 


的任意算子4 + / i 也属于 R 并且成立关系式 

{A + hy 1 = A - 1 - A ^ hA ^ 1 + o { h ) 


(3) 


当九 一 ^ 0时. 


因为 


(力 + h)~ l = {A(E^ A - 1 "))- 1 = ( 五 + 广 1 A -1 ， 

所以只需求算子（五+ A ~ l h ) e £( X ； X )的逆算子 

_ 

(E + A ^ hy \ 


⑷ 


其中五 是空间 X 到自身的恒等（单位）映射 

-—- I 

* 译者注.这一段实际上是对问题的分析,在确认 A + /i 或 E + A ^ h 可逆前，我们不能断言⑷ 
成立.这一段作如下改写可能更合适： 

“ 由于>1可逆，可得 A + h ^ A(E + A ^ h ) } 其中五 是空间X中的恒等映射 ♦ 由此，并注意 A 可 
逆，可知，为了证明 A + h 可逆，只要证明£ + A ^ l h 可逆即可,倘如是，有 

(A + h )- 1 ^iAiE + A ^ h ))- 1 = (E + A ^ l hr l A ^ 1 

现在来证算子 (E + A ' l h )€ £(X;X) 有属于 £(X;X) 的逆算子 


( 4 ) 
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设= -^ 1 ^.考虑到§2中对命题2所作的附注，可以看出 II A ||< 
| 4- 1 || - || / i ||, 因此，由对算子所作的假定，可以认为 || A Hq<l. 

现在验证 


(E — A )— 1 = £； + A + A 2 + *^ + A n + 

其中位于右边的级数是由线性算子 A - = ( Ao ... oA )€ C(X-X) 组成的. 

由于 X 完备，(由§2中命题 3) 线性赋范空间 £( X ; X ) 是完备的.那么，从 

|| A - ||^|| A | r ^^,| g |< l , 从而级数£泸收敛,立即得到上述由空间 £( X ; X ) 的 

向量组成的 （5) 式右端的级数的收敛性 

直接验证 


(5) 


• * 4 


n=0 


(五 + △ + A 2 + -••)(£； — △) 

(£/ + A + + ， •.） — (A + + + . • ， ) 


E 






和 


(E — A) (五 + A +A 2 + •…） 

= (£； + △ + A 2 + … ）-(A + A 2 + A 3 + …） 

表明，存在（五- A )- 1 e £( X , X ) 且 （5) 成立 • 

值得指出的是，在所给情况下,所研究级数的绝对收敛性（这里的收敛性指依范 
收敛性）保证了对级数可自由地进行算术运算（交换级数的项!) • 

比较关系式⑷和⑸推出，当 || m 甽她一 1 r 1 时， 

(A + h ) — 1 = 乂一 1 — A ^ hA - 1 4- (^ 1 ^) 2 ^" 1 ——+ (- l ) n ( A ^ l h ) n A ^ 1 + … (6) 


E 




因为 


Ti-A-^^A - 1 ni a - 1 || 


n =2 


n=2 


3 


A~ x I 


彡 M 一 1 ll 3 IIM 2 E 


2 


h\\\ 


m 


Q 


1 -g 


m=0 


所以从⑹，便得等式 （3). ► 

现在回到例6,在空间 F 完备的情形，所研究的映射^ 

df(A)h = d(A- l )h = -A^hA- 1 . 


A - 1 显然可微，而且 


特别地，这意味着如果4是非退化的方阵， A - 1 是它的逆矩阵，则当以元素接近 
于零的矩阵九对矩阵4扰动时,扰动后的矩阵4 + /1的逆矩阵 (A + h )- 1 的一阶近 

似可按公式 


(A^r / i ) 一 1 w A -1 - A^hA- 1 
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求出 


显然，更精确的公式可以从等式 （6) 得到. 

例7设 X 是完备的线性赋范空间，如果则由 


exp A :— E + + 2 \^ + 




⑺ 


# < 


定义一个重要映射 


exp : £(X;X) ^ £(X;X). 

j 

位于 （7) 中的级数是收敛的，因为 £( X ; X ) 是完备空间，并且^ 

f f % * 

而数项级数£ 

I 

不难验证 


Ml 


n! 


I ai 


n 


收敛 


n! 


exp(yl + h) = exp A 4 - L(A)h + o(h) 当 /i — 0 时， 


⑻ 


其中 


Z/( A)/i = h -\- — (^Ah + hA) 4 - — {A^h H- Ah A + + 

+ 1 _ lft + A n~2 hA + … + Ah A 

n! 

从而 || L(A) ||^ exp || A ||= eli A H , 因此， 


+ hA n ^) + 


n—2 


L(^)€£(£(X;X);£(X ； X)). 

这样一来，映射 £( X ; X ) 3 A^expAe Z ( X -, X ) 对于任意值 4 可微. 

我们指出，如果算子4和/ I 可交换，即 A/i = / M , 那么从 L{A)h 的表达式看出, 

这时有 L(A)h = (exp A)h. 特别地，对于 X = 或者 X = C , 代替 （8) 重新得到 

p(A + h) = exp A + (exp A)h + o(h) 当 h 


⑼ 


0. 


- ► 


ex 


例 8 我们试图给出有一个不动点 O 的旋转刚体（陀螺）的瞬时速度的数学描 
述.在点 O 处，我们考察与物体固连的标准正交架 { e !, e 2 , e 3 }. 很明显，物体的位 
置完全由这个标准架的位置来描述，而标架的向量运动的瞬时速度组{6,6,心}显 
然完全刻画出旋转物体的瞬时速度.标架 { eue 2 , e 3 } 本身在时刻6的位置可以用正 
交矩阵 = 1,2,3,给出，这个矩阵由向量 ei , e 2 , e 3 关于空间的某个不动的标 

准正交架的坐标组成.因此，从 M (时间轴）到特殊的三阶正交矩阵群 50(3) 的映 
M t ^ 0( t ) 对应于一个陀螺运动.因此，按约定用 { ei , e 2 , e 3 } 来描述的物体的旋转 
速度可由矩阵 6(0 =: K)W = K ) ⑷给出，它是矩阵 0(0 = (<4 W ) 关于时间的 


导数 
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因为 0( i ) 是正交矩阵，所以在任何时刻 t 它都满足关系式 

0 (t) 0 %t) = E, 

其中 o * ⑴是 0(0 的转置矩阵，而丑是单位矩阵. 

_ 

我们指出，矩阵的乘积45是4和 B 的双线性函数.而转置矩阵的导数显然 
等于已知矩阵导数的转置.考虑到这些,对等式 （10) 求微分，我们得到 

d{t)o^{t) + o(t)d^{t) = o 


⑽ 


或者 


0(*) = -<9 ⑴ 0*(f)0 ⑷， 


( 11 ) 


因为 = £；• 

特别地，如果认为在时刻标架 { e u e 2 , e 3 } 与空间标架 重合广 那么 O ( t ) =五， 
并且从 （11) 得到 


ow = -o*w, 

也就是说，在基底卜而而}下 { ei , e 2 , e 3 } 的向量的坐标矩阵⑷= 
是反对称矩阵； 


( 12 ) 


2 .3 


3 …2 


0 


—UJ 


邱)=^2 ^2 ^2 

\ ^3 ^3 ^3 


3 


0 


—LO 


2 


0 


— U ) 


U ) 


因此，陀螺的瞬时速度实际上由三个独立参量描述，它在我们的讨论中是由关 
系式 （10) 推出来的，从物理的观点这也是自然的，因为标架 { ei ， e 2 ， e 3 } 的位置，从 
而物体本身的位置，由三个独立参量来描述（譬如在力学中常取欧拉角). 

如果把附着于点0的每个空间向量 ' 


~h Go + 


3 


lj = lj ei 


e 3 


与相对于由这个向量确定的轴具有角速度 hi 的空间右旋联系起来，那么从所得的 
结果不难断定,在每一瞬间 t 物体都有自己的瞬时转动轴，并且物体在给定时刻的速 

度可以用旋转速度的瞬时向量 U ； ⑷描述（见练习 5). 

p 

4. 映射的偏导数 

设= t / ⑷是赋范空间 X lr -- , X m 的直积中点 a€X = X x x 
域,/ : f / — Y 是 C / 到赋范空间 F 中的映射.这时 

f ( x ) = f { xi , 

t 译者注.这里是把所考察的时刻 t 时的标架 { e u e 2 ^ 3 } 取作不动的标准正交架来研究陀螺在 
时刻 t 的瞬时运动.力学和几何学中经常使用这种方法，叫活动标架法. 


X m 的邻 


X 


« » * 


(13) 




V 




• * 
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在 （13) 中固定除变量^以外的所有变量,设 


Xk = a k , fc € {1 ， … ， m} \ {i }， 


我们得到定义在空间 A 的点％的某个邻域中 R 的函数 


.， a m ) =: / t (^) —- 


( 14 ) 


/(< H ， 


，叫一 1 ， Xi ，^ i +1 ， 


定义 3 称映射 < pi ： Ui ^ Y 为已知映射 （13) 在点 a & X 处关于变量 a 的局 


部映射. 


处可微，那么称它在这一点的导数或微分 


定义4如果映射 （14) 在点 

为/ 在点 a 关于变量而的偏导数或偏微分 

通常用下面的符号来表示偏导数 


X 4 tti 


d 


dif ( a ), Dif ( a ), ^( a ),/^( a ). 

根据这两个定义, Dif ( a ) e Z ( X U Y ), 更确切地说是 

DJ ( a ) e Sl ( TXi ( aiy } TY ( f ( a ))). 

在这种情况下，映射 （13) 在点 a 的微分 df ( p ) (如果/在点 a 可微的话)，为了 

把它和关于个别变量的偏微分区分开来，通常称之为全微分 • 

所有这些概念以前在 m 个实变量的实值函数的情况我们都己经遇到过，因此我 

们在这里不去详细讨论它们.只是指出，重复以往的讨论，并注意§ 2 中研究过的例 

9,容易证明在一般的情况下成立以下的 

_ 

命题3如果映射 （13) 在点 

它在这点有关于每个变量的偏微分，而且全微分和偏微分由关系式 

_ 

df ( a)h = dif ( a)hi + …+ d rn f ( a ) h rnj 




xX m = X 可微，那么 


(ai ， … ， a m ) G Xi 


x 






(15) 


相联系，其中 


TX m ( a m ) = TX(ay 


i hm ) ^ TX \( ai ) 


h = { h \ , 

在数值函数的例子中我们已经知道，一般来说，函数（ I 3 )的偏微分存在不能保 
证它有可微性. 


X 


X 


_ 


» ■ 


习 


= o . 试证在这种情况下，算子 


k 


1. a ) 设力 e £,( X ; X ) 是幂零算子， 即存在 keN 使得 A 

( E - A ) 有逆，而且（五一 Ay 1 


k -1 


=五 + A + " • + Z 
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b ) 设乃： P [ o ;] — P [ x ] 是多项式线性空间上的微分 算子. 注意 D 是幂零算子，写出算子 

exp ( a £>), 其中 a G R ， 并证明 


exp ( a J D )( P ( a :)) ― P(x + a ) =: T a ( P ( x )). 


) 对于单变量的 n 阶实多项式空间 P n 问，写出（习题 b ) 中的）算子 


P „ [ X ] 4 Pr 4； r ] 和 T a : F n [ x ] —► Fn [ x ] 


D 


X 


在基底 


(1 ^ i < n ) 下的矩阵. 


ei = 


(n — i )! 

a ) 如果 A , B ^ £( X ; X ) 且 3 B~ X G £{ X ; X ), 那么 


exp ( B ~ l AB ) = B ~ 1 { expA)B 


b ) 如果 AS = BA ^ 那么 exp(^4 + B ) = exp A * expB. 

c ) 验证 expO = E 以及 exp 4 总有逆算子，而且 


(exp A ) 


exp (— A ). 




设 ^ G £( X ; X ). 考察由对应 R B t ^ exp ( tA ) G H ( X ; X ) 所定义的映射 : R 
2{ X ; X ). 试证： 

a ) 映射 pa 连续. 

b ) ^> a 是从作为加群的 R 到由 £( X ； X ) 中的一切可逆算子构成的乘群的同态. 


4 . 验证 


a ) 如果^，…，是算子力 e £( C n ; C n ) 的特征值，那么 expAi , 

exp 乂的特征值. 

b ) det ( exp ^4) = exp ( tivl )， 其中 tivl 是算子 乂 e £( C n ; C n ) 的迹， 

c ) 如果 A e £( KT ; E n )， 那么 det(exp A ) > 0. 

d ) 如果氺是矩阵 4 e , C ( C n ； C n ) 的转置矩阵，而 4 是由 A 的元的复共轭构成的矩阵, 

那么 ( expA )* — exp A * , exp A = exp ^4. 


,exp A n 是算子 


* « • 


-1 0 


e ) 无论 4 是怎样的二阶方阵，矩阵 


都不是形如 exp ^ l 的矩阵. 


我们回忆，一个同时装备群结构和拓扑空间结构的集合，如果群的运算在所给的拓扑下连续， 
则称它为拓扑群或连 续群； 如果群的运算在某种意义下还是解析的，那么，这个拓扑群叫做李 


* 


群① • 


李代数是具有反交换双线性运算 D ： XxX ^ X 的线性空间 X . 其中满足雅可比 
恒 等式： 对于任意向量 a ， fe ， c € X ， 有 


[[ a ，6]， c ] + [[6, cj , a ] + [[ c , a ],6] = 0 

I 

® 李群的精确定义见虿 15 每§7练习 8 的相应脚注， 
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李群和李代数有紧密的联系，在实现这个联系中映射 exp (见练习 1) 起着重要的作用. 

具有向量积运算的有向欧氏空间五 3 可以作为李代数的例子.我们暂时用表示这 

个李代数. 

a ) 证明，三阶实的反对称矩阵构成李代数（用表示)，如果矩阵4和 B 的乘积用关系 

式[4, B ] = AB - BA 定义 • 

b ) 证明，对应 


0 


—UJ 


0 -a； 1 


(0； i ，0；2， U ；3) 


Q = 




0 


—a; 


是代数和 LA 1 的同构. 

c ) 验证，如果像 b ) 中所指出的那样，反对称矩阵 D 和向量 W 彼此对应,那么对于任意向量 

r G E 3 , 成立等式= [ u ;, r ], 而对于任意矩阵 P e 50(3) 成立对应 PQP~ l 

d ) 验证，如果 0 ( t ) € 50(3) 是光滑映射，那么矩阵 

Q{t) = 0~ l (t)0(t) 


Puj 


是反对称的. 

e) 证明，如果 r ⑷是旋转陀螺的某个点的矢径，而 O ⑷是 d) 中求出的矩阵 （O—W) ⑷， 

_ 

那么 r ( t ) — ( Qr )( t ). 

f ) 设 r 和 u ; 是两个附着在空间五 3 的坐标原点上的向量.设在五 3 中选择右手系，并且 

空间以角速度 | w | 围绕由向量 w 确定的轴右旋.证明这时= [ w ， r ( t )]. 

g ) 比较练习 d ), e ), f ) 的结果并指出例 8 中所说的旋转陀螺的瞬时速度向量 • 

h ) 利用练习 c ) 的结果验证，速度向量 w 与 E 3 中不动的正交架的选择无关，也就是说，与 

坐标系无关. 

_ 

( s ) =： (^ 1 ^)^ 2 ^)*^ 3 ^)) ^ 中光滑曲线的参数方程，而且沿着曲线取弧长为 

参数（曲线的自然参数 化). 

a ) 证明，在这种情况下，曲线的切向量 e 1 ( s ) = —( a ) 有单位长. 

b) 向量 ^ L ( S ) = 0⑷垂直于向量 ei •设是 ~^{ s ) 方向上的单位向量,在等式 

( s ) = k ( s ) e 2 ( s ) 中的系数 fc ( s ) 称为曲线在相应点的 曲率- 

r * 

c ) f 向量 e 3 ( s ) = [ ei ( s ), e 2 ( s ) l 就在曲线的每一点得到一个标架 { e u e 2 , e 3 }{ s ), 称之为 

曲线的弗莱 涅①标 形或者 相伴三棱形. 验证以下的弗莱涅公式： 

k ( s ) e 2 ( s ), 


6 - 设 


dei 


ds 


det 


⑷ = 


ds 


= — k ( s ) ei ( s ) 


+/ c ( s ) e 3 ( s )， 


ds 


des 


— k(s)B2{s)^ 


( s ) = 


ds 


说明系数的几何意义，它叫做曲线在相应点的 挠率. 

①弗莱涅 （ F . Prenet) (1816—1900) -法国数学家 • 
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4有限增量定理和它的应用的一些例子 


1. 有限增量定理 


在研究多元数值函数时，我们在第5章§3第1段证明了它们的有限增量定理, 
并且详细讨论了这个重要分析定理的各个方面.这里将在一般形式下证明有限增量 
定理.为了使读者能清清楚楚地理解它的论断，我们建议回忆一下上述章节中所进 
行的讨论，并注意线性算子范数的几何意义（见§2第2段). 


定理1 (有限增量定理）设/: t / — Y 是从赋范空间 X 的开集 C / 到赋范空间 


V 的连续映射 


如果闭区间 [ x,x + h ] = G X \^ = x + 9 h,Q ^ 6 ^ 1 } 完全含在 C / 中，且映射 
/在开区间 ) x,x + h [= {^ eX \^ = x ^ 6 h , 0 < e < 1} 中的每一点可微，那么成立以 


下估计式: 


II f(0 ll£(x,y) l^lx 


⑴ 


f{x + /l) — }{x)\y ( 


sup 


首先我们指出，如果对于任意的闭区间 [^,^1 C ] x , x ^ h [ 都能验证不等式 


1/(^) - /(^)1 < 


II no II k 


( 2 ) 


— a : ， 


sup 

^[x f ,x ,f ] 


其中上确界是对整个闭区间[ 〆 ,!：〃]取的，那么利用/和范数的连续性以及 


II f (0 II , 


II no n 


sup 

C €] x ， x +/ i [ 


sup 


+ 取极限，便得到不等式 （1). 

于是，我们只要证明，当/在整个闭区间 [ x,x + h ] 上可微时恒成立 


对 X ， 


和： r " 


—X 


— > X 


( 3 ) 


\ f(x + h )- f ( x )\^ M \ h \ 


即可， 其中 M 


II f(x + eh) ||, 

利用三角不等式和闭区间的性质，简单的计算 


sup 

0^19^1 


l / fe ) - /(^ l )| ^ 1/(抑） 一 /(吻)1 + 1/(^2) - /(尤1)| 


( M\xs - X 2 \ + M \ x 2 - X X \ — M (\ x s - X 2 \ + \ x 2 - Xi\) 
= M \ x ^ — x \\ 
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表明，如果形如 （3) 的不等式在区间的部分区间 [^， a ; 2 ] 和 [ x 2 j o ：3] 上都成 
立,那么，它在闭区间 [ X !, X 3 ] 上也成立 

因此，倘若估计式 （3) 对闭 E 间 [ x , x ^ h ] 不成立，则用逐次平分的方法可以得 
到一列收缩到某个点吻 e [ x , x + h ] 的闭区间 [ a fc , b k ] C [ x,x + h ], 在每一个闭区间 
[ a fc ，6 fc ] 上⑶都不成立.由于 : co e [ a k , b k l 所以，对闭区间 [ a k , x 0 l [ x 0 , b k ], 根据同 

样道理，可以认为存在形如 [^ o,^o + ^] C [ x,x + / i ] 的闭区间序列，这里当 k — oo 
时有 /ifc — 0,在这些区间上有 


* 


f{x Q + h k ) - f(x 0 )\ > M\h k \ 


(4) 


如果 （3) 是在把 M 换成 M + e 后得证的，其中 e 是任意正数，那么令 
能得到 （3), 因此，⑷可换成 


0就 


f(xo + hk) — /(xq)| > (M + s)\hk 


(4') 




现在来证明，这与/在点 xo 的可微性是矛盾的. 

实际上，根据/在点 X 0 的可微性得 


1/(^0 + hk) - /( 工 0)1 = |/’( 怎 0)〜b + 。 ( 〜 b)| 


<|| f(x 0 ) II \h k \ o(\h k \) ^ (M + £)\h k \, 


* 


译者注.详细地讲，这一段说 的是： 考察任意的闭区间 [X!,X 3 J = {iex\i = x + &Ke 1 ^e^ 

+ e 3 h,o < e 3 设它分成了两个部分区间 

+ 02 K 6 X < 0 2 < 0 ^ 如果在 


03 } C [ x,x H - h ], 这里 


x + $ihj xs 

+ eh , 9 i ( 0 ( 0 i+1 },i = 1,2, 这里 x 2 


Xl 


X 






[xi,x^i] = e x\^ 

[XI ， 的]和 [X2,X 3 ] 上均成立形如 （3) 的不等式，即 


X 


=X 




|/( xi + i ) - f ( xi )\ ^ Af | xi+1 — Xil ， i = 1,2, 


那么，利用三角不等式，得 


1/( X 3) - /( Xl )| 彡 \ f ( x 3 ) - f ( x 2 )\ 4- |/(^ 2 ) - /( xi )| 

( M\xz — X 2 \ + M \ x 2 — Xi \ 

— M\x + 03h — (x 4 -沒 2 九 )1 + M\x + $ 2h — (x + dih )\ 

二 M |(03 — 0 2 )h\ + M\(e 2 - 0i)h\ 

M(e 3 - e 2 )\h\ + M{0 2 - Bi)\h\ ^ M(0 S - dx)\h\ 

= M \ x ^ — xi 

亦即，在 [ m , x 3 ] 上也成立形如 （3) 的不等式， 

译者注.这一小段主要是讲要证的不等式 （3) 与 

\ f(x + h )^ f ( x )\ ^(M + e )\ h \ W >0 

等价（由于不等式左边与 s 无关，这个结论是显然的)，因此，上一小段对⑶所作的反证可同样地 
对 （3') 进行，那么代替⑷就会得到 （4'). 






(3 ; ) 
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当 & — 0. ► 

关于有限增量定理，有下列在技术上经常用到的 

推论如果4 e 即4是赋范空间 x 到賦范空间 y 的线性连续映射, 

而 f :U — Y 是满足有限增量定理条件的映射，那么 


II no - ^ || w 


|/(工 + h ) — f ( x ) ― Ah \ 彡 


sup 


◄ 为了证明推论，只需把有限增量定理用于单位区间丨0, 1] C 1 R 到 F 的映射. 


t F ( t ) = f(x + th ) — Ath ^ 


因为 


F ⑴— i ^ O ) = /(x + h )- f ( x ) - Ah , 

F f {6) = f(x + 9 h ) h - Ah ， 对于 0 < (9 < 1， 


I F \ e ) ll^ll f{x + 6 h )- A \\ \hl 

I F f {0) ||< 


\f(0-A\\ H 


sup 

O<0<1 


sup 

^e]a ： ,a ： +/i[ 


注从定理 1 的证明中可以看出，定理条件中不必要求映射 f ： U-^Y 可微，只 
需/是区间 [ x,x + h ] 上的有界连续映射，并且在区间 ] x,x + h [ 的每一点可微_ 

r 

这个注同样适用于刚才证明的有限增量定理的推论. 


有限增量定理应用的一些例子 

连续可微映射 






令 


设 


(5) 


f ： U^Y 

是赋范空间 X 的开子集 C / 到赋范空间 y 的映射.如果/在每个点 xeu 处可微， 
那么，把点 X 与在这点切于/的映射 f ( x ) e 2( X ； Y ) 相对应,就得到导映射 


⑹ 




我们知道，从 x 到 y 的线性连续算子的空间 £( x ； y ) 是赋范（算子范数）空间， 
因此，可以谈论映射 （6) 的连续性问题. 

定义当导映射 （6) 在 f / 中连续时，完全按照以前的术语，称映射 （5) 为 连续可 


微映射 
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形如 （5) 的连续可微映射的集合，如前一样，用记号 C ^( U ; Y ) 表示，或简单地 
表为 c ⑴ ( t /), 如果映射的到达集在上下文中是很清楚的话. 

因此，按照定义 


/ e c (1 )(c/ ; c(u' £(X ； y)). 

我们来看看，映射的连续可微性在各种具体情况下的具体含义 


1 1考察我们熟知的 X = Y = R 的情况，这时/: 是实变量的实值 

乂怂= a / i , 而 


函数.因为任意线性映射4 e £( R ; R ) 归结为乘以某个数 a eR , 

且显然有 II A ||= | a |, 所以在任意点 x eu 对任意向量 /I € T 1 L 〜队我们得至 IJ 

f { x)h — a ( x ) h , 其中是函数/在点 a : 的数值导数. 

其次，因为 


( f{x + 5) — f ( x))h = f(x + 6 )h - f ( x)h 

= a(x + S)h — a { x)h 

=( a(x + <5) — a ( x )) h , 


⑺ 


所以 


II + 5) - f ( x ) |h W — a ( x )\. 

也就是说，在现在的情况下，映射/的连续可微性等价于以前所研究的函数类 
C 7 ⑴ ([/; R ) 中的数值函数的连续可微概念. 


X m , 这时映射 （5) 是 m 个变量 


例2现设 X 是赋范空间的直积 Xi 
Xi e Xi(i = 1, …， m ) 的取值于空间 F 的函数 /(: r ) = f ( xi , 

如果映射 f 在点 x G U 可微，那么它在这个点的微分 df ( x ) 是空间 £(Xx 


X 


X 


■ • 


， 


X 


X 


* • # 


X m = X ; Y ) 的元素 • 

df ( x ) 作用在向量 /i =(心，…， M 上按照§3中公式 （15) 可表为 


df ( x)h = dif ( x)hi + …+ d m f { x ) h rn , 


其中 dif ( x ) : — F ( i = 1,…， m ) 是映射/在所说的点 x 处的偏导映射 


其次， 


m 


( df(x + 句— df ( x))h = f (X + 6) - dif ( x))hi 

i-l 

_ 

然而由赋范空间的直积中标准范数的性质（见§1第2段例 6) 和算子范数的定义, 
我们得到 


⑻ 


II dif(x + 5) — dif(x) ||£(x i ； y) ^ II (x + S) - df (x) ||£(x ； y) 

m 

<Eii d ^ x + 


IU ( x ^ y ) 


⑼ 
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因此，可微映射⑸在给定情况下在 C / 中连续可微，当且仅当它对所有变量的 

偏导映射在 c / 中连续. 

特别地,如果 X = R m ,y = E , 我们重新得到己经熟知的（函数类 C ⑴ ( f /， R ) 的， 
这里 C 7 C W n )m 个实变量的数值函数的连续可微概念. 

注值得指出的是，在等式 （7) 和 （8) 的写 法中， 我们实质上用到了典则等同 
TX x 〜 X ， 它使不同切空间中的向量可以进行比较或者视为相等. 

现在证明，对于连续可微映射成立 

命题1如果尺是赋范空间 X 中的凸紧集，并且 / GC ⑴ 其中 K 也是 
赋范空间，那么缺射/ :尺 —y 在尺上满足利普希茨条件，即存在常数 M > 0,使 
得对于任意点 Xi , X 2 G K 成立不等式 


( 10 ) 


1 /( 工 2 ) - f(xi)\ < M\x 2 - Xi\. 


◄ 根据条件， f •• K 一 S 1( X ; Y ) 是紧集 K 到度量空间 £( X ； y ) 的连续映射 •因 
为范数是取自然度量的陚范空间上的连续函数，所以映射 X h || f ( x ) II ，作连续映射 
的复合映射，是紧集 K 到 R 的连续映射.而这样的映射一定是有界的.设 M 是这 
样的常数,对任意的点 xeK 成立不等式 II 尸 ㈤ A /. 由于 K 的凸性，对任意两 
个点 : n eK , x 2 ^ K , 紧集 K 包含整个区间 [ x l 5 x 2 ]. 把有限增量定理用到这个区间 

上,立即得到关系式 (10). ► 

命题2在命题1的条件下，存在非负的，当 <5 ^ +0时趋于零的函数 w (5)， 使 


关系式 


( 11 ) 


I/O + h )~ f ( x ) - f ( x ) h \ ^ U ； ⑷ |/ i | 

在任意的，满足条件 \ h \ < S,x h e K 的点 x e K 处成立. 


由有限增量定理的推论可得 


|| f(x + 0 h ) — f { x ) || |/ i |, 


\ f(x + h )- f ( x ) - f ( x ) h \ ( 


sup 

O<0<1 


置 


II /’ ㈣ 一 /’ (工 1) II ， 


o ; ⑷ 


sup 

Xl,X2EK 

Xl—X2|<5 




由紧集 K 上连续函数 or ^ f f ( x ) 的一致连续性便得 (11). ► 

b . 可微性的充分条件 

现在来研究，在有了一般的有限增量定理以后，在一般形式下怎样得到用偏导 
数术语叙述的映射可微性的充分条件. 
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定理 2 设 C / 是赋范空间不，…，的直积 X = 不 
域，/ : t / — y 是 C / 到赋范空间 y 的映射. 如果块 射/在 f / 中有对所有变量的偏 
导映射，那么，当这些偏导映射在点X处连续时，映射/在这个点可微. 


x X m 中点 x 的邻 


x 


■ » 




◄ 为了书写简单起见，我们对 m = 2的情况进行证明.我们直接验证关于 
/ i = 线性的映射 


Lh = dif ( x)hi + d2f ( x ) h 2 


是/在点 z 处的全微分. 

作过初等变换 


/(x + /i) — f { x ) — Lh * 

= f(xi + hi , X2 + h2 ) — f { x \, X2 ) — dif ( x)hi — d】f ( x ) h 】 

— f { x \ + hi , X2 + fl2 ) — /(工1，工 2 + "2) — d \ f { x \^ X2 ) h \ 

+ f { x 1 , X2 + h 2 ) - f ( x 1 , x 2 ) - d 2 f ( xi , x 2 ) h 2 , 


根据定理 1 的推论得到 


1/(X1 +/ii ， a：2 + "2) — - d 1 f(xi,x 2 )hi - d 2 f(xi,X 2 )h 2 \ 

^ sup II dif(xi + 6hi , x 2 + h 2 ) -d 1 f(xi,x 2 ) || |/ii| 

O <0!<1 

+ sup || d 2 f(xi,x 2 + 0 2 h 2 ) - d 2 f(x l ,X 2 ) |[ \h 2 \^ 

o<e 2 <i 

因为 maxd / nM ^ I ) ^ \hl 显然，从偏导数 d 1 f,d 2 f 在点 :r = (x u x 2 ) 的连续性 

_ 

能推出不等式 （15) 的右边当 /I = (h u h 2 ) — 0时是 o (/ i ). ► 

推论从賦范空间 X = X! 

f : U 4 Y 连续可微，当且仅当映射/对所有变量的偏导数在 r 中连续 


( 12 ) 


X m 的开子集 C 7 到赋范空间 Y 的映射 


X 


X 


◄ 在例2中我们证明了在映射 f ： U ^ Y 可微的条件下，它的连续可微性等价 
于它的偏导数的连续性. 

现在我们又看到，如果偏导数连续，那么映射/就可微，因而（根据例 2) 是连续 


可微的. 


练习 


1. 设/ : — y 是区间/ = [0,1] C R 到賦范空间 K 的连续映射，而 — R 是 了上的 

连续实值函数.试证，如果/和 5 在区间】0，1[可微，并且在这个区间的每一点成立关系式 

|| fix) IKf(x )， 那么也有不等式 


1/(1) —/(o)Ky(i) — p(o) 


成立 • 
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2. a ) 设/ : J — y 是区间/ = [0,1] C E 到賦范空间 K 的连续可微映射.它给出了 F 中的 

光滑道路.试确定这条道路的长度. 

b ) 回忆切映射范数的几何意义，并作出 a ) 中所研究的道路长度的上方估计. 

c ) 给出有限增量定理的几何解释. 

3. 设/ : t ; — y 是从赋范空间 x 的点 a 的邻域 t / 到賦范空间 y 中的连续 映射. 试证，如 

果/在 C / \ (2 可微，且当 

f ( a ) - L . 

4. a ) 设 t / 是賦范空间 X 的开凸子集，而/ : f / — Y 是 t / 到賦范空间 K 的映射.试证，如 

果在 t / 上 f ( x ) = 0,那么映射/是常值的. 

b ) 把命题 a ) 推广到任意区域 f / 的情况（亦即当 U 凫 X 中的开的连通子集的情况). 

c ) 设/ : £> — R 是在平面区域 DCR 2 中定义的变量 (x ， y) 的光滑函数，且它的偏导数 

^恒等于零.这时，在这个区域中/是不依赖于 y 吗？对怎样的区域 D 它不依赖于 


时 f ( x ) 有极限 L € £( X ； y ), 那么映射/在点 a 可微且 


x — > d 




5高阶导映射 


1. n 阶微分的定义 

设 C / 是赋范空间 X 中的开集，而 


( 1 ) 


f ： U^Y 


是 V 到赋范空间 y 的映射. 

如果映射 （1) 在 C / 中可微，那么在中定义一个/的导映射 

空间 £(X;Y) =： r 2 是赋范空间，关于它， 映射 （2) 也有⑴的形式，即 /' : C / 

Fi , 从而可以提出关于厂的可微性问题. ' 

如果映射 （2) 可微,那么，称它的导映射 

(f ， y:U — £(X;Y 1 ) = £(X; Z(X;Y)) 

为 / 的二阶导映射或者二阶微分,并用符号/〃或者/ (2) 表示. 一 般地，我们釆用以 
下归纳定义 

定义 i 称与映射 （1) 的 n - 1阶导映射在点 xeU 的切映射为它在这个点的 

( neN ) 阶导映射或者 n 阶微分. 

如果在点 : r e C / 的 fc € N 阶导映射用符号 f ^( x ) 表示,那么定义1说的是 

f (n Hx) - (/ (7l - 1) ) , (x) 


( 2 ) 


n 


(3) 
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这样一来，如果 f ^( x ) 有定义，那么 

f { n ) ( x ) e £( X ; Y n ) = £( X ;£( X ; F n _ i )) 

= £( X ;£( X ; 

因此,根据 §2 中命题4,可把映射⑴在点: r 的 n 阶微分 / (n) ⑻理解为 n - 线性 
连续算子空间以及… , X ; Y ) 的元素. 




* 


;£( X ;10) …） • 


个 


我们再次指出，切映射 f(x) : TX x 一 TY f(x) 是切空间的映射.由于映射的空 

间有仿射结构或线性结构，我们把每一个切空间与相应的线性空间视为同一，并根 

■ 

据这个理由认为 


nx )€£,( X ; Y ). 

正是把不同空间的元素 fix,) € 2(TX Xl ;TY fixi) )J f (x 2 )e £(TX X2 ； ry /(a；2) ) 看作同 

空间 £( x ； y ) 的向量这样一种看法奠定了赋范空间映射的高阶微分定义的基础- 
在仿射空间或线性空间的情况下，空间不同点处的切空间的向量之间有自然的联系 • 
最终，这种联系使我们能在这种情况下讨论映射 （1) 的连续可微性和它的高阶微分. 


■ — 


沿向量的导数和 n 阶微分的计算 

■ 

在把抽象的定义1具体化时，利用沿向量的导数概念可能是方便的.对于一般 
映射⑴这个概念可像 X ^ R m ,Y = R 的情况一样地引进， 

定义2如果 X 和 K 是域 R 上的线性赋范空间，那么我们称极限 

fix + th) — f{x) 


參 


D h f(x) := R Um o 


为映射 （ l) 在点 xeu 沿向量 heTX x 〜 x 的导数， 如果这个极限在 Y 中存在的 


话 


可直接验证 


⑷ 


D X hf(x) = XD h f(x) 

_ 

以及，如果映射 f 在点 xgU 可微,那么它在这个点有沿任何向量的导数，而且 


(5) 


Dhf(x) = f(x)h 


另外，由切映射的线性性,得 


( 6 ) 


Dx 1 h 1 +X 2 h 2 f( x ) = AlAi !/ ⑻ + ^2Dh 2 f(x) 

从定义 2 亦看到,映射/ : f/ — Y 沿向量的导数值 D h f(x) 是线性空间 TY f(x) 
Y 的元素，并且如果 L 是 Y 到某陚范空间 Z 的线性连续映射，那么 

Dh(Lo f)(x) = Lo Dhf(x). 


⑺ 
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现在我们力图解释映射 / 在点: T 处的 n 阶微分在向量组 ( h ir - , hn ) 上的值 
/ ⑻ (: r)(/ii ， 的意义，其中 /li € TX x 〜 X ， i = 1 ，…， n. 

我们从 n = 1 开始 • 这时，按照公式（ 5 ) 


f(x)(h) = f(x)h = D h f(x) 


2 的情况•因为 /⑺⑻ = £(X;£(X；y)), 所以固定向量 /H e X， 


现在研究 
我们按照以下法则 


n = 


hi f^ 2 \x)h\ 


使 / n 与线性算子 （/ ⑵(工化 ） e £( X ； y ) 对应，然后计算出这个算子在向量 h 2 eX 
上的值，得到空间 Y 的元素 


f { 2 ) {x)(h u h 2 ) : =(f { 2 ) (x)h 1 )h 2 eY. 


⑻ 


但是 


f ⑺ (x)h = (f f y(x)h = v h f(x )， 


所以 


/ (2) (x)(/ii,/i 2 ) = (D h J\x))h 

如果 A e £( x ； y ), 而 /I e X ，那么 4 和 /I 的搭配肋不仅可以看作是从 x 到 
Y 的映射 /I H 4/1,而且可以看作是从£(叉;10到 K 的映射乂 H Ai , 且后一个映 

射与前一个一样是线性的， 

现在比较关系式 （5)，(7) 和 （9)， 即可得到 


⑼ 


(D hl f f (x))h 2 = D hl (f(x)h 2 ) = D hl D h 2 f(x) 


这样一来，最终得到了 


f { 2 \x){h u h 2 ) = D hl D h J(x) 


可以类似地证明，对于任何 neN 成立关系式 


((/ ⑷⑻ /n) … /O = D hl D h2 - DkJ(x), (10) 


f {n] (x)(h Xl 


, bn) 


而且在向量组上的微分是从在 / in 上的微分开始到最后的在心上的微分依次完 


成的 
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高阶微分的对称性 


关于公式 （10) (对于计算它已完全适用）自然产生这样的 问题: 计算结果对指定 
的微分次序的依赖程度如何. 

命题对于映射⑴，如果 / ( n ) ( x ) 在点 x 有定义，那么它关于任何一对自变量 


对称 


◄ 验证这个论断在 n = 2 时的正确性是证明的主要部分. 

设 h u h 2 是空间 TX x 〜 X 的两个任意固定的向量.因为 C 7 是 X 中的开集,对 

于所有充分接近于零的值 t G 队能定义以下关于 t 的辅助 函数： 


Ft(hi ， fi2 ) = f(x + t ( h \ H - "2)) — /(^ + thi ) 一 /(x + tfi2 ) + /⑻ 


我们再考察一个关于向量 r 的辅助函数 


g ( v ) = /(^ + + v )) ~ fi x + 


显然它对与/12共线且满足 M < Ihl 的向量 r 有定义 • 

我们指出 


F t (hi,h 2 ) = g(h 2 ) - 5 ( 0 )- 

同时指出，如果函数 / :£/ — y 在点: rev 有二阶微分 r ( x ), 它就一定至少在 

点 X 的某个邻域内可微，我们将认为参数 * 足够小,使得定义函数 F t { h x M ) 的等式 

右端的自变量属于点 a ; 的所指邻域 • 

把这些结果和有限增量定理的推论用于以下计算： 


\ F t ( h u h 2 )- t 2 f f ( x )( h l , h 2 )\ 

\ g ( h2 ) — g (0) — t 2 f , r ( x )( hi , h ， 2 )| 

^ sup II g , (0 2 h 2 ) - t 2 / r , ( x)/ii II \ h 2 \ 

II (/(X + + 9 2 h 2 ))^f{x + te 2 h 2 ))t- II 1 ^ 2 1 




O<0 2 <1 


sup 

O<02<1 


按照导映射的定义，当 t — 0 时可得 


f f (x + t(hi + 02 " 2 ))二 f ( x ) + /〃W W &1 + 沒2"2)) + 0 ⑷ 


和 


f{x + t0 2 h 2 ) = /’⑻ + f f (x)(te 2 h 2 ) + o(t). 

利用这两个等式，可以继续上述计算，化简后便可得到，当 t — 0有 

\Ft(h\ } /l2) — t 2 / 〃 (^ 0 ( 办 1 ，九 2)| = 
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而这个等式也就是 


"2) 


f n {x){h u h 2 ) = Jim 

t— ►O 

_ 

因为显然有 F t {h x M) = F t (h 2 M), 所以 

f f (x)(hi,h 2 ) = f r (x)(h 2 ,hi) 


t 2 


现在可以用归纳法逐字逐句地像在证明混合偏导数的值与进行微分的次序无关 
时所作的那样完成命题的证明. ► 

因而,映射 （1) 在点 : r € ?7的 n 阶微分是 n - 线性对称算子 

/⑻㈤ € Sl(TX x ,TX x ' : ⑷）〜 … ， X; Y )， 

它在由心€ TX x ~X 构成的向量组 （/ h , …， / in ) 上的值可按公式 （10) 计算. 

如果 X 是有限维空间， { ei ，… ， e 纤是 X 中的基底,而~ = / ij ei 是向量~心= 

) 按这个基底的展开式，那么由 f n \x) 的多重线性性，可得 

f { n ) ( x )( hw - 九 ) =/⑹⑷时〜，…，呤〜） 

=/ ㈨ ⑷ ( e “ ，…， 〜)咭 

或者对于 D ei ^-D e J(x) 利用前面的记号 di^.ijix ), 最后可以得到 

_ 

f {n) (x)(hir- ， h n ) 二 … 

这里,像通常一样，等式右端关于重复指标在它们的变化范围内（即从1到 fc ) 求和 

我们约定以下的简化 记号： 


1 


，n 


心， 


/ ( n ) ( x )(/ i , ，/ 1) =： f (n) (x)h 

特别地,如果所说的是有限维空间 X 和/^ = Vei , 那么 

f^{x)h n = d il ... i J(x)h ii - - 

这是我们在多元数值函数的理论中已经熟知的结果. 

P 

4 . 若干评注 

由于有记号 (11), 我们研究一个有意义的例子,下一节将用到它. 

，X n 的直积到线性賦范空间 Y 的 n - 线性连续算子. 

在上一段例5中证明了 A 是可微映射 A : 


( 11 ) 


n 


h ' 


) 是从线性賦范空间 


— ^4 ， 




，冗 n 


y 


X u 


m ■ 


X n - > V , 而且 


X 


X 


* » • 


乂’ ( a ^ ，… 

= 工 2, 


，工 n )(" l ， …. ，九 n ) 

.•， X n ) + …+雄1.， 


，— 1,^ n ) 
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这样一来，如果 Xi = -. = X n = X , 并且设4是对称算子，那么 

, x, h) =: (nAx n ~~ l )h. 


A f (x, … ， x)(/i，• • _ 5 h) = nA(x, 


Tl — 1 


这意味着，如果研究由条件 


F(x) A(a; ， … ， x) =: Ax 

定义的函数 F : X -> Y , 那么它是可微的，并且 

F , (x)h = (nAx n_1 )/i, 


n 


X 3x 


h-► 


也就是说，这时有 


F\x) — nAx 71-1 , 


其中 Ax 


Tl — 1 


= A ( x ^ 


， x ， 


71 — 1 


特别地，如果映射 ⑴械 xeU 有微分/ ( n ) ( x ), 那么函数 F(h) = f^{x)h n 
可微，并且 


F f (h) = nf {n) (x)h tl - 1 


( 12 ) 


在结束 n 阶导映射概念的讨论时，再作如下说明是有 益的. 如果原来的函数 （1) 
定义在赋范空间 ,X m 的直积 X 的集合?7上,那么可以谈论函数/关于变 

的一阶偏导映射决/⑽… ,d m f(x) 和更高阶的偏导映射 


Xi e Xi,i — 1 , 


m 


4 * * 


% 

) 


n &据 §4 中的定理 2, 在这种情况下,按归纳法得到， 如果在某个点 xeucx = 

X m , 映射 f :U 的所有偏导数 U(X) 连续，那么映射/在这个 

点有 n 阶微分 /(") ㈤. 

如果还考虑到那一节例2的结果,则可推出， 映射 


X x x 


X 


« » • 


U3x^f {n \x)e2(Xr- ,X;Y) 


次 


n 


Y 的所有 n 阶 （或等价地，直到 n 阶） 偏 导映射 

， m 连续. _ 

在 C / 中有直到 n 阶连续导映射的映射⑴组成的类用记号 C ^( U ; Y ) 表示,或 

者，当不致产生误会时,简记为 C ⑷ ( C 7) 或 C (n) . 

特别地， 如果尤 = Xi 


连续的充要条件是映射 /: U 


— > 


U 3 x di t ^.i n f(x) G , 


X n , 那么上述结论可以简单地表为 


X 


X 


* V * 


， m )， 


(/ G C {n) ) <=> U G … •，in = 1 ， 

这里和往常 一样， C 是相应的连续函数集的记号， 


• « • 
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习 


1. 给出等式 （7) 的完整 证明. 

详细作出/ ( n ) ( x ) 的对称性论断证明的最后部分. 

a ) 试证，如果对于一对向量 h u h 2 和区域卩中的映射⑴，定义函数 D hl D h J , D h 2 D h J , 

且它们在某个点 x £ U 连续,那么在这个点成立等式 D hi D h 2 f ( x )^ D h 2 D hl f ( x ). 

b ) 举数值函数 f ( x , y ) 的例子说明，使得混合导数 

d 2 f d 2 f 

dxdy ’ dydx 




Ti , 岛 在这个点相等，但一般来说，不能 

oxoy oyox 


在某个点连续，尽管由此根据 a ) 能推出 
推出函数在这个点的二阶微分存在性. 

c ) 试证，/ ⑺ (： r ， y ) 的存在性虽然保证在相应点混合导数 


d 2 f d 2 f 

dxdy、dydx 


存在且相等，但一般来说，不能推出它们在这个点连续 • 

4.设4 € £( X , …， X ; Y )， 而且4是对称的 n - 线性算子，试求函数 

的直到 n + 1阶（包括 n + 1在内）的逐次导数. 


Ax n :— A ( x ， …， z ) 


泰勒公式和极值的研究 


1. 映射的泰勒公式 

_ 

定理1如果从赋范空间义的点 X 的邻域= U ( x ) 到赋范空间 y 的映射 

f : U — Y 在 U 中有直到 n -1 阶（包括 n - 1在内）的导数，而在点 a ; 处有 n 阶导 

数 f ( n ) ( x ), 那么当时有 


等式 （1) 是各种形式的泰勒公式中的一种，这一次它确实是对非常一般的函数 
类写出来的公式了. 

◄ 我们用归纳法证明泰勒公式 （1). 

1时，由 f ( x ) 的定义， （1) 式成立. 

假设 （1) 对 n - 1 € N 成立. 


( 1 ) 


f(x -\- h )~ f ( x ) + f ( x)h + 


当 
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于是根据有限增量定理， §5 中公式 （12) 和所作的归纳假设，我们得到 ，当 h 


0 


时成立 


冚严 )( 调 I 

f LI 


h ) — (/㈤ + f \ x)h + 


+ 


■ 


• _ 


{ x )(9 h ) n ~ l ) \h 


^ sup \\ f f (x + eh) - ( f ( x ) + f f ( x )(9 h ) + 

O<0<1 II 

= oiiehr 1 )^] = o (\ h \ n ) ► 

这里我们不再继续讨论其他的,有时甚至是十分有用的泰勒公式形式.当时，在 
研究数值函数时，曾详细地讨论过它们.现在我们把它们的结论提供给读者（例如， 
可参看练习 1). 


+ 


* 鬌 * 


(n — 1)! 


内部极值的研究 

我们将利用泰勒公式指出定义在赋范空间的开集上的实值函数在定义域内部取 
得局部极值的必要微分条件和充分微分条件.我们将看到，这些条件类似于我们熟 
知的实变量的实值函数的极值的微分条件. 




定理2设/ : C/ — R 是定义在赋范空间X的开集 C/ 上的实值函数，且/在 

某个点的邻域有直到 k - l ^ l 阶（包括 fc-l 阶在内的）导映射，在点： r 本 
身有 k 阶导映射 

如果 f{x) = Or - ， / (fc_1 )(x) = o 且 /( fc )0r) # 0,那么为使; c 是函数/的极 


值点 


必要条 件是： fc 是偶数， f k Hx ) h k 是半定的①. 

充分条件是： f ⑻ ( x ) h k 在单位球面 |/i| = 1上的值不为零；这时，如果在这个球 


面上 


f ( k ) ( x ) h k 彡5 > 0, 


那么 a: 是严格局部极小点；如果 


/㈨㈤ /i fc <0, 


那么： r 是严格局部极大点_ 

为了证明定理，我们考察函数/在点: r 邻域内的泰勒展开式.由所作的假设 




可得 


f(x + /0 - / ㈤ = ^/ ( fc ) W / i fc + a ( h )\ h \\ 

其中 a ( h ) 是实值函数，而且当 /I — 0时 a ( h ) — Q 

①这意味着形式 f ㈨㈣ h k 不能取^不同符号的值，虽然可以存在某个 h ^ O 使它变为零.通常 
把等式/⑷⑷= 0 理解为对任意向量 /I 有 / (i) (x)/i = 0. 

* 译者注.这里“严格” 一词是译者加的. 


泰勒公式和扱值的研究 


83 


我们先证必要条件. 

因为 f { k ) ( x ) ^ 0,所以有向量 /loY 0,使 /( fc )( x)/iS ^ 0. 于是，对于充分接近于 
零的实参量夂 


f(x +爲) - /⑷= -/^( a ;)( t / io) fc + a ( t / io )|^ o| fc 

I 

_ 

~ f { k \ x ) h ^ + a { th 0 )\ h 0 \ 


k \ 


k \ 


括号内的表达式与 f ㈨ ⑷咕 同号. ； 

为使 a : 是极值点，当 t 变号时最后一个等式的左边（从而右边）必须不 邊变符 
号.这只有当 fc 为偶数时才可能. 

上述讨论表明，如果 x 是极值点，那么对于充分小的 i ， 差 /( a : + t / i Q ) - / Or ) 的 
符号与 f ik ) ( x ) hl 相同，因而在这种儈况下不可能有两个向量，使 / ( fc ) ( x ) 在它 
们上的取值有不同的符号. 

我们转到极值充分条件的证明.为了确定起见，我们研究 

_ 

♦ 

f { k \ x ) h k 彡5>0,当 P 


1 




的情况.这时 


f(x - \- h ) - f ( x ) = —/ ( fc ) ( x )/ i fc 4- a ( h )\ h \ 


k \ 


h 

I 


S + a ( h)j |/ i | fc , 

_ 

_ 

又因 /i — 0 时 a ( h ) ^ 0, 所以不等式的右端对于所有充分接近于零的向量 /I _ 0均 

为正.因而对所有这些向量 /i 




k \ 


f{x + h ) - /㈤ > 0, 


即: r 是严格局部极小点. 

严格局部极大点的充分条件可类似地验证. ► 

I 

j ? 

_ 

_ 

注1如果空间 X 是有限维的，那么以点 xex 为中心的单位 球面別 ％ 1) 是 
X 中的有界闭集，因而是紧集.这时,连续函数 f ^( x ) h k = d h … ik f ( x)hh 
( k - 形式）在 Sfe 1) 上有最大值和最小值.如果最大值和最小值异号,那么函数/在 
点 x 没有极值.如果它们同号,那么像定理2所指出的， f 在点 x 有极值.在后一种 
情况下，显然极值的充分条件可叙述为与它等价的 形式： 形式 f ㈨ ( x ) h k 是定的（正 
定的或负定的). 

我们在研究中的实值函数时所遇到的正是这种形式的极值条件. 


h tk 
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注2像我们在函数 f : R n ^ R 的例子所看到的那样，在极值的必要条件中所 
说的形式 }^{ x ) h k 的半定性还不是极值的充分条件. 

_ 

注3实际上,在研究可微函数的极值时，通常只利用一阶微分或一阶和二阶微 
分.如果根据所研究问题的意义,极值点的唯一性及极值的特性是显然的，那么在求 
极值点时就可只用一阶 微分： 求满足 f ( x ) = 0的点 

3. 一 些例子 

例 1 设 L e C ^( R S ; R ), 而 / e C ⑴ ([ a ，6]; R )， 换句话说， 


x . 


(w 1 , w 2 , w 3 ) 卜 > L(w 1 ， ix 2 ， w 3 ) 


f ( x ) 是定义在区间 C 1 R 上的 


是定义在 R 3 中的连续可微的实值函数，而 
光滑实值函数. 

我们研究函数 


F:C^)([a ， b];R) 


( 2 ) 


R 


― ¥ 


它由以下关系式给出 


C^([a,6];R)3/^F(/) 

L ( x , f ( x ), f ( x))dx e R 


(3) 


因此， （2) 是定义在函数集 C 7 ⑴ ([ a ，6]; R ) 上的实泛函 • 

在物理学和力学中，与运动密切相关的基本变分原理是众所周知的.根据这些 
原理，在所有可能的运动中真实运动的特点是，它们总是沿着使某些泛函有极值的 
轨道进行.与泛函的极值有关的问题是最优控制理论中的中心问题.因此，寻求和研 
究泛函的极值是重要的独立课题，分析中以大量篇幅讨论这个课题的理论，这就是变 
分学.为使读者对从数值函数的极值分析到寻求和研究泛函的极值的转变不感到突 
然的，我们已做了某些工作.但是我们不准备深入讨论变分法的专门问题，仅以泛函 

(3) 为例说明上面讲过的微分法和局部极值研究的一般思想 • 

我们要证明泛函 （3) 是可微映射并求出它的微分. 

首先指出，函数 （3) 可以看作由公式 


(4) 


Fi ( f )( x ) = L ( x , f ( x ) J f , ( x )). 


给出的映射 


Fi : 6]; IR ) ―> (7([ a , b ] \ M ) 


(5) 


和映射 


( 6 ) 


g ( x)dx € 


C ([ a , f >]; R ) 3 g ^ F 2 ( g )= 
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的复合. 


由积分的性质,映射 f 2 显然是线性连续映射，因而它的可微性问题是明显的. 

我们来证明朽也是可微的，而且 


F [( f ) h { x ) = d 2 L ( xJ ( x ) J , ( x )) h ( x ) 

+3 3 L ( x ， f ( x ), f ( x )) h f ( x ) 


⑺ 


其中 ZieC ⑴ ([ a ， b ]; M ). 

事实上，由有限增量定理的推论，在我们的情况下可得 


3 


{Liu 1 + A\u 2 + A 2 ,u 3 + A 3 ) - L^ 1 ,?/ 2 ,^ 3 ) _ y^L(y ， u 2 ， u 3 )A 

^ sup || d \ L(u + 0 A ) — d \ L { u )^ d2L{u + 0 A ) 

O<0<1 

—d2L{u)^d^L(u + ^A) — dsL{u) || *|A| 

彡 3 max \ diL(u + 9 u ) — diL ( u )\ * 


⑻ 


△1, 


[BBSS 


i=l ， 2,3 


(u\u 2 ,u 3 ),A = (A\A 2 ,A 3 ) 


其中 


u 




如果记起 C ⑴ ([ a ，6]; R ) 中函数 / 的范数 |/| c u ) 是 max {|/| c ，| 尸 | c } (其中 |/| c 是函 

数在区间上的最大模),那么设 y 

和 A 3 = / i '(: r )， 考虑到函数 diLiu 1 , u 2 , u z ) , i = 1,2,3在 R 3 的有界子集上的一致连 

续性，从不等式 （8) 得到 


= f ( x ) 7 u 3 = / A 1 = 0, A 2 = h ( x ) 


2 


= X^U 


\ L { xJ ( x ) + h { x ), f ( x ) + h f ( x )) 

- L ( x , f ( x ), f ( x )) - d 2 L ( x ， /( a :), f ( x )) h ( x ) - d 3 L ( x , f ( x ), / ， (^)) V ( a :)| 

o (|/4 ⑴）当 |/4⑴ — o 时， • 

而这意味着等式 （7) 成立- 

现在，根据复合映射的微分定理断定,泛函 （3) 确实可微，并且 


max 

a ^ x^b 




( d 2 L ( x , f ( x ), f ( x )) h ( x ) 

- hd 3 L ( x , f ( x ), f ( x )) h *( x))dx 

经常把泛函 （3) 限制在那样一些函数 / € ^([ a ^ ljR ) 的仿射空间上，它们在 
区间 [ M ] 的端点取固定的值/⑷= A,m = B . 在这种情况下，切空间 rcj 1 ) 中 
的函数/ I 在区间 [ a ,6] 的端点应该有零值.考虑到这一点，在这种情況下，利用分部 

积分，显然可把等式 （9) 化为 


F \ f)h 




(9) 


F ’（ f ) h = ( d 2 L ( xJ ( x ) J f { x )) 


d 


( 10 ) 


d 3 L ( x , f ( x ), f \ x )) h ( x)dx 




dx 
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当然要预先假设 L 和/属于相应的函数类 c (2) . 

特别地，如果/是这个泛函的极值点（极值曲线),那么根据定理2,对于任意使 
% h { a ) = h ( b ) = 0的函数 € C ^([ a , b ]; R ) 均有 F f ( f)h = 0. 由此，由 （10) 不难推 

出（见练习3)，函数/应该满足欧拉-拉格朗日方程 


d 


d 2 L(x, f(x), f(x)) - —5 3 L(x, f(x), f(x)) = 0 


( 11 ) 


这是在变分学中被称为欧拉-拉格朗日方程的特殊的形式，现在研究具体的 


例子 


例2短程线问题. 


在平面内连接两个固定点的曲线中，求长度最小的那条曲线. 

在这种情况下，答案是显然的，宁愿把它作为对以下推理的一个检验. 

我们将认为，在平面上给出了笛卡儿坐标系,在该坐标系中不妨认为点 (0,0) 和 
(1,0) 是给定的点.我们只限于研究那些曲线，它们是在区间丨0,11的端点取零值的 
函数 /6 C (1) ([0,1]; R ) 的图像,这种曲线的长度 


1 + (f) 2 (x)dx 


F(f) = 


( 12 ) 


依赖于函数/且是例1中所研究的那种类型的泛函.在所给的情况下，函数 L 有 


形式 


L(w'u 2 ， w 3 ) = ^/l 4 - (u 3 ) 2 . 


因此，在这里极值的必要条件 （11) 归结为方程 


/’㈤ 


d 


= 0 , 


dx 


由它推出，在区间[0，1]上 


尸⑷ 


三常数 


(13) 


是严格单调增的增函数' 所以 （13) 只有在 [ a ，&] 上 f ( x ) = 

_ 

常数时才能成立.这样一来，要求的光清极值函数应是线性函数，其图形通过点 
(0,0), (1,0). 由此推出/(岣 E 0,于是我们得到，连接两个已知点的直线段为所求 

的曲线. 


因为函数 


1 + U 2 


无处是常函数. 


译者注.原文为函数 


\/1 + U 2 
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1 3 最速降线 （或 捷线）问题 


这个于1696年由约翰.伯努利首先提出的关于捷线的经典问题乃是寻求那样 

的沟槽形式，质点沿着该沟槽在重力作用下在最短的时间内从已知点丹滑落到另 
一 更低的固定点巧. 

当然,我们忽略摩擦力.此外，在以后的研究中我们不考虑两个点位于同一铅垂 
线上的平凡情况. 

在通过点 Po . Pl 的铅垂平面内，引进直角坐标系，使得点尸 0 是它的原点，横轴 
垂直向下，而点朽有正的坐标 ( x uyi y 我们将只在定义在区间 [ 0 , 0 ：!] 上满足条件 
/⑼= 0 J ( x 1 ) = y 1 的光滑函数的图形中寻求沟槽的形式.我们暂且不讨论这个绝 
非无可争议的假定（见习题 4). 

如果质点从点 Pb 以零速度开始自己的运动，那么在所选择的坐标系中它的速 
度的变化规律为 




(14) 


回忆弧长微分的计算公式， 


(15) 


求出沿着由定义在区间 [0, X !] 上的函数2/ = /( aO 的图形确定的轨道运动的时间 


F ( f ) 


(16) 


dx . 




对于泛函（16)， 


1 + (u 3 ) 2 


L(v},u 2 ,u z ) — 


因此，极值的必要条件 （11) 在所给情况下归结为方程 


fix) 


d 


= 0 , 


dx 


从它推出 


fix) 


(17) 


其中 C 是不为零的常数.（因为 Po . Pi 不在同一_铅垂线上!) 

考虑到（15)，方程 （17) 可以改写为 


dy 


(18) 


ds 


但从几何的观点有 


dx 


dy 


( 19 ) 


— = cos op, — = simp^ 
ds ds 
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其中^是曲线的切线与横轴正方向间的夹角. 

比较方程 （18) 和 （19) 的第二个方程，我们求出 


2 


( 20 ) 


x = — sm 




c 2 


但从 （19) 和 （20) 得到 


dy dy dx 
-^ - - - 

dip dx d(p 


dx 




d ( sin 2 ip \ 

tgip d ^ ) 


2 


sm ip 


= 2 


由此求出 


(2 (p — sin 2< p ) + b 


( 21 ) 


y = 


2 c 2 


2 <p =: t , 可把关系式 （20) 和 （21) 改写为 


设 


=: a 


2 c 2 


a(l — cos t ), 
y = a(t — sint ) + b 


x 




( 22 ) 


因为 a # 0, 所以只在* = 2 kw , keZHx = 0. 从函数 （22) 的形式推出，不失一 
般性，可以认为点 Po = (0,0) 对应于参量 t = 0 . 这时6 = 0,我们得到所求曲线的 
更简单的参数形式 


— a(l — COS t), 

a(t — sin t ). 

这样，捷线是摆线,它在起始点 Po 是具有铅垂切线的尖点.常数即同位相似 
系数，应当这样选择，它使曲线 .(23) 也通过 点巧. 画出曲线 （23) 后，可以发现，这样 
的选择不总是唯一的，这也证实了极值的必要条件 （11) 一 般来说不是充分的.然而 
从物理意义考虑,在参数 a 的可能的值中应该选取怎样的值是显然的（其实也可以 

用直接计算来证实). 


X 


(23) 


y 




习 


1. 设/ : t / — y 是赋范空间入的开子集/7到賦范空间卩的 C ^ n ) ( U ; Y ) 类映射，闭区间 

[x, x + h ) 整个含于[/中，函数/在并区间] X ， x + h [ 的点有 n + 1 阶微分，而且在任意点 

) 证明，函数 


a 


9 { t ) = f{x + th )- (/㈦ + f ( x )( th ) + …+ ^ f ( n \ x )( th ) 
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在闭区间 [0,1] CIR 上定义在开区间10,1[上可微，且对任何 t €]0,1[成立估计式 


M |/ i | n+1 . 


b ) 证明， W 1)- S (0)|< 

) 证明以下的泰勒 公式: 


( n + 1)! 


c 


f(x + h) - (f{x) + f(x)h + … + ^/ ( n ) ( x )/ i n 


M 


\h\ nJh \ 




( n + 1)! 


d ) 如果•已知在 t / 内 / ( n +1) (; r ) 三0,问映射 f : U ^ Y 有什么性质？ 

a ) 如果 n -线性对称算子4对任意向量 : r € X 均有= 0,那么 A ( x u 

即在 X 中任意一组向量 A ， 

b ) 如果映射/ : C 7 — Y 在点 : r € C 7 有 n 阶微分 / ( n ) ( x )， 且满足条件 


， Xrt) = 0 5 


上算子4等于零. 


，怎 


/( a ; + / i ) = L 0 + Li / i +. •■ + -L n h n + 

Til # 

是 i -线性算子，而当 h 


0时 a(h) 


0，那么 jLi = 


其中 Li，i = 0,1，… 

严)(咖= 0，1，.. 

c ) 试证，一般来说，在上面的问题中，从所导出的函数/展开式的存在还不能得出这个函 

数在点 x 的 n 阶微分 /( n )( x )( 当 n > 1) 的存在性. 


― ► 


，n 


, 71 , 


■ 


d ) 证明，映射 £( X ; Y) BA^ A~ r e £( y ; X ) 在自己的定义域内是无穷可微的，而且 


， / in) = (-l) n A^ 1 h 1 A- l h 2 . A^h n A 


{A^ n \A)(h l} 


* 


• « 


et ) 设 w € (7(^6];^. 试证，如果对于任意使 h ( a ) = h ( b ) = 0 的函数 /i e C ( 2 )([ a , 卟 R ) 

满足条件 


b 


(p(x)h(x)dx = 0 ? 


那么在 [ a ， fc ] 上 ip(x) = 0, 

b ) 证明欧拉-拉格朗日方程 （11) 是泛函⑶在由 C (2) ([ a ,6]; R ) 中一切在闭区间 [ a ,6] 

的端点取给定值的函数构成的集合上的极值必要条件. 


-6 所截的截线分别是给定半径 r a ，r b 的圆周，在 


4. 设绕 a : 轴旋转的旋转曲面用平面 

所有这些旋转曲面中，求有最小面积的旋转曲面的经线公式 y = f(x)，a< x^b. 


x = a^x 


a ) 在最速降线问题中，函数 L 并不满足例1的条件，因此在这种情况下直接利用例1的 

结果是不合适的.试证，经过必要的修改，能重新导出公式（10)，它和方程 （11) 这时仍 

然有效. 

b ) 如果质点是从 p 0 点以不为零的初始速度出发，问捷线的方程是否改变（运动在闭管中 

无摩擦地进行） 

c ) 试证，如果 P 是从凡到 A 的捷线上的任意一点，那么这条捷线的从凡到尸的弧是 

连接 点对凡 ，尸的捷线. 


? 
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d ) 像最后的公式 （23) 所表明的那样，连接 P 0 , Pi 的捷线不一定都能写为 y = /( x ) 的形 

式.试利用习题 c ) 的结果推导公式 (23), 而不作关于捷线整体构造的类似假设. 

e ) 试给出点巧的位置，使得对应于点对 P 0 , Pi 的捷线在例3中引进的坐标系下不能写成 

y = f { x ) 的形式. 

_ 

f ) 试给 出点朽 的位置，使对应于点对 P 0 , Fi 的捷线在例3的坐标系下有形式 y = f ( x ), 

而且/矣 C ^([ a , b ]; R ). 因而得到，这时使我们感兴趣的泛函 （16) 在集合 C ⑴ ([ a , fc ]; R ) 
上有下界，但没有最小值. 

g ) 试证，连接空间的点对 Po , Pi 的捷线是平面曲线. 

在均勻重力场中，我们用质点沿着点对 Po,Pi 的捷线运动的时间来度量空间的点凡到点 
A 的距离 

a ) 在这个意义下求出点 ft 到固定铅垂线的距离. 

b ) 试求当点朽垂直向上逼近过点尸 0 的水平线时，函数 d ( P 0 , Pi ) 的渐近值. 

c ) 说明函数 d ( P 0 , A ) 是不是距离. 


4 


7 一般的隐函数定理 


在本章最后的这一节中，几乎所有的在这一章中发展起来的工具都将在作为示 
范的隐函数研究工作中展示出来.读者已从第8章得到了有关隐函数定理的内容和 
它在分析中的地位以及它的应用的基本知识，因此在这里我们不先正式地去解释事 
情的本质,仅仅指出，这 一次， 将用基于压缩映像原理的完全不同的方法构造隐函数. 

这个方法在分析中经常使用，并且，在计算中是很有效的. 

_ 

定理 设是赋范空间，而且 y 是完备的 空间； 


W = {( x , y ) G X xY\\x — xq \ < a 八 |y — yo| < /?} 


是空间的乘积 X x 7 中点 ( x 0 , y 0 ) 的邻域 • 

如果映射尸 ： w z 满足条件. 

1- F ( x 0 l yo ) = 0. 

_ 

_ 

2. F ( x ， y ) 在点 ( x 0 , y 0 ) 连续. 

• • . 

3. Fy ( x , y )^ W 有定义,且在点 { xo ,3/0) 连续 • 

4 . 巧 (x 0 ，y 0 ) 是可逆① 映射. 

那么存在X 中点吻 的邻域 U = U { x 0 ), V 中点 yo 的邻域V = V ( y ) 以及映射 

f : U — V 使得 

V . U xV CW . 

_ 

2' •(在 t/ x K 中 F ( x , y ) = 0) 分 （y = /( X )， 其中 [/，而 f ( x ) 6 V ). 

_ 

①即 3[F^(x 0j yo)]- 1 ^ r 
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3 7 - yo = f ( x 0 ). 

4'. /在点: Tf ) 连续. 


1°为了书写简单起见，不失一般性，可以认为 xo = 0， y() = 0,因而 


W = {( x r y ) G X x Y \\ x \ < a A \ y \ < P }. 


2 ° 在定理的证明中，依赖于参数 x G | x | < a , 定义在集 G Y \\ y \ < /?} ± 
的辅助映射族 


9 x ( y ) : = 2/ - {Fy(0, 0 )) 一 1 O F ( x ; y )， 


( 1 ) 


起着重要的作用. 

我们先来讨论公式 （1). 首先说明映射&的定义是否合理以及％的值域在什 


么地方 


对于 ( x , y ) € W 映射 F 有定义， F 在点对 ( x , y ) 的值 F ( x , y ) 属于空间1我 
们知道，在任意点 ( x , y ) e W 的偏导映射 F f y { x , y ) 是空间 F 到空间 Z 的线性连续 


映射 


Z 有连续的逆映射 （ g (0,0) 广 1 : 这说 

明确实能定义复合映射（6(0,0))- 1 。 F ( x , y ), 且它的值属于空间 

因此,对于点 0 e X 的 a ；- 邻域氏(0;«) := { a : e X || x | < a } 中的任意点 x , g x 
是从点 O e Y 的-邻域 


根据条件 4 ,映射以0, 0) 


Y 




B y {0; I 3) := {y e Y \\ y \ < (3} 


到空间 r 的映 射办： By (0; f 3)^ Y . 

显然，映射⑴与方程 F ( x , y ) = 0关于变量2/的可解性的问题的联系 乃是： 点 

y x 是映射如的不动点，当且仅当 F ( x , y x ) = 0. 

我们记下看到的这个重要结果： 


9x{yx) = Vx ^ F(x ， y x ) = 0 


( 2 ) 


这样一来，寻求和研究隐函数 y = y x = f ( x ), 归结为寻求映射 （1) 的不动点并 
研究它与变量$的相关性. 

3°我们证明，存在正数 7 < 


{ a ,/?}, 使得对于任意满足条件 | x | < 7 < a 的 

I 

点 x G X ，从球 By ( On ) := {ye Y \\ y \ < j </?} 到 Y 的映 射办： Sy (0; 7 ) — Y 是 

具有压缩系数不超过 1/2 的压缩映射.事实上，对于任意固定的 x € B x (0; a ), 从条 

# (3) 和复合映射的可微性定理推出映 射仏： B y (0^)^ Y 是可微的，而且 


mm 


(F ； (0,0))^o(^(^y)) 


9 f x { y ) 


ey - 




(3) 
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由于 F ;( x ， y ) 在点（0,0)的连续性（条件⑶)，可以找到点（0,0) eXxY ^ 


邻域 


{{x,y) G X x Y\\x\ < 7 < a 八 | y | < 7 < /?}， 


使在其中成立 


II 9 f x (y) ll^ll W。，。))- 1 II • II F^O)-F^y) ||< 

j h 

_ 

这里我们用到了 (^( O^))- 1 e £( z ; y )， 即 II (^( O^))- 1 II 
以下我们将认为 W < 飞和 | y | < 7, 因此估计⑷成立. 

于是，对于任意的$ G Bx (0；7)和任意的 yi , 2/2 ^ 办 (0;7)，根据有限增量定理 


(4) 


< OC 


我们得 


(5) 


II ^(0 II \yi -2/2I < olyi -V2 


\9 x { y \) -9 x { V 2)\ ^ 


sup 

€ ejyi ， V 2[ 


2 


为了断定存在映射办的不动点％，需要有那样的完备度量空间，映射知 
把它映入自身中（可能不到上). 

我们来验证，对于任意满足条件0 < e < 7的数 e ， 有开区间]0,7[中的数 

6 = S ( e ), 使对于任意的 
9x(By(0',£)) c By (0 ； e). 

事实上，首先根据 e 选取数5 €]0, 7 [使对 W <办有 

lffx (0)| = l ( g (0,0))- 1 oF ( x ，0)| 

<ii ( s ( o , o))- 1 ii in ^, o)i 

■ 

由条件1和2,根据它们有 F (0,0) = 0且 F ( x , y ) 在点 (0,0) 连续，上述事情是 
可以做到的. 

现若 W < 5⑷ < 7 且 M < e < 7,那么从⑹和⑹我们得到 

_ 

I^(y)| < \9x(y) - 9x(0)\ + l5x(0)| < \\y\ + -e < e, 


40 


B x (0;S), mM 9x 把闭球 B y (Q]£) 映入自身， 


x e 


⑹ 


< -£ 


而这意味着当 |xl < 5( e ) 时，有 


⑺ 


g x (B y (Q]e)) C B Y (0,e). 

? 

作为完备度量空间: K 的闭子集，闭球 B y (0；£) 本身是完备的度量空间- 

比较关系式 （5) 和（7)，根据不动点原理（见第 9 章§ 7 )可以推出，对于每 

_ 

个点 : r G B x (0]S{e)) =: U, 存在唯一的点 


5° 


y = 2/x =： f(x) e B Y (0;e) =： V ， 


它是映射 g x ： B Y (0;s)^B Y (0;e) 的不动点. 
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由基本关系式 （2) 知道所构造的函数 f : U ^ V 具有性质 2'， 而由条件 （1) 
F (0,0) = 0 得到性质 3'. 

根据 UxVc B x (0-,a) x B y (O;0) = W 的构造推出邻域17和 V 的性质 1' 

最后，从 2' 和在证明的第4°段中所指 出的： 对于任意的 

S(e) > 0((5( e )< 7 ), 使对任意的: r e B x (0;S(e)) 成立 


0 (e < 7 ) 有 


£ > 


5x(^y(0;e)) c By( 0 ;s), 


即当 W < 5 ⑷时映射如 ： By (0; e ) — B y (0；£) 的唯一不动点如=/(4满足条件 

\ f ( x )\< e , 可推出函数 y = / Or ) 在点 t = 0处的连续性，即性质 4'. ► 

我们证明了隐函数存在定理.现在,对这个函数由给定的函數 F 的性质所产生 
的性质作一些补充. 

_ 

补充1 (关于隐函数的连续性）如果除定理的条件外，还设映射 F : W — Z 不 

仅在点（种，如）连续，而且在它的某个邻域中连续，那么求得的函数 /:C — 圹不仅 

在点 x 0 eU 连续，而且在它的某个邻域中连续 • 


◄ 从定理的条件3和4,根据映射 


Sl(Y ； Z)3A^A- 1 e£(Z;Y) 


的性质（见§3中例 6) 推出，在点 ( x 0 , y 0 ) 的某个邻域的每一点算子 F ^ y ) e 
£(y ； z) 是可逆的，因此，当 P 的连续性具有所作的补充假设时，在点 ( x 0 , yo ) 的某 

个邻域中形如 ( x , f { x )) 的所有的点 （ i ，9) 都满足条件1 一4,而以前只在点 ( xo ， yo ) 


满足 


在这些点 ( x , y ) 中任意点的邻域内的重复构造隐函数的过程，我们就能得到在 
点5连续的函数 y = / Or )， 又由于2'，它与函数2/ = /(4在点: r 的某个邻域完全 
一样.而这正说明函数/在点5连续. ► 


补充2 (关于隐函数的可微性）如果除了定理中的条件外，还设在点 （ x 0 , 如）的 

邻域 W 中也存在偏导数 €( x , y )， 且 R (: r ， 2 /) 在点 ( x 0 , y 0 ) 连续，那么函数从 = /( x ) 

_ 

在点 x 0 可微，而且 J 


f(oo 0 ) = -( Fy ( x Ql y Q ) r l O ( F ^( x 0 , y 0 )) 


⑻ 


< 我们来直接验证公式 （8) 右边的线性算子 L G £( X ； r ), 实际上是函数2/ 
f ( x ) 在点$ 0 的微分. 

像以前那样，为了书写简单起见，不妨认为 X 0 = 0，如= 0,因此,/⑼= 0. 
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本 


我们先进行初步的计算 


\f(x) - /(0) - Lx\ = \ f{x) - Lx\ 

_ 

H/ ㈤ - ( K (_ 一 ^( i ^ O ’ O ))^ 

= |«(0,0))-叱(0,0)工 - i ^(0,0)/( x ))| 

= KF^^r^FixJix))- F(0,0) + F ； (0,0)x- F ； (0,0)/(x))| 

^ II (^(O^))- 1 || |F(x, f(x)) - F(0, 0) + F^(0, 0)x - F ； (0, 0)/(^)| 

<11 (6(0,0)) _1 II -a(xj(x))(\x\ 4 - 1/ ⑻ I )， 

其中当 0 , 2 /) -»• (0,0) W a{x,y) 0. 

在推导这些关系时考虑到了 F(x, f(x)) = 0 以及由偏导映射在点（0,0) 
处的连续性导出的函数 F (x,y) 在这点的可微性. 

为了方便起见，我们记 a :=|| 1 || 和6 HI (以0,0))- 1 || • 

考虑到 


\f{x)\ = \f(x) -Lx-V Lx\ ^ |/(x) - Lx\ + \Lx\ < \ f(x) - Lx\ + a|x|, 

可以继续上面所作的初步计算并得到 


\f(x) - Lx\ < b\a{x, /(x))|(|a + l||a;| 4- |/(x) — Lx\), 


或者 


(a + 1)6 

1 -6| a ( a ;,/( x ))| 

由 / 在点 a ： = 0 的连续性和 /(0) = 0,当 

时 a(x,f(x)) 

所以，从最后的不等式推 出：当 


a(xj(x))\x\. 

0时也有 fix) 0,因此当 x -^0 


|/(x) - Lx\ 彡 


x —> 


0 


0 时有 


x —► 


\f(x) - f{0) - Lx\ = \ f(x) -Lx\ = o(l^l). ► 

补充 3 ( 关于隐函数的连续可微性）如果除了定理的条件外，还设偏导映射 
在点 ( x 0 , 2/0 ) 的邻域 W 中存在且连续，那么在点: r 0 的某个邻域内函数 y = 

/ ㈤ 连续可微，并且它的导映射按公式 


f f (x) = — ( 亞， /( X ))) — 1 o (咖，/( X ))) 


(9) 


计算 


^从公式 （8) 我们己知知道，在使算子 F l y { xJ { x )) 可逆的那个点 A 导映射 f ( x ) 
存在，并可表为 （9). 
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剩下的是验证在所作的假设条件下，函数 f ( x ) 在点 
双线性函数 ( A , B ) 即线性算子 A , B 的乘积,是连续函数 

算子 B = - F ^( xJ ( x )), 作为连续函数的复合 

( xj ( x )) ^ - F ^( xJ ( x )), * 


的某个邻域内连续 


X = Xq 


X ^ 


连续地依赖于 

关于线性算子 A - 1 = F ^( xJ ( x )) 可以同样地叙述. 

还要注意（见§3中例 6) 映射 A - 1 ^ A 在它的定义域内也是连续的. 
这样 一来， 由公式⑼给出的函数 f ( x ) : 作为连续函数的复合，在点 

某个邻域内连续. ► 

现在可以作一个总结，并把它叙述为以下的一般 


X 


的 


X = XQ 


命題如果除了隐函数定理的条件外，还设函数 F 属于 C ^( W ； Z ), 那么由方 
程 F ( x , y ) = 0 确定的隐函数 


y = /⑻ 


在点; r 0 的某个邻城 (7 内属于 

I 

◄当 = 0 和 = l 时命题已经得证.如果注意到映射 


£( y ； Z )3 A ^ A~ 1 e St ( Z \ Y ) 

(无穷次）可微，以及当微分等式⑼时，右边总含有/的比左边低一阶的导数，那么 
从公式 （9) 用归纳法即可证明一般情况.这样一来，函数 F 有几阶光滑性，等式（ 9 ) 

就可逐次微分多少次 .► 

特别地,如果 


f ( x)hi = -( F '( x , f ( x )))- 1 o f ( x ))) h u 


那么 


f ,, (x)(h i ,h 2 ) 

d ( F ^ xJ ( x )))- 1 h 2 F x ( xJ ( x )) h l - ( Fl ( x , f ( x )))- l d ( F ^( x , 

( F ；( x , /( x )))- 1 ^^, f ( x )) h 2 ( F ^ x , /( x )))- 1 ^^, /( x ))^ 

(F ； (x, fix )))- 1 ((F 二 (x ， f ( x )) + F 二 (x, f(x))f(xrMh 2 
( F ；( x , f ( x )))- 1 (( F ^( x , f ( x )) + F ^( xJ ( x )) f ( x )) h 2 ) 

^ { F r y {x , f ( x )))- 1 F^x J ( x ))^ - ( F ^ xJix )))- 1 

X (( F xx ( x ^ f ( x )) + K ’ y ( x , f ( x )) f \ x )) h l ) h 2 - 
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用不那么详细但是更能一眼看清全貌的写法，这就是 


r ( x )( h l , h 2 ) = ( F ^ y 1 [(( F ^ x + (( F^ x 4 - F ^ nh^l ( 10 ) 


这样，原则上可以得到隐函数任意阶导数的表达式，但是正像我们从公式 （10) 
已看到的那样，在一般情况下这些表达式是十分繁琐的，用起来都很不方便.我们现 
在来研究一下怎样把所得结果具体用于最重要的特殊情况，即 X = R ' V = IT ， Z = 

R n 的情况. 

在这种情况下，映射2 = F { x , y ) 有坐标表示 




z 1 = F % 1 ， …， 


( 11 ) 


, x m , y l r - , y n ) 


z n = F n ( x \ 


偏导映射 g G £( R m ; R n )， i ^ e £( R n ; E n ) 由在对应点 ( x , y ) 算出的矩阵 


dF 1 dF 1 


8 F 1 


dF 


dy 1 


dy 


dx 1 


dx 


、 K = 


K = 


dF 


dF 


dF n dF 


dy 1 


dy 


dx 1 


dx 171 


给出 • 


我们知道， F 』 和 $ 的连续性等价于这些矩阵的所有元素的连续性. 

线性映射 !%( x 0 , y 0 ) e 的可逆性等价于这个映射所给出的矩阵的非 


退化性 


因此,在所研究的情况下，由隐函数定理推出：设 

… ，抑， ％，…， yj ) = 0, 


1) 


F n (xl 


， $『，2/士， …， 沾） = o ; 


: y n )(i = 1，…，打）在点 


，工 m ，2/\ 


2) F z ( 


X 


(xj ， … ，， yg ， … ， 2/J) G 1R 


x E n 


连续; 


dF 


， m ， 在点 


， y\ … ,2/ n ),i = 1, 


3) 所有偏导数 

•- ，吨，沭 f 的邻域有定义，且在这点连续; 


，工 
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4) 矩阵 g 在点 ㈣ ，.， 


说，…， yS ) 的行列式 


，上0 ? 


8 F 1 


dy 


dF 


dy 


不为零 


) 的邻域 C /， IT 1 中点 d . D 的邻域 V ，和 


那么存在中点04, 
坐标表示为 


， x 0 


=/十 1 ， 


), 


，x 


y 


( 12 ) 


= ^( x 1 , …， x m ), 


y 


的映射 f : u — v 使得 

1') 在点 « … ，成， ％，… , yJ ) GR m xR n 的邻域 C/x V 内，方程组 


F x ( x \ 


， y n ) = 0, 


•，: r 


r 


■ m 


，沒 1 ， … , y n ) = 0 


F n ( x 1 , 


，x 


等价于用等式组 （12) 表示的函数依赖关系 / : U 


V ; 


2，）士二尸 ㈣ ，…，妳)， 


2/0 =/ n « …，抑)； 

3，）映射 （12) 在点« " UnS ) 连续 • 

此外， 如果还知道映射 （11) 属于光滑函数类 C ⑻，那么从上述命题可以 看出， 映 
射 （12) 也属于类 C ⑻， 当然是在它的定义域内. 

在所研究的情况下，公式⑼被具体化为矩阵等式 

of 1 dF 1 


-1 


dF 1 dF 1 

dx ^ 


df 1 df 


dy 1 


dy 


n 


dx 1 


dx 


dF 


dF 


3 F n dF 

dx 1 dx 


n 


n 


n 


df 


df 


n 


dy 1 dy 

) 取值，而右边在相应点 


n 


m 


dx 1 


dx m 


等式中的左边是在点 Or 1 , 


m 


，: r 


(T 1 ， … ^'y 1 ， … ， y n ) 


取值，其中 


, x m ),i = 1, 


,n 


• * * 
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如果 n = 1，也就是在关于 y 求解方程 


F ( x \ 


， y ) = o 




W , F f y 的矩阵由一个元素，也就是一个数组成.在这种情况下, 

y = /(工 1 ， 


)且 


，x 


( 


dF 


dF 


df df 


dF 


(13) 






dx 17 J dx 


dx 15 T dx 


dy 


这时公式 （10) 也稍有简化，更准确地说，是可以改写为以下更对称的形式: 

(F^ x + + {F^ x + F^r)h 2 F f x h x 


(14) 


f ff { x ){ hi , h 2 ) 






(^) 


2 


1，那么 2/ = /($) 是单变量的实值函数，这时公式 （13)，(14) 


如果 n = 1且 

大大简化，变成了熟知的由方程 F ( x , 2/)=0 确定的隐函数的前两阶导数的数值等式 


m 




m = -^( 工，2/)， 


F i 


(F^ x + ^/on - {Fy, + FyyDK 


(^， y ) 


/ 〃㈤ 


■ 


(^) 


2 


习 


1_ a ) 假定除了定理中所说的函数/ : C 7 — Y 外，还有定义在 f 抑的某个邻域疗中且在 U 

中满足条件卯=/(吻）和 F ( x , f { x )) = 0的函数 f : U ^ Y . 试证，如果/ 在点 x 0 
连续，那么/和/ 在点 X 0 的某个邻域中相同 • 

b ) 证明，如果没有关于/在 X 0 连续性的假设，断言 a ) —般不成立 • 


再次分析隐函数定理及其补充的证明，并证明： 

a ) 如果 z = F ( x , y ) 是复变童 a :， y 的连续可微的复值函数，那么由方程 F { x , y ) = 0确定 

的隐函数2/ = f ( x ) 关于复变量 re 是可微的. 

b ) 在定理的条件中，空间 X 不一定要求是賦范空间，可以是任意的拓扑 空间. 


■ 


) 说明由关系式 （10) 给出的 r ( x )( h u h 2 ) 是否对称？ 
b ) 对于数值函数 fXx 1 ，：!： 2 ，!/) 和 F ( x , y \ y 2 ) 写出公式 （9) 和 （10) 的矩阵形式 


a 


C) 证明，如果 R 3 t M 4⑴€ £( R n ; R n ) 是无穷光滑地依赖于参量 t 的一族非退化矩阵 

A ( t ), 那么 




d 2 A~ x 


1 dA 




= 2 A ~ 


dt 2 


dt 2 


dt 


其中 A -1 = A _1 ( t ) 是矩阵 4 = A ( t ) 的逆矩阵的记号 
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a) 试证，定理的补充1是第9章§7中所研究的压缩映射族的不动点稳萣性条件的直接 


4, 


推论 


b) 设 : X ^ X } 是完备陚范空间X到X的依赖于参量£的压缩映射族， i 在赋范空 

间 T 的区域内变化.试证，如果 A { x ) = v?(t，;r) 是 C (n) (^x X ' X ) 中的函数,那么 

映射臬的不动点; c ⑷作为*的函数属于 c (n) (n ； x). 

a) 借助于隐函数定理证明以下逆映射定理. 

设 p : G — X是完备賦范空间 y 的点3/0的邻域 G 到賦空间X的映射. 

如果映射 x = 

1° 在 G 中可微， 

2° /⑼在 yo 处连续， 

3° g ^ yo ) 是可逆的算子； 

那么有 y 中点 yo 的邻域V C K 和X中点 X 0 的邻域 U CX 使得 g：V 是满 
单射，而它的逆映射/ : V在 t； 中连续，在 xo 可微且 


/» (沒’(如 )) 一 1 


b) 证明，如果除了 a) 中的已知条件，还知道映射5属于 C ^( V ; U ) 那么逆映射/属于 

C { n ) ( U ; V ). 


是光滑映射，在任意点X e 的矩阵满秩且满足不等式 

II (/ O" 1 ^) ll> C >0 ,c 为不依赖于X的常数.证明/是满单射. 

d) 利用解练习 c) 的经验，试给 出点吻 的那样的球形邻域 f/ = B { x 0 , r ) 的半径的估计，在 

其中反函数定理中所研究的映射 f ： u ^ v 明显是有定义的. 


c) 设/ 


n 


n 


_ 


― > 


a) 证明，如果线性映射4 € £(X;Y) 和 S € £,{ X ; R ) 使得 kevAc kerB (通常，记号 ker 

表示算子的核)，那么有线性映射 A e £(K 用，使得 S = A 




A 


Y 分别是定义在 X 上取值于 


b) 设 x 和 y 是陚范空间，而/ : x «和 

丑和 y 中的光滑函数.设 s 是 x 中由方程 3(4 = yo 给定的光滑曲面.证明，如果 

s 是函数/卜的极值点，那么与 s 在点 x 0 相切的任何向置&同时会满足两个条 


:X 


― ► 


xo € 


件： f f (^ o)h = 0和 g ’( xo)/i = 0. 

c) 证明， 如果帥 € S 是函数 /Is 的极值点，那么 f \ x Q ) - A. ^(xo ), 其中入€ &( X ; R ) . 

d) 试指出，对于定义在 R n 中光滑曲面上的函数，如何从上述结果求出条件极值的经典的 

拉格朗曰必要条件（拉格朗日乘子法). 


+ Cn = 0, 一 般说来，有 n 个不同的复根.试 


7. 众所周知，具复系数的方程，+ Ci2 n - X + 

证，至少在所有根不同时，方程的根光滑地依赖于方程的系数- 


4 • 



第十一章重 


1 n 维区间上的黎曼积分 


1. 积分定义 

a . W 1 中的区间和它的测度 

定义1 集合 J 彡:^= 1，…， n } 叫做 ! R n 中 的区间或坐标 

平行多面体. 


如果希望指出区间是由点 
常用记号夂， b 表示它，或者与一维情况类似,记作 a < a : 彡6 

定义2称与区间/ - {x € ^ ^ b\i = 

n - 为该区间的体积或者测度. 

z— X 

区间/的体积（测度）也用记号 〃⑺ 或者/ X ⑺表示. 

J 

引理1 IP 中区间的测度 

a ) 是齐次的，即如果 A / a ，6 := I 入 a ， Xb, 其中 A ^ 0,那么 


( a 1 ， …， a ” 和6 = (6 1 ， …， P ) 确定的，那么经 


1，…， n } 对应的数 | J | := 


|A/ a , b | = A n |/ a?b |; 


b ) 是可加的，即如果区间/，厶，…，4满足 J = U 厶且区间 hr - Jk 两两没 

i=l 

有公共内点，那么|/| = E |/ i |； 

i=l 
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fc 


C) 如果区间 J 被有限的一组区间八， 


，/fc 覆盖，即了 C u 4那么 |/| ^ E 1^1 

i— 1 i=l 


所有这些断言容易从定义1和2推出. 

b . 区间的分划和分划集的基 

■ 

设给定区间 / = {x 6 W 1 ^ ^ x i ^ b\i = , n }. 由坐标线段 [ a i ,6^ (i = 

1, …， n ) 的分划能导出把区间 J 分割成一些较小区间的分划，这些小区间是由上述 
坐标线段的分划间隔的直积得出的. 


定义3我们称 E 间/的上述（表成更小区间 h 的并集/ = U 心的）表达式 
为区间/的分划，并用记号尸表示. 3 一 

定义4称量 X ( P ) := 


d ( Ij ) (分划 P 的区间直径之最大者）为分划 P 的 


max 

1^3 


参数. 


定义5如果在分划 P 的每个 E 间乃中确定了一个点 G e h 则说给出了一 

个带“标志点”的分划. 

像以前一样，点组（匕，…，^)用一个符号 《表 示,而带有标志点的分划用记号 
( P 乂）表示. 

在区间/的一切带标志点的分划之集爭== {( P ,0) 中引进基 A ( P ) ^ 0,像一元 
的情况那样，它的元素 B d (d > 0) 由关系 式说: = {( P , e)e V \ KP ) < d } 确定. 

从参数 X ( P ) 任意接近于零的分划的存在性推出，53 = { B d } 确实是基. 

积分和与积分 

设/:/ 

C = ，€ fc } 的分划. 

定义6称和 


« 


是区间 J 上的实值①函数，而 P = …， 4} 是该区间带标志点 


(/ ， p ， o : =^2mi)\ii\ 


为函数/对应于区间/带标志点的分划 ( P ,0 的 积分和(黎 曼) 

定义7称量 


J f { x)dx 

为函数 / 在区间 J 上的积分（黎 曼)，如果这里的极限存在的话 


A( lim o a(/,P,e) 


_ 

* 


①注意,在以后的定义里，可以认为/取值于任意线性陚范空间，例如，可以是复数空间 C ， 空间 
， C n 等等. 
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我们看到，这个定义，乃至构造区间 / CR - 上积分的全部过程，都逐字逐句地 
重复着已为我们熟知的在 r 中的区间上定义黎曼积分的过程.为了更相似些，我们 
甚至保留了以前的被积表达式的形式 f ( x ) dx . 与它等价但更加舒展的积分符号是 


/( x 1 ， … , x n ) dx l 


dx 


或者 


， x n ) dx l 


dx 


为了强调这里所说的是在多维区域/上的积分，称它是 重积分 （与/ 的维数相 
应称作二重积分，三重积分等等） 

d . 可积性的必要条件 

定义8对于 函数厂 / — R , 如果定义7中所指的有限极限存在，就称/为区 

间 J 上的 (黎曼）可积函数. 

所有这样的函数组成的集用记号识 (/) 表示. 

我们引进以下可积性的最简单的必要条件. 

命题1 / €汛⑺今/ 在/ 上有界. 

◄设 P 是区间 J 的任一分划.如果函数/在 J 上无界,那么它在分划 P 的某 
个区间 h 上无界.如果是带有标志点 c 和 c 的分划,其中 f 和 e 
只在区间仏中取不同点4，以，那么 


cr(f, p, a - \mi 0 ) - /(Oii^oi- 

p 

由 / 在 h 中的无界性，我们可以变动点“中的一个，使最后一个等式的右边 
任意大.由柯西准则推出，当 A ( P ) — 0时，函数/的积分和没有极限. ► 

函数黎曼可积的勒贝格准则 

在研究一维情况的黎曼积分时，我们已经（不加证明地）向读者介绍了积分存在 
的勒贝格准则.这里，我们来回忆某些概念并证明这个准则. 

a . M n 中的零测度集 

定义9称集合 E C R 71 (在勒贝格意义下）有 （ n 维)零測度或称之为零測度集， 
如果对于任意 s >0, 存在集合五的至多可数个 n 维区间组成的覆盖{^}，且这些 

区间的体积之和 Y ：\ h \ 不超过二 
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引理2 a ) 单点集和有限个点组成的集都是零测度集 

b ) 有限个或可数个零测度集的并是零測度集. 

c ) 零測度集的子集也是零測度集. 

d ) 非退化①区间 7 a ， b C 不是零测度集 • 


引理2的证明与第6章§1第3段中所研究的一维形式的证明没有什么区别， 


因此我们将它略去. 


例1 中的有理点（所有坐标为有理数的点）集是可数集，因而是零测度集. 

例2设/ : J — R 是定义在 n - 1维区间 J C R — 1 上的连续实值函数.证明 
它在 R 71 中的图形是 n 维零测度集. 

I 

◄因为/在 J 上一致连续，所以对 e > 0,有 (5 > 0,使对任意点 xi , x 2 e 当 
X ! - x 2 | < 5时，有 |/( xx ) - /(^ 2 )| < £. 现在，若取区间了带参数 X ( P ) < 6 的分划 
P , 那么在这个分划的每个区间 Ji 上，函数的振幅小于己所以, 如果％ 是区间厶的 
任一确定点,那么 n 维区间 Ii = IiX [ f ( Xi ) - £, f ( xi ) + £] 显然包含函数/在区间 Ii 
上的图形，从而区间 / i 的并集 U &覆盖函数/在/上的整个图形.但 


\^i\ — |/i| ' 2e = 2e\I\ 

•r _ 

t 1 

中的体积， |/ i | 是 R n 中 A 的体积）因此，覆盖的总体积确实可 


(这里 | Ji | 是 

以任意接近于零. ► 

■ 

' h 

_ 

注1比较引理2的论断 b ) 和例2可以推出， 一 般地,连续函数/ : 1 

或连续函数/ : M ^ E , (其中 M C R 71 " 1 ) 的图形是 R n 中的 n 维零测度集. 


n— 1 


R 


引理3 a ) 在定义9中把用区间族 {/ i } 復 盖集合 E 理解为通常意义的覆盖， 

即 EcU 1 ^ 也可以理解为更严格意义下的覆盖，即要求五的每一点至少是{厶}中 

■ 

某一区 d 的内点.零測度集类不会因两种不同的理解有所改变 

b ) R n * 的紧集 K 是零測度集，当且仅当对任意 e >0, K 能用有限多个区间後 

盖，而且这些区间的体积之和小于 e . 

◄ a ) 如果 { JJ 是五 的覆盖，即五 C 且 EI 4 < e ,那么取 A 的同心相 

■ ■ 

区间 A 代替每个4得到区间族{&}，它 k 足条4 5：|^ < ，其中 A 是所有 

■ 

E 间共同的相似系数.如果 A > 1，那么显然有 { fi } 也^盖五 并使五 的任一点至少 
是 {/ i } 中某 一 区间的内点. 

①是指这样的区间 I a ^ b = { xe ^\ a i ^ x i - , n }, 对任意 i € {1，. ■ ， n }, 都成立严格 

不等式 & < M . 

® 换句话说, 在定义 9 中的区间是闭的还是开的， 是无关 紧要的 • 
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b ) 可从 a ) 和紧集 K 的任一开覆盖都包含它的有限覆盖推出（可取 {A \ 

作为这样的开覆盖,其中 {&} 为在 a ) 中所考察的区间组 .）► 

b . 康托尔定 理的一 个推广 

我们记得，函数/ : R 在集合五上的振幅是 


^(/;五）：= 


l/(^i) ~ /( 心） 1 ， 


sup 

Xi,X2^iE 


而函数在点:£；的振幅是 


(/;c4W )， 


o;(/ ， x) := lim 




S 


其中 UUx ) 是点 0 ： 在集合五中的邻域. 

引理4如果对于函数/ :尺 — R 在 紧集尺 的每一点都成立关系式 W (/ : : r ) < 

那么任给 e >0, 有5>0,对于任一点 xeK 满足不等式 w (/;«7|；( x )) < o ; 0 + 


£• 


吻， 


0时，这个断言变为紧集上连续函数必一致连续的康托尔定理.引理 
4 的证明可逐字地重复康托尔定理（第 4 章 §2 第二段）证明的模式，因此我们不再 


当 


^0 


赘述 


勒贝格准则 

像以前那样，我们说某个性质几乎在集合 M 的所有点成立,或者说在 M 上几 
乎处处成立，如果使得这个性质不成立的 M 的子集有零测度. 

定理1 (勒贝格准则）/ € 汛 ( J ) 分 (/ 在 J 上有界) 八 (/在 J 上几乎处处连续). 

◄ 必要性.如果/ e «(/), 则由命题1,函数/在/上有界.设在/上 l/K M 
现在验证/几乎在 J 的所有点连续.为此,我们来证明如果函数的间断点集 E 

不是零测度集,那么/ _沉⑺. 

事实上，把五表为五=^五„，其 中恿 

出， 如果丑 不是零测度集，则¥¥码 n 0 使得 集合五 n 。 也不是零测度集.设尸是把 

区间 J 分为区间组的任一分划.把分划 P 的区间组分为两类4和 S ， 其中 

_ 

U e P\h f|^ no ^ 0 A a;(/; /i)^ 2 ~|, 


c 


« 


el \ u ；( f ； x )^ 由引理 2 推 


n 


j _ 

j± — 


而 


B = P\A. 

区间集 4 构成集合五„。的一个覆盖.事实上,五„。的每个点或者位于某个区间 Ii€P 
的内部，这时显有 A e A 或者在分划 P 的某些 E 间的边界上.在后一种情况下，至 
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少在这些区间中的一个区间上，函数的振幅 （ 由三角不等式）不小于+，从而该区 

2 n 0 

间属于 A 

p 

现在证明，在分划尸的区间中用不同的方式选择标志点组$便可明显地改变 
积分和的值. 

我们选择这样的点组 d 在属于 b 的区间里两个点组的标志点相同，而在属 

于 a 的区间厶中选择 匕忠 使得 i/(o - m)\ 


，那么 


> 


3 rz 0 


J2 i^i > c >°- 


|a(/ ， P，0 — [(/ ⑹— /(^))l^l 


> - — 


3 n 0 


Ii^A 


UeA 


这样的常数 C 的存在性是从区间组 A 覆盖五„。和假设五„。不是零测度集得到的. 

因为 P 是区间 J 的任一分划，由柯西基本原理推出当 A ( P ) — 0时，积分和 

(/, p , 0 不可能有极限，即/穿 oi{iy 

充分性.设 e 是任意正数，而尽= { a ： € / K /; x )> e }. 按条件，拉是零测度集. 
此外，显然艮是/中的闭集，因此尽是紧集.由引理3,存在 ET 中的有限区 

,4使得艮 C 0 A 且 I ：叫< £.记 G 而用 C 2 和(7 3 分别表 

示以 / i 的中心为中心,相彳@数分为 2 和 3 的区间; £#. 显然，尽严格地位于 C 2 

的内部，并且集合 C 2 和 C 3 的边界间的距离 d 是正数. 

我们指出， 任意位于 C 3 中且两两没有公共内点的有限区间组的体积之和不大 
于 3 V ， 其中 n 是空间] IT 的维数.这是从集合 <7 3 的定义和区间测度的性质（引理 


a 


间组厂， 


1) 得到的 


同时指出，区间 J 的任一直径小于 d 的子集或者含于集合 C 3 , 或者含于紧集 
K = I \( C 2 \ dc 2 ) 这里扣 2 是的边界（因而\扣 2 是集合 C 2 的内点的 


集合) 


根据构造 E € Cl \ K , 在任意点 xeK 都有 u ;( f ; x )< e . 由引理 4 ,有5 > 0使 
对任意的点对 x u x 2 £K, 只要 -x 2 \<5 就有 1 /OrO - f(x 2 )\ < 2s. 

现可用以下方法进行可积条件充分性的证明.任取区间 J 的两个分别有较入= 
{ d , S } 小的参数 A (，)， A ( P 〃） 的分划设 P 是由分划 P \ P f, 的区间之交 

所构成的分划，即 p = % = cn 巧 '}• 比较积分和4/，尸，0与4/,产， O , 注意到 

m \ = d \^1 可得： 


min 


|cr(/ ， P’，0 - = [(/te) — 

^ I 

< Sil/tti)- /Ku)ll^l + s 2 |/W) - /(^*)||^|. 

这里，第一个和式 ^ 是对分划 P 的那些 区间心 求和，它位于分划，的含于集合 
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C 3 的区间$中.而其余的分划 P 的区间都归到和式中，亦即，它们全都包含在 
K 中（因为 A ( P ) < d .) 

因为在 J 上|/| < M ， 在第一个和式中用 2 M 代替|/(^) - /( 心)|就推出第一 
个和式不超过 2 M • 3%. 

在第二个和式中考虑到^^ elicK^M X(n < S , 则有|/(«)-/(^-)1<2£, 
从而第二个和式不超过 2 e \ I \. 

这样一東|<7(/，戶 / ，0-<7(/，巧01< (2 M .3 n + 2|/|) e , 由此（根据，和 P " 的平 

权性)，利用三角不等式,我们就对参数充分小的任意分划尸 '， 尸〃得到了 

W /， 广 ， O - cr ( f , P f , , n \ < 4(3 n M + \ I \) e . ' 

现在，由柯西准则便知/ G 91(7). ► 

注2因为函数极限存在的柯西准则在任意完备的度量空间中都成立.所以，从 
证明中可以看出，对于在任意完备的线性賦范空间中取值的函数，勒贝格准则的充 
分性部分(但不包括必要性部分）也成立. 

达布准则 

% 

我们还要研究只适用于实值函数的判断函数黎曼可积的一个有用的准则. 

a . 下积分和与上积分和 

设/是区间 J 上的实值函数，而 p = Ui } 是 E 间/的分划.设 




Mi = sup f(x) 

x£li 


mi = inf /⑻， 

xeh 


定义 10 称量 




分别为函数 / 在区间 J 上关于这个区间的分划 p 的（达布） 下积分和与上积 分和- 

P 

引理5函数 /:J — R 的积分和之间成立以下的关系： 

a ) s ( f , P ) = P , 0 ^ ^ sup ( r (/, P ,0 = S ( f , P ); 

€ f 

b ) 如果区间 J 的分划 P ' 是由分割分划 P 的区间得到的，那么 

s ( f , P ) < s ( f , P f ) ^ 5(/， 尸 'K 5(/, P ); 

c ) 对于区间 7 的任意一对分划尸 i ， P 2 , 成立不等式 s ( f ， I \) ( S ( f , P 2 ). 

◄ a ) 和 b ) 中的关系式可直接从定义6和定义10得到，当然还要用到数集的上 
确界和下确界的定义. 
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为证关系 c )， 只需考察由分划 A 和巧 的区间之交构成的辅助分划分划 P 
可以看作分划 P \, P 2 中每一个分划的加细，因此从 b ) 中的关系式推出 

s ( f , Pi )^ s ( f , P ) K S ( f , P ) < S (/， 巧). ► 


b . 下积分与上积、分 
定义 11 称量 


2 = sup 5(/, P ), 5 = inf S ( f ， P ) 


p 


p 


在区间 J 上的（达布） 下积分与上积分， 其中上确界和下确界 


分别为函数厂 J 
是对区间 J 的所有分划 P 取的 


从这个定义和引理5指出的达布和的性质可知，对于区间的任意分划 P 成立不 


等式 


定理 2( 达布定理） 对于任意的有界函数 — R 成立如下断言 

(^ ( ^ 0 s(/iP))A y^o s(/5jP)=3)； 

( 3 M 耙。■〜耙。剔 =3) . 

◄ 如果把这两个断言与定义11相比较，那么显然只需证明其中的极限的存在 
性.我们验证下积分和的情况. 

固定 e > 0 和区间 J 的分划 P e , 使对分划 n 有 S (/， P e ) > 2 - 己设 A 是区间 
I 的位于分划 P e 的区间的边界上的那些点的集合.如例2可得， r e 是零测度集.由 
集合 A 的简单结构，显然还存在那样的数 A e , 使对于任意满足条件 A ( P ) < A e 的分 
MP , 它与 A 有公共点的那些区:间的体积之和都小于 

现任取参数 A ( P ) < A e 的分划由分划 尸和炅 的区间之交作成辅助分划 P '. 
由分划巧的选择和达布和的性质（引理5)，我们得到 


£ 


3 — < S (/，_ P e ) < S (/， 产） 彡立. 

现在注意，在和 S ( f ， P ，） 与 s ( f , P ) 对应于分划 i 3 中与不交的那些区间 
的项是共同的.因此，如果在/上 \ f ( x )\ ^ M , 那么 

\ s ( f 1 P , )- s ( f 1 P )\<2 Me , 

这样，考虑到上边的不等式就得 到：当 A ( P ) < A e 时,成立关系式 

2 - s (/, P ) < (2 M + l ) e . 

把所得的关系式与定义 11 相比较，便推出极限 lip s(/ ， P) 确实存在且等于 2. 

A(P)—►O 

对于上和也可进行类似的讨论. ► 
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实值函 数可积性的达布准则 


* 


定理 3 (达布准则） 定义在区间 IcR n 上的实值函数 f •• I — M 在 I 上可积， 
当且仅当它在 J 上有界且它的达布下积分和达布上积分相等. 

换句话说， 




/€汛⑺分 （/ 在 J 上有界）/\(2 = 3). 

◄ 必要性.如果/ e ^1(7), 那么按命题 1 ， 函数/在 J 上有界.从积分的定义 7, 
量3 [和 5的定义 11 和 a ) 段的引理 5 推出，在这种情况下也有 2 = 3. 

充分性.因为 s ( f , P ) ^ ( T ( f , p,o < s ( f , P ), 所以当 2 = 5时，由定理 2 ,当 
X ( P ) — 0 时，这些不等式两端的项趋于同一个极限.因此， g A(P) — 0 时， tr(/, 

有极限，且极限值与上面的相同. 

注 3 从达布准则的证明中看到,如果函数可积，那么它的达布下积分与达布上 
积分一致，且等于这个函数的积分值. 


练习 


1. a ) 证明，零测度集没有内点. 

b ) 证明，说集合没有内点，绝非意味着这个集合是零测度集. 

c ) 构造一个零测度集，使它的闭包等于整个空间 R n . 

d ) 称集合 Ed 有零体积，如果对任意的 e >0, 可以用满足 




< 6 


的有限区间组 / i5 * • j k 覆盖它.试问，是否一切有界的零测度集都有零体积？ 

试证，如果集合五 C R n 是直线 1 R 和 （n - 1) 维零测度集 e C R n _1 的直积 R x e ， 那 
么 E 是 n 维零测度集. 

a ) 在 R n 中构造与狄利克雷函数类似的函数，并证明，有界函数/ : J — E 几乎在区间/ 

的所有点等于零，这并不意味着/ e 汛 ( J ). 

b) 试证，如果/ e «(/) 且几乎在区间 J 的所有点 /㈤= 0, 则 

J f ( x)dx — 0. 


在前面所讲的区间/ C R 上的黎曼积分定义和任意维区间上的积分定义7之间有些微小的 
差别，这与分划的定义及分划区间的测度的定义有关.试把这个细微的区别解释清楚,并验证 

J f { x ) dx , 如果 
J f ( x ) dx , 如果 


f ( x)dx = 


a < b 


f ( x)dx = — 


a > b 
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其中 J 是直线 R 上以 a ， fe 为端点的区间 . 

4. a ) 证明，定义在区间/ C M n 上的实值函数厂/ — R 在 J 上可积，当且仅当对任意的 

e > 0, 存在区间/的分划 P ， 使得 5(/ ? P ) - s { f , P ) < 

b ) 利用 a ) 的结果，并假定研究的是实值函数/ : / ^ R , 那么勒贝格准则的充分性部分的 

证明可以作某些简化.试独立地完成这些简化. 


e. 


集合上的积分 


1. 容许集 

以后，我们面临的不仅有函数在区间上的积分,而且有函数在中另外的一些 
不太复杂的集合上的积分. 

定义1称集合 EcW 1 是容 许的， 如果它在 DT 中有界，且它的边界3五是（勒 
贝格意义下的）零测度集. 

例1 M 3 ( R n ) 中的立方体，四面体和球都是容许集. 


例2设定义在 n - 1 维区间 J C IT- 1 上的函数 灼 ： J — R，i = 1,2, 在任意点 
I ： G J , 满足 ^ i ( x ) < ^ 2 ( x ). 如果这两个函数连续，那么由§1中例2可以断定， IT 中 
由这两个函数的图形和位于区间 J 的边界犯上的侧柱面所围的区域是中的容 


许集 


我们知道,集合 ecw 1 的边界 ac 由下列点组成，这种点的任意邻域中既有集 
合 e 中的点，又有 五在 ar 中的余集的点.因此,成立 

引理 1 对于任意集合五 ，五 i ，五 2 cR n : 

a) 沒丑是 M n 中的 闭集； 

b ) d(E 1 \JE 2 )cdE 1 [JdE2 ； 

c) d(Ei f| 五 2 ) C dE!\J dE 2 \ 

d) d{E l \E 2 )CdE l {jdE 2 . 

由此结合定义 1 可推出 

引理 2 有限个容许集的并或交是容 许集； 容许集的差也是容许集 ■ 

注1 一般来说，引理2对于无限个容许集不成立，而且引理1中相应的断言 
b ) 和 c ) 对无限个集也不成立. 

注 2 容许集的边界不仅是] IT 中的闭集,而且是 R n 中的有界集，也就是说,容 
许集的边界是肥 1 中的紧集.因此，由 §1 中引理 3, 它可以用体积之和任意接近于零 
的有限区间组来覆盖. 



第十一章重积分 


110 


现在我们研究容许集 E 的特征函数 


1，若 X G 五， 

0,若 x 多五^ 


X 丑⑷= 


对于任意集 合五， 函数 X B ( x ) 在集合五的边界点间断，且只在 E 的边界点间断 
此， 如果五 是容许集,那么函数 xM 就几乎在空间 IT 1 的所有点连续. 

集合上 的积分 




设/是定义在集合丑上的函数.像前面那样，约定用记号 h E (X) 表示在点 
E 等于 f ( x ), 而在£；外等于零（虽然 f 在 E 外没有定义）的函! 

定义2函数/在集合 五上的 积分由关系式 

f f { x)dx ：= J / Xe ( x)dx 


x e 


定义，其中 / 是任一包含集合五的区间. 

I 

如果等式右边的积分不存在，则说/ 在集合五上不（黎曼）可积. 否则就说/ 

在集合五上（黎曼）可积. 

由在集合 E 上黎曼可积的一切函数组成的集合用记号 ^ E ) 表示 ■ 

自然需要说明定义2的合理性，为此只需证明 

引理3如果 A 和是两个分别包含集合五的区间，那么积分 


fx E ( x ) dx , f XE ( x)dx 

J h 

同时存在或同时不存在，而且在同时存在时它们的值相等. 

◄ 我们考察区间了 = hf ] l 2, 由条件，/ 3五.函数的间断点或者与 f 在 E 
上的间断点相同，或者是函数的间断点， 从厕属于 dE E 无论是哪种情况，所有间 
断点均属于/门 AH / 2 .因此由勒贝格准则 （§1 定理 1) 推出， / x E 在区间上 
的积分同时存在或同时不存在.如果它们存在，那么我们可以根据自己的需要来选 
择 I , h , I 2 的分划，因此，我们只取区间 h , h 的那样的分划，它们是区间 I = hV[h 
的分划的延拓.因为所研究的函数在 J 外等于零,所以对应于 A 和乃的上述分划 
的积分和就等于区间 J 的相应分划的积 分和. 由此取极限后便知所研究的函数在 A 

mi 2 上的积分都等于它在区间 J 上的积分- 

从区间上积分存在性的勒贝格准则 （§1 定理 1) 和定义 *2 可推出 

定理1函数 — R 在容许集上可积，当且仅当它有界且几乎在集合五的 

所有点连续. 


◄函数 / Xe 与函数/相比,只可能在 集合五 的边界犯上增加新的间断点,而 
由条件，这种间 E 断点组成的集合是零测度集 .► 
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3. 容许集的测度（体积) 
定义3称量 


fJL(E) := 


1 • dx 


为有界集 E cW 1 的(若尔当）測度或体积，如果这里的（黎曼）积分存在的话 


因为 


X E {x)dx, 

而函数&的间断点集与0五相同，所以由勒贝格准则可知,所引进的测度只对容许 
集有定义. 

因而,容许集且只有容许集才是定义3意义下的可测集. 

现在解释量 fi ( E ) 的几何意义. 

如果五是容许集，那么 


1 * dx = 


X E (x)dx, 


X B (x)dx = 


X E {^)dx = 


M (五） = 


IDE 


其中后两个积分是相应的达布下积分与达布上积分.由积分存在的达布准则 （§1 定 
理 3 )， 集合的测度 fj ,( E ) 有定义, 当且仅当这里的下积分与上积分相等.按达布定理 
(§1 定理 2), 它们是函数对应于区间 J 的分划 P 的下积分和与上积分和的极限. 
但由函数 X E 的定义,下积分和等于分划 P 位于五 内的区间的体积（这是内接于 E 
的多面体的积）之和,而上积分和等于分划 P 的与集合五有公共点的那些区间的 
体积（外切多面体的体积）之和.所以 M (五）是当 A(P) — 0 时内接于 E 的多面体体 
积和外切于五的多面体体积的公共极限，这与通常的关于简单区域 EcR n 的体积 

概念相吻合. 

通常称„ = 1时的体积为长度，而 


时为面积. 

注 3现在我们来说明，为什么有时称由定义3引进的集合的测度 ii { E ) 为若 

尔当 测度. 


定义4集合 EcR n 称为 若尔当意义下的零測度集, 或者零体 积集， 如果对于 

任意的 e > 0,它可以用满足 




的有限区间组 A ， …， / fc 覆盖. 

与勒贝格零测度相比较，这里要求有限覆盖.因此若尔当零测度集类比勒贝格 
零测度集类小.比如有理点集是勒贝格零测度集但不是若尔当零测度集. 
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显然，为使内接于有界集五的多面体体积的上确界与外 切于五 的多面体体积 
的下确界相等（作为五的测度 M (五）或体积)，必须且只需集合五的边界服有若尔 
当零测度.正是由于这个原因，我们采用 

定义 5 集合称为若 尔当可 测的，如果五有界，并且它的边界有若尔当零 


度 


从注2可以看出，若尔当可测集类就是由定义1所引进的容许集类.这也就是 
上面定义的测度 ii { E ) 为什么可以称为（若尔当可测）集五的若尔当测度的原因. 


习 


1. a ) 试证，如果集合 E C 3 R n 使得 M 五 ） = 0,那么对于这个集的闭包丟也成立等式 ti { E ) = 


0 . 


b ) 试举出有界的勒贝格零测度集£ ，使五 的闭包忑不是勒贝格零测度集的例子 • 

c ) 试说明，是否应把§1中引理3的断言 b ) 理 解为： 对于紧集来说，若尔当零测度集概念 

和勒贝格零测度集概念是一致的. 

d ) 证明，如果有界集 E C R n 在 R n _1 的超平面上的射影有 n - 1维零体积，那么集合 E 

本身有 n 维零体积. 

e ) 试证，没有内点的若尔当可测集有零体积. 

_ 

a ) 如果 E 不是容许集（若尔当可测的)，定义2所引进的函数/在有界集£上的积分是 

否存在？ 

b ) 在有界但不若尔当可测的集£上的常值函数是否可积？ 

c ) 断言“如果函数/在集合五上可积，那么这个函数在集合五的任一子集 A C 五上的 

限制 / U 是乂上的可积函数”是否正确？ 

_ 

d ) 对于定义在有界（但不一定若尔当可测）集五上的函数/ :丘 

黎曼积分存在的必要条件和充分条件. 


，指出它在上的 


a ) 设五 是勒贝格零测度集，而/ : E — R 是 E 上的连续有界函数，/是否总在五上 


可积? 


b ) 对若尔当零测度集回答问题 a ) 

c ) 如果 a ) 中所指的函数/的积分存在，积分值等于多少？ 

布鲁恩-闵可夫斯基不等式 

对于非空集合 次 B c R n ， 令 A + 5 := {a + &|a e 木& e S }, 叫做它们的（闵可夫斯 

基意义下的向量）和.设 V ( E ) 表示集合 EcR n 的体积. 
a ) 验证，如果>1和 B 是标准的 n 维区间（平行多面体)，则 

V^{A + B) ^ V^{A) + V^(B). 




b ) 对任意可测紧集4和证明上述不等式（它叫布鲁思-闵可夫斯基不等式) 
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c ) 试证，布鲁恩-闵可夫斯基不等式仅在以下三种情况化作 等式： 或 K ( v 4 + B ) = 0,或 A 

和 S 都是单点集，或4和 B 是同位相似凸体. 


积分的一般性质 


1. 作为线性泛函的积分 

命題1 a ) 有界集 EcR n 上黎曼可积函教集 di { E ) 关于通常的函数加法和函 

_ 

数与数的乘法运算是线性空间. 

b ) 积分是空间汛(五）上的线性泛函 


D \( E ) 


M 考虑到有限多个零测度集的并集也是零测度集，则从函数在区间上积分存在 

性的勒贝格准则可直接推出论断 a ). 

考虑到积分和的线性性，由极限过程得到积分的线性性. ► 

注1由于当 A ( P ) ^ 0时积分和的极限与标志点《的选择无关，可以推出 

_ 

(/ G 货(丑))八(在 K 上几乎处处有 fix ) = 0) ( f E f ( x)dx = 0). 

因此，如果两个可积函数在集合五的几乎所有的点都相等，那么它们在五上 
的积分也相等.所以，如果把在集五上几乎处处相等的函数作成一个等价类，作线 
性空间叫五）的商空间，那么，由这些等价类组成一个线性空间 ^{ E ) ,积分也将是 

vk ( E ) 上的线，性泛函. 

2. 积分的可加性 

虽然我们遇到的总是容许集五 c R n , 而在第一段中也可以不作此假设（我们就 

_ 

是这么做的)，但是，以下将只涉及容许集. 

命题2 设五 1，五2是『中的容许集，而/是定义在 Ei \ JE 2 上的函数 
a ) 成立关系式 


f ( x)dx 0 3/ f { x)dx A 3 / f ( x)dx 


3 


E\ (J 


f ( x)dx 


E\ n E2 


b ) 如果还知道那么在积分存在的条件下成立等式 


f ( x)dx = / /( x ) rfx + / f ( x)dx 


E\ (J 
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◄ 断言 a ) 可从容许集上黎曼积分存在性的勒贝格准则 （§2 定理 1) 推出，这时 
只需注意容许集的并集和交集也是容许集 （§2 引理 2). 

为了证明论断 b )， 我们首先指出 


(X) 


㈤= X El ㈤+ X& ( 工 ) 


— X 


X 


^1 n ^2 


E 1 U^2 


因此，取 /D 五山五2,利用它可得 


j fx El ( x ) dx 

(x)dx 


(x)dx 


f(x)dx — I fx 




E X U 五 2 


U ^2 


n 五 2 




f(x)dx + / f (x) dx 


五 1 


这是因为，从 a ) 知道积分 


f{x)dx 


(x)dx = 


n e 2 


的门 五 2 


存在，而因 n e 2 ) = o, 所以这个积分等 于零. （见注 l) ► 

3. 积分的估计 

s 

a . 一 般估计 

我们从积分的一个一般估计开始，这个估计对于取值于完备线性赋范空间的函 
数的积分也成立. 

命题 3 如果 / em (五)，那么|/| ejn (五) ，而且成立不等式 


f{x)dx < / \f\(x)dx 


^|/|G Oi(E ) 从积分的定义和函数在区间上可积的勒贝格准则推出 
上述不等式从相应的积分和的不等式取极限即可得到. ► 

b . 非负函数的积分 

以下断言仅涉及实值函数. 

命题4 对于函数/:五 —R 以下命題成立： 


(/ G 汛 (五 )） 八 （Vx € E{f(x) > 0)) = J > / f{x)dx ^ 0. 
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事实上，因为在£?上/⑷彡0,所以在 R n 中 fx B ( x )^ 0 . 其次，由定义 


fx B ( x ) dx ^ 


f ( x)dx 




IDE 


按条件,后一个积分存在，而它是非负积分和的极限，所以积分非负. 

从命题4依次得到 

推论1 


( L 9 ^^( E )) A ( f ^ g , 在 E 上) 

f ( x ) dx(f g ( x)dx 




推论2如果/ G 讯 ( E ) 并在容许集五的每一点满足不等式 m 彡 f { x ) ^ M , 


那么 


mfji ( E ) ^ / f ( x)dx ^ 

J e 

推论3如果 / G (五 )，m = inf f [ x)，M = sup /( x ), 那么有数 0 6 [ m ， M ] 使得 

xeE 


f ( x)dx = Oii ( E ) 


推论 4 如果五是连通的容许集，函数 — M 连续，那么有点 《 e 五使得 


f ( x)dx = f ( O ( E ) • 


E 


推论 5 如果对推论 2 补充假定：有定义 在五 上的非负函数那么 


g ( x)dx < / fg ( x)dx < M / g ( x ) dx . 


E 


E 


最后的论断是一维积分中的积分中值定理的推广，通常也称它为积分中值定理_ 

r 

◄ 它可以从不等式 mg ( x ) < f ( x ) g ( x ) < Mg { x ), 并考虑到积分的线性性以及推 
论1推出，也可以采用如下方法直接证明：把集合五上的积分化成相应区间上的积 
分,对积分和验证不等式,然后取极限.因为所有这些在一维的情况已详细地讨论过， 
所以我们不再停留在细节上.我们仅仅指出，显然可从勒贝格准则推出函数/和 5 

的乘积如的可积性. ► 

现在我们利用所得到的关系式验证以下有用的引理，以展示这些关系式的作用 • 

引理 a ) 如果在区间 J 上非负函数 /:/ — 脫的积分等于零，则在区间 J 的几 
乎所有的点 f ( x ) = 0, 

b ) 用任意容许（即若尔当可测）集五代替区间/时，论断 a ) 仍然成立- 
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◄ 由勒贝格准则，函数/ e fR (/) 在区间 J 上几乎处处连续，因此，如果我们能 
证明/在任意连续点 a G J 有 /( a ) = 0,那么论断 a ) 便得到证明. 

假设/⑷ > 0,则在点 a 的某个邻域 C //( a ) (邻域 C //( a ) 可以认为是区间）有 

f ( x ) 彡 c > 0,所以，由已证的积分性质 


f ( x)dx + 


f ( x)dx 


U!(a) 




f ( x)dx > cfjb ( Uj ( a )) > 0. 




t//(a) 


所得的矛盾说明论断 a ) 成立.如果把这个结论用于函数/%并考虑到 fi ( dE ) = 
0便得论断 b ). ► 

注2从刚证明的引理推出，如果£?是 IT 1 中的若尔当可测集，而 ^{ E ) 是注1 
中的等价函数类的线性空间（每个等价类中的各个函数在集五上都可积,且彼此只 
可能在勒贝格零测度集上有所不同)，那么量 II / ||=焱1/1 ㈤ dx 是 ^( E ) 上的范数. 


事实上，因为现在从等式仏 \ f \( x)dx = 0 可以推出/和恒等于零的函数属于 


同一个等价类 


习 


1 .设 E 是具非零测度的若尔当可测集，而/ :五 — ir 是五上的连续非负可积函数 ， M = 

sup/(x). 试证， 


1/n 


lim 


= M 


证明，如果 /，g € m(E ), 那么成立 

a ) 赫尔德不等式 


(乂1力》) (乂’⑷也） ， 


( f ^ g )( x ) dx \ ^ 


其中 P 彡 l ， g > 1 ，且 一 + — = 1 ; 

V Q 


b ) 闵可夫斯基不等式 


) l/p / r \ !/P / r \ 1 /P 

< (Je l/| p ㈤ 办 J + ( 人 |ff| p (3 ： )da:j ’ 


!/ + #( 


其中 p 彡 1 


试证 


c ) 如果 0 < P < 1 ,上面的不等式变为反向不等式, 
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d ) 在闵可夫斯基不等式中等号成立，当且仅当存在数 A > 0,使得在上几乎处处成立 


f = Xg 或者 9 — 


i/p 




,这里 ME ) > 0,关于 p e R 是单调的，且当 


e ) 量 || / || P = 

p > 1时是空间 ^ R ( E ) 的范数 


说明在怎样的条件下赫尔德不等式中的等号成立. 

设 K 是 R n 中的若尔当可测集，而且 fi { E ) > 0. 验证，如果 C ( 五; R )， 而/ 
凸函数，那么 


是 


/ {f o < p )( x)dx 
J E 

a ) 试证，若丑是 IT 中的若尔当可测集，而五上的可积函数/ :五 

连续，则 


( p ( x)dx J ^ 


/X ⑹ 




在它的内点 a 


4. 


— > 


f ( x)dx = /( a ), 


A 1 ?。 Mt/f ⑷） 

其中 U s B { a ) 表示点 a 在集 E 中的 <5 -邻域. 

b ) 验证，如果把条件 “a 是五的内点”用条件“对任意的5 > 0有 M ( t 4( a )) > 0” 来代 

替，上面的关系仍然成立. 


U%(a) 


4化重积分为累次积分 


1. 富比尼 ® 定理 

到目前为止,我们讨论了积分的定义，它的存在条件以及它的一般性质.这里将 
证明这样一个定理，它与变量替换定理一样是计算重积分的工具： 


定理③设 X x 1" 是 R m + n 中的区间，它是区间 X CW 71 和区间 Y CW 1 ¥j 

在 X x Y 上可积，那么积分 


直积.如果函数 /:Xxy 


— ► 


f ( x , y ) dxdy , dx f ( x , y ) dy , dy f ( x ， y)dx 


X 


Y 


X 


Y 


XxY 


同时存在且彼此相等 • 

在着手证明定理以前，我们先解释一下公式中所引进的记号的意义. ' 
积分 fxxYf (^ y ) dxd y 表示我们熟知的关于变量 x € X,yeY 的函数/在区 
间 X x y 上的积分. 

① 富比尼 （ G. Fabini) (1879—1943) 是意大利数 学家, 他的主要著作是关于函数和几何理论的. 

② 这个定理早在函数论中有名的富比尼定理出现以前就己经得到证明 ，它 是富比尼定理的特殊 
情况.但通常把重积分的计算化为低维累次积分的定理称为富比尼型定理，或为简单起见，就称为 

富比尼定理. 
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记号 Ix dx Iy f ( x ^ y ) d y 应作如下理解：对于固定的值 x e x 计算区间 y 上的 
积分 F(x) = J Y f(x,y)dy, 再将所得的函数 F •• X — R 在区间 X 上积分.这时,如 
果对于某个点 : r e X 积分 


y)dy 


Y 


不存在，那么令 F ( x ) 等于包括下积分 J ( x ) - J _ Y f { x , y)dy 和上积分 《7(; c ) 
J Y f ( x , y)dy 本身在内的』⑷和 J ( x ) 之间的任何 一 7 个数.将证明 P e 

记号 dy / x /(; r , y)dx 有类似的意义 ■ 

在证明定理的过程中将会清楚，使 J(x) ^ J(x) 的点 x G X 的集合是 X 中的 

维零测度集. 

类似地，使积分 / x /(A y)dx 不存在的那些 y^Y 的集合是 Y 中的 n 维零测度 




m 


集 


最后我们指出，与当时约定叫做重积分的 m + n 维区间 X xY 上的积分不同, 

_ 

通常称先计算函数 /( A 2/) 在 Y 上后在 X 上或先在 X 上后在 V 上的积分为这个 

函数的累次积分. 

如果 x 和 y 是直线上的区间，那么所述定理原则上把区间 Xxy 上二重积分 
的计算归结为逐次计算两个一维的积分.显然,应用这个定理若干次,可以把维区 
间上积分的计算化为逐次计算个一维积分. 

所述定理的实质是很简单的，它可以说明如下.我们研究把区间 xxy 分为区 
间 Xi x K 的分划所对应的积分和 


1;/(_)><|孙叩 




因为 f ^ EXxY 上的积分存在，所以标志点 eXixYj 可以随意选择,我们把它 

取作选择 Xi£XiCX 和选择妁 e K C Y 的“直积”.这时可得 

id i 3 


这正是我们的定理取极限前的形式. 

■ 

现在给出它的正式证明. 

◄区间 x x r 的任意分划尸由区间 x 和 y 的相应分划 p Xj Py 导出，这时， 
分划 P 的每个区间是形如不 X K 的直积，其中足和 K 分别是分划 Px,Py 的 g 
间 X ^ Yj . 由区间体积的性质，有 |Xi X y }| = |不|.闷，其中每个体积是相应的区间 
在它们自己所属的空间 


， R m ， R n 中体积 


m+n 
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现在，利用下确界和上确界的性质，下积分和与上积分和的定义以及积分的定 
义,进行以下估计： 


以卜5：恶/ ㈣ 内 a 


名 , J veYj 


|Xi| 

f ( x , y ) dy \ | Xi | ^ 




sup 


^ E su ? \Y1 sup f ( x , y )\ Yj \ ] \ Xi \ 

x^Xi 一" 


r 奶 

^ yz snp f ( x : y)\Xi xYj \ = S ( f ， P ) 

y^yj 


因为 / g 9 i(x x y ), 所以当 x ( P ) — o 时，这些不等式两端的项趋于函数 / 在 
区间 X X y 上的积分值.于是从所写的估计中推出 F e m ( X ) 且成立等式 


f ( x , y)dxdy = / F ( x)dx 


我们完成了先在 y 后在 x 的累次积分的证明.显然先在 x 后在 y 的累次积 
分的情况可以类似地进行讨论. ► 


2. —些推论 

推论1若/ e 汛 (X x y ), 则（在勒贝格意义下）对几乎所有的 x e X , 积分 

fy f ( x , y)dy 存在；对几乎所有的 y € y ， 积分 f x f(A y)dx 存在. 

_ 

◄ 根据所证的定理，有 


/( x ， y)dy da : = 0, 


f ( x , y ) dy - 


而括号中的上、下积分的差是非负的.根据§3中的引理可以推出，这个差在几乎所 
有的点 xex 等于零.于是，由达布准则 （§1 定理 3), 对几乎所有的$ e x 积分 

/ y /( x , y)dy 存在. 

所作断言的第二部分也可类似地证明. ► 
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推论2如果区间 IcR n 是闭区间厶=[七，6*沿=1，…， n ) 的直积，那么 


b n 


b n - 


b 


2 


f ( x)dx = 


f(x 


)dx 


dx 


dx 


，： r ， 


，x 


■ * 


^ 显然，重复利用所证的定理便可得到这个公式.右边的所有内层积分都像定 
理中那样理解.例如，处处可以置入上积分号或下积分号、 ► 


(x + y y 求这个函数在区间/ c r 3 上的积分，其中 I 


例 1 设 /( re ， 2/， z ) = 

由关系式0 < Z 彡 TT ，| y | 彡 兀/2,0 < 2 彡1确定 


zsin 


根据推论2,有 


tt/2 


/// 


dy I ； 2 ； sin ( a ; + y ) d:r 


/( x , y , z)dxdydz = 


dz 


—tt/2 


0 


0 


7r/2 


(-z cos(x + y )\ l^ Q )dy 


dz 


—tt/2 


0 


tt/2 


2 z cos ydy 


dz 


-tt/2 


0 


tt/2 


(2 z sin i / 


)dz 


4 zdz = 2 




y—— 7r/2 


0 


0 


可以把所证的定理用于十分一般的集合上的积分的计算 


推论3设 D 是 KT - 1 中的有界集，而 


E = {(x,y)^ K n |(x eD)A ( 仍 (x) 内 ⑻)}. 


若 / e 汛(五)，则 




/ f ( x 7 y)dxdy = dx 

J E J D Jti 


( 1 ) 


f ( x , y)dy 


V?i(a?) 


◄若; r e D ， 设私 = {( x , y ) e R n \ ifi ( x ) <y ( 而当 尤耷 D 时，令 

E x ^ 0 . 我们看到， x E { x , y ) = Xd ⑻. x Bx (yy 回忆集合上积分的定义并利用富比尼 



化重积分为累次积分 


121 


定理，我们得到 


fx B ( x ^ y) d _ 


E 


IDE 


fx E ( x ^ y) d v 


dx 


I X DD 


I y DE x 


f(x ， y)x Ex (y)dy x D (^) dx 


lx 


ly 


V?2 ⑷ 


f [ x ， y)dy x D ( x ) dx 


lx 

⑷ 


/( x ， y)dy dx 


⑷ 


D 


这里，内层积分也可能在点 xeD 组成的某个勒贝格零测度集上不存在，这时 
它有像上边证明了的富比尼定理中一样的含义. ► 

I 

注在推论3的条件中，如果集合 D 若尔当可测，而函数 i Pi : D -^ U(i = h 2) 
连续，那么集合 ECW 1 若尔当可测. 

<集合五的边界服由两个连续函数 ipi ： D = 的图形（由§1例2, 

它们是零测度集）以及集合 D c R - 1 的边界与充分大的长为 Z 的一维闭匡间的直 
积的一部分 Z 组成.按条件，犯可以用 n - 1维区间组覆盖，且这些区间的 
维体积之和小于 e //. 这些区间与所选（长为；的）区间的直积给出了集合 Z 的覆盖, 
它们的体积之和小于 

根据这个注可知，这种结构的可测集（像任意可测集一样)五上的函数/ :五 
leR 是可积的.利用推论3和可测集的测度的定义可以推出 

推论 4 在推论 3 妁条件中如果集合 D 若尔当可測，而函数 ^ : D -* R{i = 

_ 

1，2)连续，那么集合五可測，且它的体积可以用公式 


£ 


( 2 ) 


= / {( p2 ( x ) - < fi ( x))dx 


D 


计算 


IJ 2 我们对圆 E = {( x , y ) € K 2 | x 2 + 2 / 2 ^ r 2 } 应用这个公式，得至！ 1 


"( E ) 




—r 


tt/2 


r cos < pd(r sin ip ) 


= 4 


o 


o 


tt/2 


2 


2 


2 


(pdip 


= 4 r 


=nr 


cos 


0 
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推论5 设五是区间 / CR n 中的可测集，把了表为 
的直积 I = I x x Iy . 则对几乎所有的值 yo e 4,集合五用 n - 1维超平面 y = 2/0所 
截得的截面 E VQ = {( x , y)e E\y = y 0 } 是这个超平面的可测子集，而且 


1维区间4和区间 Iy 


n — 




fl ( E y ) dy , 


(3) 




其中 以 E y ) 当 E y 可測时是集合巧的 

f 1 . drr 和 1 ^ dx 

^ E y J 

4 设 / = :并考虑到 x E { x , y ) = (^) - X/ x iy ) ,利用所证的定理和推论1 


1维测度，而当乓不可测时，它表示数 


n — 


之间的任意一个数 


得 


特别地，由此得到 


推论6 (卡瓦列里 ® 原理） 设 >1 和召是空间 M 3 中两个有体积（即若尔当可測) 
的物体.设 


A c = {( x , y , z ) e A 


} 


和 


B c = {( x , y , z ) e B\z = c } 


分别截物体 A 和 B 所得的截面.如果对于每个 ceR , 集合 A C , B C 


是用平面 

可测并有相同的面积，那么物体4和 S 有相同的体积 • 


Z = C 


显然，卡瓦列里原理可以推广到任意维空间 M n 中. 

例3利用公式⑶计算欧氏空间 R " 中半径为 r 的球 B = {x G M n || x | < r } 
的体积％. 

_ 

显然 ， Vi = 2 r . 在例2中求得 V 2 = Trr 2 . 我们将证明 K =: c n r «, 其中 c n 是常 
数（下面我们再计算它).取球的任一直径 [- r , r ] 并对每个点 z € [- r , r ] ,研究用垂 
直于所取直径的超平面截球 B 所得的截面因为5$是 n - 1维球，由毕达哥拉 
斯定理其半径等于 , 用归纳法并利用公式（3)，可得 


tt/2 


)^dx = 


2 


cos 71 < pd<p 


Cn_l (厂 


K = 


^n —1 


-tt/2 


(显然，在导出后一个等式时作了变换 

于是证明了 K - c n r -, 而且 


sirup .) 


X 


r 




tt/2 


⑷ 


cos n ( pdip . 


Cn = Cn_i 


—tt/2 


①卡瓦列里 （ B. Cavalieri ) (1598—1647) 是意大利数学家，是确定面积和体积的所谓不可分元方 

法的作者. 
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现在来求常数 c n 的显式.我们看到，当 m > 2时， 


7t/2 


tt/2 


( p(l — sin 2 ( p ) d<p 


m— 2 


m 


ipd(p = 


lm - 


COS 


cos 


— 7 r /2 


-tt/2 


tt/2 


m— 1 


sin ipd cos 




m — 1 


— 7r/2 


= Im 




一 2 — 


即有递推关系 


m — 1 


⑹ 


工讯 


Im = 

特别地 = tt/2. 从量的定义中直接看出 A = 2. 考虑到 A 和 J 2 的这些 
值，从递推公式 （5) 我们求得 


-2 


m 


(2fc- 1)!! 

(2 A :)!! 


(2 A :)!! 

(2 fc + l )!! 


⑹ 


2, hk — 


l2k+l = 


丌 


回到公式（4)，我们得到 


(2fe)!J_ 

(2fc + l)M 

(2fc)!! n (2fc-1)!! 

(2 Jfc + l )!! _ 2 (2 A ;)!! 


2 


C2fc+1 = ^2fc 


丌 


= 收一 1 


fe 


(2tt) 


， =Cl 


(2 fe + l )!! 

(2 k r 1)!! 

(2fc)!! 

(2 fc _ l )!! (2 k -2)\\ 

(2 A :)!! (2 fc - 1)!! 

(2tt) 

C2_ (2fc)!! 

因此最终得到的体积 K 的公 式为: 

(2? r) fc 

(2k)\V ， 


7T 


^2k = — 1 73 


2 


= C 2 fc -2 


fc-1 


2 


但是，如上所见 ， q = 2， C 2 


= 丌， 


k 


(2丌) 


2fc 


2 fc+l 


⑺ 


， V 2 k = 


V2k+1 = 2 


r 


(2A: + l)!! r 

其中 fc e N ， 而且这两个公式中第一个公式对 fc = 0 也成立 


练习 


a ) 构造正方形 ICR 2 的这样的子集， 一 方面它与任意铅垂线和任意水平线不超过一个交 

点，而另一方面这个集的闭包与 J 相同. 
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对于它，富比尼定理中的两个累次积分存在且相等，但/矣 《(/)• 


b ) 构造函数/ : / 

C) 举例说明，如果在富比尼定理中，函数 F(x) 的值，不限定它适合条件 2 (x) < F(x) ^ 

5( x ), 而在使 Z(x)< 5( x ) 的点简单地令其等于0,那么 F(x) 可能成为不可积的 .( 醬如， 
考察 R 2 中的那样的函数 f(x,y), 如果 ( a ：, y) € K 2 不是有理点时，函数 f{x,y) 等于1， 

而当 ( x , y ) e IR 2 是有理点 ( p / q } m / n ) 时， /( x ， y ) 等于1 — 1 /g 其中两个分数 p / q . m/n 


均是不可约的 .) 


a ) 由于有公式（3)，试证，如果有界集五用平行的超平面族截得的截面均可测，那么还不 

能说明是可测的. 

b ) 假定除了 a ) 的条件外还知道公式 （3) 中的函数 ti ( E y ) 在 E 间4上可积.这时是否可 

以推出是可测集？ 


f f 

利用富比尼定理和正函数积分的正性，在 dy J dx 


是连续函数的假设下给出混合导数等 


* 




的简单证明. 
设/ :忍，6 — R 是定义在区间 


{x 6 ( 工 1 彡= 1，…， n } 


la 


由等式 


上的连续函数，而函数尸： J a ， 




F ( x ) 






所定义，其中 C 4， b . 试求这个函数关于变量: T 1 ， …，: T 2 的偏导数. 

定义在矩形/ = [ a ,6] x [ c , d \ C K 2 上的连续函数 / U ， y ) 在/有连续的偏导数 

a ) 设 F ( y ) = J ^ f ( x , y ) dx . 从等式 


df 


dy 




df 


( x y t)dt + /( x ， c ) 丨 dx 


F ( y )= 


dt 


出发，验证莱布尼茨法则 


df 


F \ y )= 


( x ， y)dx 


dy 


dG 


dG 


和 


b ) 设 G ( x , y ) = / a x f ( t , y ) 成求 

c ) 设 H ( y ) = J ^ v) /( or ， y ) da ;， 其中 /i € C ⑴ [ a ， b ] •求 H \ y ) 

研究积分序列 


dy 


dx 


暑 


f ( y ) dy , 

(工一 y ) 


Fo ( x ) 




f ( y ) dy,n G N , 


F n ( x )= 


n ! 


其中 / eC ( R ， R ). 

a ) 验证， F ；( x )= 恩一办);]^)⑼ = 0,如果 彡 n ; Fii n+1) ( x ) = f { x ) 
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b ) 试证， 


($ — y) n f(y)dy 


是定义在集 


7. a ) 设 / : E 


E = {( 工， y) € IR 2 |0 ^ x ^ 1 A 0 ^ y ^ x } 


上的连续函数.试证 


f ( x , y ) dx . 


b ) 用累次积分 CdxJ ^ nx l - dy 为例说明为什么不能根据富比尼定理把每个累次积分写 

为二重积分. 


重积分中的变量替换 


1. 问题的提出和变董替换公式的预期结论 


在研究一维情况的积分时，我们曾得到重要的积分变量替换公式.我们现在的 
任务是找出一般情况下的变量替换公式.让我们来把问题弄明确. 

设 A 是肤 n 中的集合，/是 A 上的可积函数，而 … A — 是集合 A c 

到込上的映射 t 
函数也使成立等式 


< p ( t ). 问题是，按怎样的法则，已知/ 和化 可以求出 A 中的 


f(x)dx = / Tp(t)dt, 


它把上的积分计算化为 A 上积分的计算. 

首先假设 A 是区间 J c R' 而^ — 仄是这个区间到队上的微分同胚 

映射.对应于把区间 J 分为区间,4的分划 P , D X 分解为集合 ip ( Ii),i = 

, fc . 如果所有这些集合均可测，并且任意两个集的交只是零测度集，那么由积 
分的可加性，得 


1， 


學 * 4 


f(x)dx = V) / f(x)d 


( 1 ) 


如果 / 在仄 上连续，则由中值定理，得 


f{x)dx = / ⑹ 




其中& e f ⑹•因为/⑹= /( W ( TV ))， 其中 n =疒 1 ⑹，所以剩下的是把 ^{ h )) 

和联系起来. 

若 P 是线性映射，则 if ( Ii ) 是平行多面体,从解析几何和代数知道，它的体积等 
于|如咏>(从而微分同胚在局部几乎就是线性映射，因此，如桌区间 Ji 充分小,那 
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么可以认为 - \ deup f ( nmi 具有很小的相对误差（可以证明，适当选取点 

eu 精确等式亦能成立).于是， 


丁 i 


k 


k 


丨 V a r V 

1 =: 1 ) 2 = 1 


( 2 ) 


但这个近似等式的右方是函数 /(^))| det ^( t )| 在区间 J 上关于这个区间带标 
志点 r 的 分划尸 的积分和，对 A (尸 ）— 0取极限，从 （1) 和 （2) 得到 


f ( ip ( t ))\ det ip f ( t)\dt 


f { x)dx 




D 


D 


这就是所求的公式和它的解释.这个公式可以按以上思路严格地进行证明（这 
也是值得做的).但是，为了学习一些新的有效的一般数学方法和有益的结果，并避 
免纯技术性的烦琐工作，在以后的证明中有些地方我们将偏离这种思路. 

我们转向精确的陈述.先回忆以下 

定义 1给定区域 DCW 1 中的函数/ : D — R ， 称 D 中使 f ( x ) ^ 0的点组成 
的集合的闭包为/的 支集. 


在区域的边界 

近旁等于零，更精确地就是,函数/的支集（用 supp / 表示)是仄内的紧集®允.如 

果/在 Dz 上的积分和在 K 上的积分存在,那么它们显然是相等的，因为在 D X \K 

上函数等于零.从映射的观点来看,条件 supp / = K CD X 相当于替换 ;r = p ⑴不 

仅在集合 K 上 （/ 的积分实际上是在瓦上做的),而且在 K 的某个邻域上有效. 

现在叙述我们打算证明的 

定理1如果 <f : D t — D x 是有界开集 D t cR n 到有界开集 A = < p { D t ) C M n 

的微分同胚，而/ G 沢 ( A ) 且 supp / 是 A 中的紧集，那么/。^ Idet ^ | 6 91( A ) 且 

有公式（积分中的变量替换公式） 


在这一节里，我们要研究这样的情况：可积函数/ : At 


― > 


(3) 


/ o ^( t )| det ^( t)|dt 


f ( x)dx = 


D x =ip(D t ) 


D t 


成立 


可测集和光滑映射 

引理 1设 w : A — A 是开集 A c R n 到开集凡 c R n 的微分同胚，则成立 
以下的断言： 

a ) 若屄 C A 是（勒贝格意义下）零测度集，则它的像 C D x 也是零測度 




集 


①通常称这样的函数为在被研究的区域中具有限 支集. 
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b ) 设集合 E t 连同它的闭包瓦都包含在 A 中，若五 t (在若尔当意义下）的体 
积为零，则它的像 < p ( E t ) = E x 及其闭包見含于 A 中 ，且迅 也有零体积. 

c ) 如果（若尔当）可測集岛和它的闭包爲含于区域 A 中，那么它的像艮= 

< f ( E t ) 是可测集，并且瓦 IV 


◄ 我们首先指出，空间的任一开子集 D 可以表为可列个闭区间的并集（这 
些闭区 :间两 两没有公共内点).为此，髻如，可以把坐标轴分成长为 △ 的区间，并研 
究把空间 R n 分成边长为 △ 的小方体的相应分划.固定 △ = 1,取这个分划含于 
D 的那些小方体，用 A 表示它们的并.进而取 △ = 1/2 ， 对巧增加新的分划中 

含于 D \： F \ 的那些小方体，得到集合 F 2 , 等等.继续这样的过程，我们将得到集列 

， 資中每个集均由有限个或可列个没有公共内点的区间组 


F\ C F2 C 

成,从而,从构造的过程看出=从 

因为至多可列个零测度集的并是零测度.所以，断言 a ) 只需对含于闭区间 J C 

D t 的集私验证. 

因为# e (7 ⑴⑺ (即 〆 e C ( I )), 所以存在常数 M ， 使得 II ^(0 ||< M 在了上成 
立.根据有限增量定理，对任意一对点 t u t 2 el 以及它们的像 a = ♦) ，叼= if ( t 2 ) 

应当满足关系 |T2 - Xi| < M \ t 2 ~ ti \. 

现设区间集{^}是集合岛的满足 E \ h \ < ^ 的覆盖.不失一般性可以认为 


C C • 


* V * 


Ii = h^I<ZL 

显然，集 < p ( Ii ) 组成的集类 M / i )} 构成 集合私 c = < p ( E t ) 的覆盖.如果~是区 
间4的中心,那么由上边确立的在映射 v ? 下距离的可能变化的估计得知，所有集合 

< p ( ti ) 为中心的那样的区间覆盖，其线元是区间 / i 的相应线 
元的 A / 倍•因为 |7 i | = Anu 而 ^( Et ) G \ JI if 所以我们得到了集合 < p ( E t ) = E x 

用区间组的覆盖，这些区间的体积之和小于 M n e . 从而引理的主要断言 a ) 得证. 

断言 b ) 可从 a ) 推出.如果考虑到瓦是勒贝格零测度集,从而由 a ), E x = < f ( E t ) 
也是勒贝格零测度集，以及忑*是紧集，从而瓦 r 也是紧集.根据§1的引理3, —切 

具勒贝格零测度的紧集本来都有零体积. 

最后，如果注意到可测集的定义，以及微分同胚把集合尽的内点变为它的像集 
E x = < p ( E t ) 的内点 ，臓有 dE x = ip ( dE t ). 则断言 c ) 可直接从 b ) 推出 ■ ► 

推论在定理的条件下，公式 （3) 右端的积分存在. 


◄ 因为在 A 中 |det〆 ⑷ | # 0, 所以 supp/o <^? • | det 1 = supp/op = v? _1 (supp/) 

是 A 中的紧集.因而函数 foip . | deVl XDt 在 M n 中的间断点是函数/在 Dz 中 
间断点的原像而与 函数； G > t 完全无关.但是/ e ^( D x ) ,因此函数/在込中的间 
断点集是勒贝格零测度集.于是，根据引理的断言 a ), 集合尽= ^\ E X ) 有零 
测度.现在，由勒贝格准则可以推出，函数/。糾 detV | x Dt 在任意区间 A 〕 A 上可 
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积 


3. — 维情形 

引理2 a ) 如采 <p : I t ， I x 是区间 C 1 R 1 到区间 4 CR 1 上的微分同胚，而 

/g 汛(4)，那么 fo ^.\^\ em ( I t ) X 


f { x ) dx = / (/ op .| 〆 |)⑷也 


⑷ 


I , 


h 


b ) 公式 （3) 在 R 1 中成立_ 

◄ 引理2的断言 a ) 虽然实际上是已经知道的，这里，我们将利用已经掌握的关 
于积分存在性的勒贝格准则，独立于第1卷中对它的论述，给出一个简短证明. 

因为/ €汛 (4), 而…厶 — 4是微分同胚，知函数/。 < fW \ ^ It 上有界，这个 

函数的间断点只能是函数 f 在 I x 上间断点的原像.由勒贝格准则，后者构成零测度 
集.像我们在证明引理1时所看到的，这个集在微分同胚 P - 1 : I x ~^ It 下的像也有 

零测度，所以汛 («. 

设巧 是区间4的分划.利用映射 < f ~\ 它导出 区间厶 的分划朽，而且从映射 
和^ 1 的一致连续性推出， A(/g — 0 o x ( Pt ) o . 对于带有标志点& = V ?( n ) 的 

分划巧，写出/在4上的相应的积 分和： 

,X]/ ⑹ ㈨ - 工 i-i 卜 ^2 f ° - ^p{ti~i)\ 

i i 

= > : f ° — ti 一 1 ， 




而且设点 & = ip ( n ) 是这样选定的，其中 n 是对差 p ⑹— 利用拉格朗曰定 

理所得到的点，即 - < p ( ti ^ i ) = < p f ( ri)(ti - ii - i ). 

因为关系式 （4) 中的两个积分存在，所以积分和中标志点可以任意选择而不影 
响极限值.因此，从所写的积分和的等式对 A ( P X ) — 0( A (巧 ）— 0) 取极限便得积分 


等 式⑷. 


引理2的断言 b ) 从证明了的等式 （4) 得出. 首先我们指出，在一维的情况下有 
| deV | = |^|. 其次,紧集 supp / 容易用含于中且两两没有公共内点的有限个区 
间覆盖.因此/在集上的积分与/在这些区间上的积分之和相同，而刈 〆 i 
在认上的积分化成在这些区间的原像（也是区间）上的积分之和.把等式⑷用于 
在映射^下每一对互相对应的区间，加起来即得公式 （3). ► 


注1我们以前证明的一元积分的变量替换公式有如下形式 


(3 


^( 0 ) 


(5) 


(f o (p • ( p f )( t ) dt , 


f ( x)dx = 


<p(a) 
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其中 P 是区间 [ a ,/?] 到以 p ( a ) 和 cp ((3) 为端点的区间上的任一光滑映射.在公式 （5) 
中不是导数的模而是导数本身.这与公式 （5) 的左端中可能出现 < p ( p ) < if ( a ) 


有关 


但是如果注意到对于以 a 和&为端点的区间 J 成立关系式 


f ( x ) dx , 若 a < b . 


f ( x ) dx , 若 a 〉6, 




那么 _ p 是微分同胚时，所建立的公式 （4) 和 （5) 显然只在表面上不同而实质上是 
相同的. 


注2我们乐意指出（并且一定会用到它们)， 如果 cp : I t — I x 是区间上的微分 
同胚,那么，对实值函数的上积分与下积分总成立公式： 


f ( x ) dx = / (/ o ^- y \){ t ) dt , 


h 


/x 




f ( x)dx = 


h 


x — i x 


而由此,就可以认为在一维的情况下已经证明了以下事实：如果把⑻中的积分 
理解为达布上积分或达布下积分，那么它对于任何有界函数,它仍然成立 

◄ 我们暂时认为/是以常数 M 为界的非负函数. 

像证明引理2的断言 a ) 时那样，取区间4和的在映射 W 下互相对应的分 
划 P x , P t , 并写出以下的估计，其中^是函数#在分划巧的各个区间上的振幅之最 


大者 


( > sup sup (t)||ti - U^i 

te^u teAu 

% 

彡 sup (/(¥? ⑴） • sup |^(t)|)|Ati| 

^ t^Ati 

^ yz su p (/( 冲 ))(k’wi+ £ )) i a ^i 

^ V sup (/oW(OI)|Ahl SU P /(^W)|A^| 

乙 “ t€Ati 乂 teAti 


^2 sup ^ x )\ Xi 

x 6 Ax * 


一 x i—l 


t&Ati 




考虑到 w 的一致连续性，当 HPt ) — o 时，由上得到 


f ( x)dx ^ (/ ° < fW \){ t)dt 


h 


lx 
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把上述证明用于映射 p - 1 和函数/。(/^/|，就得到相反的不等式，从而证明了注2 
的第一个等式对非负函数成立.但因任一函数都可表为/ == max {/,0}- max {-/,0} 
(非负函数的差),所以第一个等式对一般情况也成立.第二个等式可类似地验证. ► 

自然，从所证的这些等式，对实值函数/可以重新得到引理2的断言 a ). 


4. ，中最简微分同胚的情形 


设 A — 凡是区域 D t c 到区域凡 c ㈣ 上的微分 同胚； （0, 

( x 1 , ■ • * , ar n ) 分别是点 t G x e 的坐标.我们有 

定义2称微分同胚 ^ p : D t ^ D x 是最简微分同胚， 如果它的坐标表示有如下 


形式 


= ^(t 1 ， … ,t n ) = t\ 


t 




义…， n ， 


k +1 /A 


fc +1 


( t 1 ， …， r ) 


t 


= ^ 




= ip n ( t l r ^ , t n )^ t n 


这样 一来， 在最简微分同胚的情况下，只有一个坐标改变（在所给情况下是指标 
% k 的坐标). 

引理 3 对于最简微分同胚 fA — Ac ， 公式 （3) 成立_ 


^不计坐标编号，可以认为，我们的微分同胚^只有第 n 个坐标改变. 
为了书写方便起见，我们引进以下的 记号： 


(d 


(工\ …， 

D x n(x 0 ) ：= {{x,x n ) € D x \x = x 0 y , 

^t n {io) ：= {(^ t 71 ) G Dt\i = io}- 


这样 一来， D xn ( x ), D tn ( t ) 是用平行于第 n 个坐标轴的直线截相应集合和从所 
得的一维截线.设4是 ㈣ 中包含 Ac 的区间.把4表为 n - 1维区间4和第 n 

个坐标轴上的区间的直积4 = 4 X I xn 对在町中取定的包含认的区间厶有 
类似的分解 It = ItX I 卜 
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利用集合上积分的定义，富比尼定理和注2,可得 


f ^ XD x ( x^ xn ) dx 


f 'XD x { X ) dx 


f ( x)dx 


dx 






i x 


f ( x ^ x n )dx 


dx 


n{x) 


dip 






dt 


dt 


h 


n ⑴ 


(/ O ip \ det tn ) dt 


dt 


h 


(/ o ( p \ det ( p f \ xo t ){ t)dt 


(/ o ( p \ det 


d(f 


在这个计算中还用到了：对于我们的微分同胚有 det (// = 


dt n 


映射的复合和变量替换公式 




D x 是两个微分同胚，对其中每一个，积分的变量替 
换公式 （3) 都成立，则它对这两个映射的复合 仏⑶ 也成立. 

◄ 为了证明这个引理，只需注意割 ((p ° = 

det〆 ⑴ detW ( r )， 其中 t = 9(丁). 事实上，这时我们得到 

(/ o (p\ det <f f \)(t)dt 


引理 4 若 D 


D 


〆 。矽，及 det(<p o VO ’( t ) 




f(x)dx 




((/ 。 p 。矽 )| det 〆 o 嗲|| det ip f \)(r)dr 


(if ° 4))| det(p o ipY\)(r)dr 


积分的可加性和积分变量替换公式证明的完成 

引理3和引理4使我们想到，有可能把任一微分同胚局部地分解为最简微分同 

胚的复合（见第1卷第8章§6第 4 段的命题 2 ),并用这种方法去证明一般情形下 

的公式 （3). 

可以用不同的办法把集合上的积分化为它的点的小邻域上的积分.例如，可以 
利用积分的可加性.我们正是这样进行的.现在我们利用引理1,3,4进行关于重积分 

变量替换的定理1的证明. 

◄ 对于紧集& = supp((/o (/?)| det^l) C D t 的每个点（，构作 f 的这样的 

5(t)- 邻域 [/⑷ ，在? 7(*) 中微分同胚^被分解为最简微分同胚的复合.从点 t € K t 
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m 


邻 域 &⑷ C [/⑷选出紧集 K 的有限覆盖巧⑴)，… ， u ( tk )_ 设5 = 

,(5( t fc )}. 那么，任一直径小于 J 且与相交的集合显然连同自己的 

C /仏)， …， U ( t k ) 中的某一个邻域. 

现设了是包含集合 A * 的区间，而 P 是区间了满足 \( P ) < d } 的分划, 
其中数 J 是上面求出的数, 而 d 是从 K t 到集合 A 边界的距离.设是分划 P 
的与 K 有非空交的那些区间.显然，如果 /i G 认}， 那么 li C 并且 


的 


2 


min{J ⑹， … 厂、 … 

包一起含于邻域组 




( fo ( pjdet ( p / j )( t ) dt = / ((/ o^|det ^ f \) xD t ){ t)dt 


(/ o det 


( 6 ) 


h 


由引理1，区间 A 的像尽 = < p ( h ) 是可测集.于是集合五 = \ jEi 也可测，且 
supp / c E = E G D x . 利用积分的可加性，由此推出， 


fx D ^ ⑻血 


f ( x)dx = 


I X \E 


+ J f XDx(x)dx = J f XD ， 


⑺ 


f ( x)dx 


f ( x)dx = 


Ei 


由 Ui } 的构造方法，任一区间 A e 认}含于某个邻域 U ⑹， 在这个邻域内微 
分同胚^可分解为最简微分同胚的复合.所以，根据引理3和4得 


(/ o det 


⑻ 


f ( x)dx 




h 


Ei 


比较关系式⑹,⑺，⑻，就得到公式⑶ 


7. 重积分变量替换公式的一些推论和推广 

可测集在映射下的变置替换 




命题 1 设^ : A — Ac 是有界开集 A c 到有界开集 A c 上的微分同 

胜； E t 和 E x 是 D t 和 D x 的相应子集，而且有瓦 C D u E x cD x 以及私 = < p ( E t ), 
若 /eiH (私)，则而且成立等式 


(/ o det < p f \)( t)dt 


⑼ 


f ( x)dx 




E t 


E x 
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事实上，利用集合上积分的定义，公式⑻ 和 “ t = X & 。 A 我们有 


f ( x ) dx = ( f XE ){ x ) dx = / ((( f XE ) o <^)| det ( p f \)( t)dt 


((/op)|deiV|x £t )(0 出 


((/°^)|det Wt ) 也 


b . 积分的不变性 


在集合 £； 上的积分可归结为计算函数 / X£ 在区间 
IdE 上的积分.而按定义，区间本身与 ! R n 中的笛卡儿坐标系有关.现在我们能够 


我们知道，函数/ : 五 


― > 


证明 


命题2函数/在集合 EcW 1 上的积分值与 R n 中笛卡儿坐标的选择无关_ 

◄ 事实上，从 ET 中的一个笛卡儿坐标系变到另一个笛卡儿坐标系时有模为1 
的雅可比行列式.由命题1，推出等式 


f ( x)dx = / ( foip )( t)dt 


这意味着积分被唯一确定：因为若 P 是集合五的点 ， x = ( x 1 ， …， ; r n ) 是它在第 
个系下的坐标，而 t = ( P ,... ，尸）是它在第二个系下的坐标，$ = $⑷是从坐标中 
的一个变到另一个的函数，那么 




W ) = /#，__•，)， 


f(p) = fx(x l , 


其中 f t = f x o < p . 所以我们证明了 




f x ( x)dx = 


其中私 和及 是集合分别在 a ; 和 t 坐标系中的记号. ► 

从命题2和§2中集合 EcU n 的若尔当测度的定义 3 可以推出，这个测度与 
中笛卡儿坐标系的选#无关，或者也可以说，若尔当测度关于欧氏空间的运动群 

是不变的， ^ 


M 


可忽略集 

实际中应用的变量替换或坐标变换公式，有时有这样或那样的奇异性（例如,可 
能在某处破坏了双方单值性，雅可比行列式变为零或者没有可微性)，这些奇异性通 
常在零测度集上发生，因此为了实际的需要，以下的定理是十分有用的 
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定理2设 A — A 是若尔当可测集 ACM ? 到若尔当可测集£^ 

上的映射.如果在 D t 和仏中有这样的勒贝格零測度集它们使得 A \5 f 和 

D X \ S X 是开集，而沪是 A \ &到 D X \ S X 上的微分同胚，并且从第一个到第二个 
的变换有有界的雅可比行列式，那么对任一函数/ €巩 ( Ar ), 也有 (/ oy »)| det ^| 6 

并且 




c 


(( fo ( p)\det <//|)⑷也 


f ( x)dx = 

此外，若丨 det (/| 的值在 A 有定义且有界，则 


( 10 ) 


D t \S t 


f ( x)dx = / ((/o p )| det (//|) ⑷也 


( 11 ) 


◄ 由勒贝格准则，函数/只在仄中的零测度集上间断，从而在 D X \ S X 中也只 
在一个零测度集上间断，由引理1，这个间断点集在映射 : D x \ S x ^ D t \ S t T 

的像是 A \氏中的零测度集.于是，如果我们能证明集合 A \ &可测,那么从函数 
可积的勒贝格准则立即得到 （/ 。 ^)| det ^|€ 9<( D t \ S t ). 以下讨论的一个附带结果 

是证明了认\ &是若尔当可测集. 

由条件 ， Ar \ &是开集，因此（仄\ &) 门= 0，所以 C 01^ U &，因而 
dD x U & =谷认 ： U &，其中义=& U 谷氏：是％中集合&的闭包.可见 3 A *： U & 

是 R " 中的有界闭集，即中的紧集，它作为两个勒贝格零测度集的并集也是勒贝 
格零测度集.从§1引理3我们知道，这时集合 8 D X U S x (同时还有 &) 有零体积, 
亦即对任意的 e > 0,存在这个集合用有限区间组 A , -- ,4,作成的覆盖,这些区间 

满足 E \ Ii \<£- 特 别地， 由此推出集合 A \ & (类似地，集合认\氏）若尔当可测， 

i=l 


因为 


d ( D x \ S x ) C dD x U dS x C dD x U S x 


显然，还可以把覆盖 A ，…，4选得使任一点0：€沿\\&都至少是 I lr -Jk 
中某一个的内点.设％ = (!) 4集合 C 4 和集合 V X ^ D X \ U x —样，都是可测的. 

% D X \ S X , 并且对于任意包含紧集 R 的可测集& C 凡， 


由 K 的构造知，集合 F 
有估计 


c 


f ( x ) dx \ ^ Mfx ( D x \ E x ) < M 


( 12 ) 


f ( x ) dx \ = 


f ( x)dx - 




D X \E X 


M = sup f ( x ) 


紧集的原像 F t = ^ 1 { V X ) 是认\氏中的 紧集. 经像上面那样讨论，可以构 
造满足条件 V t cW t C D t \ S t 的可测紧集叭，并且对于任意满足 W t cE t C D t \ S t 

的可测集氏，有估计 


((/op)|detv?’|)(f)dt-/ ((/o¥?)|det¥/|)(f)dt 


(13) 


< £ 


D t \S t 
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现设艮 = ip(E t ) . 由命题1对 集合民 C D X \S X 和岛 C D t \St 成立公式⑼. 
比较关系式 (9),(12),(13) 并考虑到 £>0 的任意性,便得等式 （10). 

现在证明定理2的最后的论断.如果函数 (/ o ^)| det ^| 定义在整个集 A 上，则 
因 A \ S t 是中的开集，该函数在 A 上整个间断点集合由函数 
(/ 0 (^)| d e t /|| DASt (已知函数在集合 D t \S t 上的限制）的间断点集 A 可能还有 

集合 S t (J 8D t 的某个子集 S 组成. 

我们知道，集合 A 是勒贝格零测度集（因为等式 （10) 右端的积分存在)，而因 
5 t U dD t 有#体积,所以集合 B 也有零体积.于是,只要知道函数 (/ o ^)| det ^| 在 
A 上有界，由勒贝格准则便可断定它在 A 上可积.但在 A 上有 \foip\(t) < M . 因 
此既然按条件，函数 | deV | 在氏上有界，那么，函数 （/ oyOldetVI 在氏上也有 
界.至于在集合 D t \氏上，因函数 （/ oyOldetVI 在该集上可积，所以有界.于是， 

数 （/ 。 p )| det / I 在 A 上可积.但集合 A 和 A \尽只相差一个可测集据假设 

条件,它的体积为零.所以由积分的可加性以及在爲上的积分为零,可以推出，在所 
研究的情况下等式 （10) 和 （11) 的右端确实相等. ► 

例矩形 J = {( r ,<^) G K 2 |0 八到圆；= {( x , y ) e 

R 2 \ x 2 + y 2 ^ R 2 } 上由公式 


m 


(14) 


x = r cos y = rsiiup 


给出的映射不是微分同 胚的： 在这个映射下，矩形 J 的 r = 0的边整个地变为一个 
点 (0,0); ^ ( r ，0) 的像与 ( r ,2 tt ) 的像相同.但是如果研究集合/\犯和，其中 
五是圆 K 的边界 aft ： 和通过点 (0,i?) 的半径的并.则映射 （ 14) 在 I \ dl 上的限制 
是了 \沉到欠\五上的微分同胚映射.所以由定理2,对任一函数/ € ^( K ) 可得 


JJ f { x , y)dxdy = Jj f(r 

K I 


r sin ( p ) rdrd(p 


cos 


或利用富比尼定理得 


// f ( x , y ) dxdy = / dip / 

K 


f(r cos r sin ip)rdr 


关系式 （14) 是熟知的平面上从极坐标到笛卡儿坐标的变换公式. 

自然，可以把上述结果推广成适用于中一般的极（球）坐标系的公式，我们 
在第1卷中已研究过这种坐标系,在那里也指出了任意维空间 nr 中从极坐标到笛 

卡儿坐标变换的雅可比行列式. 


练习 


1. a ) 证明引理1对任意光滑映射 <p : D t — D x 成立（这方面也可参看问题 8) 
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b ) 证明，若 D 是 R m 中的开集，而 C (1) ( D ， R n )， 则当 m < 71时， p ( D ) 是中的 

零测度集. 


2. a ) 验逝，在微分同胚 W 下可测集 E 的测度和它的像集 ^(£7) 的测度满足关系式 K < P ( E )) = 

efi { E ), 其中 


6 € [inf j det (t )|, sup | det Kp (t )|], 

teE 

b ) 特别地，如果五是连通集，那么可以找到点 T e 五，使得 « E )) = |det〆 ⑺ |/ i ( E ). 

3. a ) 试证，如果公式 （3) 对函数/三1成立,那么它在一般情况也对. 

b ) 对于函数/三1这个特殊情况，检验定理1的证明并加以简化. 

4. 不用注2,假定己知引理2及只在零测度集上不同的两个可积函数的积分必相等，作出引理 

3的证明. 

_ 

5. 在把公式 （3) 归结为它的局部形式（即对被映射区域的点的小邻域验证公式)时，可以利用 

另外的基于积分线性性的局部化方法，而不是基于积分的可加性和随之发生的集合可测性分 


析, 


在 Ar 上满足条件:0彡 ei 彡 l，i = 1，…， fc ， 以及 


a ) 如果光滑函数 e ls … 


， Cfc 


k 


三 1， 


那么对任意函数/ e 9 i { D x ), 有 


L (t eif ) {x)dx= L 


f ( x)dx 


b ) 若 supp ei 含于集合 U C D x , 贝！] 


f ( eif )( x)dx 

Ju 


(€ if )( x)dx = 


D 


c ) 如果对于紧集尺 =supp f C D x 的任一开覆盖 { C / a }, 能构造中的光滑函数组 

使得在尺上成立0彡 ei < l(i = 1， . ，_ , fc ), E 三 h 而且，对于任意的函 
数 G e { ei }, 有集合 € {f/cr}, 使 supp ei C Ucci , 赤么，考虑到引理 3 , 4 和 a ), b ) 


k 


，…， Gfc ， 


中积分的线性性，即可推出公式 （3) 


这时称组 { ei } 为紧集 K 上从属于覆盖 { U a } 的单位分解. 


这个习题包含习题5中所说的那个单位分解的构作要点 


傘 


) 构作函数 / € C (00) ( R ， R )， 使 /|[_ 1 ， 1 ]三 1 且 supp /C [-1-5,1 + (5], 其中5 > 0. 

中的单位立方体和它的 <5- 扩张，构作函数/ e C (_( R n ， R ) 使它具有 a ) 中 


a 


b ) 对于 

所说的性质. 


) 证明，对于紧集 KcR n 的任一开覆盖，存在 K 上从属于这个覆盖的光滑的单位分解. 
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d ) 推广 c )， 在 BT 中构造从属于全空间的局部有限开覆盖的 C ㈣ - 单位分解，(覆盖的局部 

有限性指的是，被覆盖集（在现在的情况是 R n ) 的任一点都有只与覆盖的有限个元素相 
交的邻域.对于包含无限个函数的单位分解 { ei }, 要求建立了单位分解的集合的每个点 

至多属于 {&} 中的有限个函数的支集.在这个条件下不会产生怎样理解等式 J 2 ei = l 

¥ 

意义的问题.更确切地说，是不会产生怎样理解等式左端求和含义的问题0 ' 


7. 在依次证明了以下断言以后，可以得到定理1的与前面讲过的证明不同的另一种证明，它只 


借助于把线性映射分解为最简形式的复合，也更接近于第一段中所说的那些启发性的想法. 

a ) 验证，在形如 （ x 1 ， 


k 


/c — 1 


， Ax ' x fc +1 ， … , x n ), A — 0 和 


( x 1 ， 

fc—l k t ^3 f 允 +1 

j ^ u/ I JU ^ mJu ^ 


，#) 


， x\ _ . ， x n ) H (x 1 ， 


，工 




* * * 


(x 1 ， 


, x n ) 的最简线性映射 L : 


« _ • 


n 下，对于任意可测集 ECW 1 , 满足关系式 


fi(L{E)) = \detLy(E), 


并证明这个关系式对任意线性映射 L ： R n -h 
性映射都能表成如上最简形式的复合的事实 

b ) 试证，如果 p :认 — 仄是微分同胚，那么对于任意可测紧集 KcD t 和它的像 < p ( K ) 

成立关系式 fi (( p ( K )) ^ f K |det 〆 ⑴ | d £. (如果 a G A ， 那么 （ v ? ⑷广 1 存在，且在表达 

式冰）= (/ ⑷。(/⑷广 1 。 <^)(0 中映射 ♦) 是线性的，而映射⑷广 1 。¥?在 
点 a 的邻域内近似于等距映射 .） 

c ) 证明，若在定理1中所研究的函数/非负，则 


R n 也成立 .( 利用富比尼定理以及任何线 


f { x)dx ^ / ((/ o <^)| det ip f \)( t)dt 


D t 


D 


d ) 把上面的不等式用于函数 (/ o ^)| det ^| 和映射 p - 1 :队 — A , 证明公式⑶对非负 

函数/成立. 

e ) 把定理1中的函数/表为可积的非负函数的差的形式，证明公式 （3) 成立. 


萨德 ( Sard ) 引理设 D 是 IT 中的开集，€ C (1) ( D , R n ), S 是映射 的临界点集，那么 

< p ( S ) 是勒贝格零测度集. 


我们提醒大家，区域 D C K m 到空间 IT 1 中的光滑映射#的临界点是指使 < p \ x ) 的秩 

时，这相当于条件 det /( x ) = 0. 


小于 min { m , n } 的点 D •当 

a ) 对线性映射验证萨德引理. 

b ) 设 J 是区域 D 中的区间，而 p G C ⑴ ( D ， R n ). 证明存在这样的函数 a (/ i )， 


m = n 


R n 


使当 /i —► o 时， o ：(/ i ) —> o 并且对任意 x , x + ft e /, 


\ ip(x + / i ) _ ^>( x ) — ( p f ( x ) h \ ^ a ( h )\ h \. 

c ) 利用 b )， 估计区间 J 在映射 V ? 下的像 < p ( I ) 与它在线性映射 L ( x ) = ip ( a ) + ip f ( a)(x — 

其中 a el ) 下的像的偏差. 

d ) 利用 a )， b )， c ) 证明，若 S 是映射 p 在区间 J 中的临界点集，则 < p ( S ) 是零测 度集. 

e ) 完成萨德引理的证明. 
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f ) 利用萨德引理证明，在定理1中只需映射¥>是 C ⑴ ( A ， Ac ) 类~映射. 

我们指出，这里引进的萨德引理是萨德和莫尔斯定理的简单的特殊情况，按照该定理，引 

理的结论甚至当£> C R m ， 而# G C { k ) { D , R n ) 也成立，其中 fc = max{m - n + 1， 1} 惠特 - 
尼 ( Whitney ) 举例说明了无论数 m 和 n 怎样配合，这里的 fc 值不可能再减小_ 

在几何中，萨德引理乃是以下熟知的 结论： 若 p : D — IT 是开集 D C R m 到 R n 中的 
光滑映射，那么对于几乎所有的点 x € ip ( D ) y 它在 D 中的原像的全体 ip -\ x ) = A 4 是 R m 
中的 n 余维曲面（流形 )( 亦即，几乎对所有 x G 有 m - dimM x = n ). 

设代替定理 1 中微分同胚 w 研究在 A 中使 det〆 ⑷/ 0的任意映射# G 卩 (1) (1^，£^). 

1 

设 n ( a :) = card {£ 6 supp (/ o v ?)| p ( i ) = x }， 即 n ( x ) 是函数 f o < p 的支集中那样的点的数目， 
这些点在映射 ip : Dt ^ D x 下都变为点 X e 队，那么，成立以下 公式： 

(/ - n)(x)dx = [ ((/ 。 (^)|(^(/? / |) ⑴ eft. 


_ 


D t 


D 


a ) 当/ = 1时这个公式的几何意义是什么？ 

b ) 对环 D t = {te R?|l < |£| < 2} 到环 D x = { xe 鸸|1 < M < 2} 上的如下特殊映射 

证明这个 公式： 在平面妃和财的相应的极坐标 （ r #) 和 ( p ,6») 中这个映射是用公式 
7' = /0，(^ = 20给出的. 

C) 试在一般情况下证明公式. 


反常重积分 


1. 基本定义 

定义 1称可测集列 { E n } 为集合 EcR m 的竭尽递增列， 如果对任意 n G N 

有 E n (Z E n+1 C 五，且 \J E n = E , 

n=l 

引理若 { E n } 是可測集 £； 的竭尽递增列，则 

a ) lim fJi(E n ) = 

b ) 意的函数 / e 叫五） 有 e 识 ( k ) 且 

f ( x)dx = I f ( x ) dx . 

n ^°° JE n JB 

_ 

◄ 因为五„ C E n+1 C E , 所以 fi ( E n ) < ^ i { E n+1 ) ^ 〆 £?)， 并且 lin ^^ En ) ^ 

fi ( E ). 为了证明等式 a )， 只需证反向不等式 M 丑） 也成立. 

集合五 的边界紐有零体积，因此它可有限个开区间覆盖，且这些开区间 

的体积之和不超过预先给定的值 e > 0. 设 △ 今所有这些开区间的并，那么集合 

云是 R n 中的开集，而且由它的构造知云包含集五的 闭包旯 并有 

M 妄 )< M 丑 )+ MA) < M 五 )+ 


lim 


E\JA 


.... . 


6. 
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对于竭尽递增列 { E n } 的每个集 E n Re n = e /2' 可以重复上述的作法，那么 
我们得到开集列瓦= E n [ JA n , 满足 E n d 


^(^n) ^ 五 n) + /^(△n) < 


和 


[j E n D \J E n DE . 

1=1 n=l 


开集族 ^ △，瓦 ，哚 ，…组成紧集 忑的开 覆盖. 

设△，岛 ，恿 ，…，艮是从上述开覆盖中取出的紧集忑的有限覆盖.因为 E , 

C E k , 所以集合△，“，… , A k , E k 也组成 E 的覆盖,从而 


c 


E 2 C 


_ 






/i (五）< /i(£^) ^ / i(£?fc) + //(△) + /x(Ai) + …+ /x(Afc) < fi { Ek ) + 2 e 


由此推出 ix ( E ) ^ Yim ^( E n ). 

b) 从可测集 i"S ° 分存在的勒贝格准则可知由于/ e 9l(£?), 所 
以存在常数 M 使在£；上成立 |/(x)|^M, 从积分的可加性和积分的一般估计我们 


得到 


f(^)dx - 


f ( x)dx = 


f ( x ) dx \ ^ Mfi ( E \ E n ) 


E\E n 


丑 n 


由此，并注意已证明的 a)， 即可推出断言 b) 成立 


定义2设 { E n } 是 集合五 的竭尽递增列，而函数 f : E ^ R 在集合 e { E n } 
上可积，则称量 


f ( x)dx := lim 


f ( x)dx 


E n 


为函数 f 在集合五上的反常积分，如果所指的极限存在且其值与集合五的竭尽递 
增列的选择无关. 

最后等式左端的积分记号通常是对任 意在五 上的函数使用的，但是，在定义2 
中所指的极限存在时，则说这个积分存在或收敛.而如果那种对五的所有竭尽递增 
列共同的极限不存在，就说函数/在集合丑上的积分不存在或积分发散. 

定义2的目的是把积分概念推广到被积函数无界或积分区域无界的情况. 
所引进的反常积分的记号与通常的常义积分的记号是一致的，因此需要作如下 

注1若五是可测集，/ G m ( B ) : 则在定义2的意义下 f 在 E 上的积分存在， 
且与函数/在集合五上的常义积分相等. 

^这正是上面所证引理断言 b) 所说的内容. ► 

任意一个些许丰富一点的集的所有竭尽递增列作成的集列族实际上是难以理清 
的无限集，对它不能利用穷举方法.下述命题常常便于用来验证反常积分的存在性 
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命题1若函數 — R 非负，并设定义2中所指的板限对集合五的某个竭 

尽递增列 { E n } 存在，则函数/在集合五上的反常积分收敛. 


◄设 { E ' k } 是 集合五 的另一个竭尽递增列，函数/ 在五 〖 e { E k } 上可积 • 集合 
E k n :=极门= I , 2 ,…，组成可测集税的竭尽递增列，因此从引理的论断 b ) 
中推出 


f ( x)dx = A 


f ( x)dx ^ lim 


f ( x)dx 


lim 




E 


E 


因为 / 彡 0, 而與 C E f k+1 C E , 所以 


f ( x)dx — B ^ A . 


彐 lim 


K 


但竭尽递增列 { K } 和 { E f k } 是平权的，因此力彡 B , 从而 4 

例1求反常积分 JJ e ~^ x2 + y2 ) dxdy . 

R 2 

我们用圆五„ = {( x , y ) € R 2 \ x 2 + y 2 < n 2 } 的序列作为平面 R 2 的竭尽递增列， 

化为极坐标以后容易得到 


B 




/ f e ~ ix2+y2)dxd y ^ d{p J Q 


e~ r rdr — 7 r(l — 


—丌, 


E 


时 


当 


n —^ oo 


由命题 1 可以推出所研究的积分收敛且等于 I 

如果现在我们改用正方形五纟= { fey)G R 2 \\ x \ < nA \ y \< n } 作平面的竭尽递 
增列，从上述结果可以引出一个有益的 推论. 由富比尼定理 


2 


// 


W)dx = 


-( x2 +y 2 )(j[ X( ly = 


dt 


dy 


e 


E 


时应当趋于 7 T . 这样一来，我们遵循欧拉和泊松的 


由命题1，最后这个量当 
方法得到了 


71—^00 


+oo 


e 


在下面注 3 里将指出反常重积分定义 2 的另外的一些乍看起来不十分明显的 


特性 


反常积分收敛性的控制判别法 

命题2设/和 P 是定义在集合五上并在五的同一些可測子集上可积的函 
數，且在五上成立|/|(®) < g ( x ), 则从反常积分 f E 9 (^) dx 的收敛性能推出积分 

Se \ f\( x ) dx ^ J E f ( x)dx 的收敛性. 


晕 
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◄设 { E n } 是集合£；的竭尽递增列，则函数 f 和 g 在 E n G { E n } 上可积.由勒 
贝格准则得到|/|在集合 E n (n G N ) 上的可积性，因此有 

\ f \( x ) dx - 


f \( x)dx = 


f \{ x)dx 


五 n+fc 


五 n+lc 


E n 


g ( x)dx = 


g ( x)dx — / g ( x ) dx y 




E n ^ k \ E n 


五 n + fc 


E n 


其中 A : 和 n 是任意自然数.考虑到命题 1 和序列极限存在的柯西准则,从这些不等 

式可以推出积分 J E |/|⑷办收敛. 

现在研究函数 


/+⑽+，),，-:=豆⑽—几 

显然, 0^/ + < |/|，0彡/_< |/|.由已证的结果，函数/+和/_在集合丑上的反常 

积分收敛.但是/ = /+ - /_,所以函数 f 在 E 上的反常积分收敛（并等于函数/+ 
和 /- 的积分的差) .► 

在研究反常积分的收敛性时，为了能有效地利用命题2,收集一些标准函数作为 
比较函数是很有用的.我们来研究这方面的问题. 


例 2 在去掉中心 O 的 n 维单位球 J3 C ST 中，研究函数 l/r a , 其中 r = d(0,x) 
是从点 z e B \0 到点 O 的距离.我们将说明对怎样的 aGR , 这个函数在5\0的 
积分 收敛. 为此，用环域 B(e) = { a ; € B\e < d{0,x) < 1} 构造 B\0 的竭尽递增列. 

变换成以 O 为中心的极坐标，由富比尼定理得到 


1 r n-1 c?r 


dx 


乂 /( v ?) 如乂 


dr 


r a ( x ) 


『a — n+1 ’ 




B{e) 


e 


其中 dp = dA 


咖 n - i ，/^) 是中极坐标变换的雅可比行列式中出现的角 
H 的正弦的乘积，而 c 是它在单位球面 S 上的积分值，它只依赖于 n 而 




* 


« 唪 


V- 


9 U 


与 e 无关 


若 a < n ， 则当 e — +0时，在 B ( s ) 上所得到积分的有有限极限.在其他情况， 
当 e — +0时最后的积分趋于无穷. 

于是我们证明了只在 a < n 时，函数 — ^在点 O 的有界去心邻域上可积, 

其中 n 是空间的维数， d (0, a ：) 是点; r 到点 O 的 lk 离. 

类似地可以证明，只在 a > n 时,这个函数在球 B 的外部，亦即在无穷远点的 

邻域上按反常积分意义可积 


I 3 ^ / = {re € M n |0 彡 d 彡 l，i = 1，…， n } 是 n 维方体，而4是它的由条 

0给定的 A : 维边界.在集合 J \ 4上研究函数 

d(x) 是从点 xel\h 到边界4的距离.我们将说明对于怎样的 
在集合 J \4 上的积分收敛. 


件3；釦+1 = 


，其中 


rf a (a:) 

这个函数 


a G 
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我们指出，如果2：=化 1 ，…- 


ffc ^fc+1 

^ JU ^ JU 


，… ， x rt )， 那么 


d ( x ) = \ ( x k+1 ) 2 + …+ (: E 71 ) 2 . 


设 /( e ) 是从 J 中去掉边界4在中的 e -邻域所得的 R n 中的区域.由富比 


尼定理 


dx k+1 … dx n 

((#+1)2 + …+ ( x n)2)a/2 


dx 


k 


dx _ • • dx 


d a ( x ) 


(^) 


1(e) 


h 


du 


«| a? 


^n — k (^) 


( x M ，… , x n ), I n - k ( e ) 是从 I n - k C R n ~ k 中去掉点 u = 0 在 

邻域所得的 R n ~ k 中的区域. 

根据在例1中获得的经验，显然，只有在 a < n - A : 时,最后的积分才收敛.因 
而我们所研究的反常积分只在 a < n - k 时收敛，其中是边界的维数，在边界近旁 
被积函数可以无限增加. 


中的 


其中 


U 




£ — 


注2在证明命题2时,验证了函数|/|的积分收敛性蕴含函数/的积分收敛 
性,原来,对于定义2意义下的反常积分这个命题的逆命题也成立,而这种情况在我 
们以前研究直线上的反常积分时是没有的，那时我们区分了反常积分的绝对收敛性 
和非绝对（条件）收敛性.为了尽快理解所产生的与定义2有关的新现象的实质，我 
们来研究以下的例子. 


(- I )"" 1 


例4设函数/ : R + — R 定义在非负数集 R + ±：/( x ) 


，若 n - 1 彡 




n 


x < n, n G N 


~ (- i ) n-1 


时，积分 /( j 4 八工)®^的 


-收敛，所以容易看出当 A — +00 


因为级数 E 


n 


极限存在且等于这个级数的和.但这个级数不绝对收敛.例如，重新排列它的项可以 
得到发散到+00的新级数.新级数的部分和可以理解为函数/在实数轴中与级数 
的项相对应的那些区间的并集仏上的积分.显然，由集合五„作成的集列是函数/ 
的定义域 R + 的竭尽递增列. 

于是，/ : M + - 

2的意义下不存在. 


的反常积分/ 0 °° f ( x ) dx 在以前的理解下是存在的,而在定义 


• 我们看到,定义2中所要求的极限与竭尽递增列选取的无关性等价于级数的和 
与它的项的排列的无关性.我们知道,后者正好等价于绝对收敛性. 

事实上，在实践中总是不得不限于研究以下形式的特殊竭尽递增列.设在区域 

在集合 EcdD 的邻域中无界.这时，我们从 Z ? 中去掉 

0时，这些区域生 


D 上定义的函数 

那些包含在集的 e -邻域中的点，得到区域 D ( e ) C 当 
成 D 的竭尽递增列.如果区域 D 无界，那么它的递增列可以用在乃中取无穷远点 


€ — > 
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的邻域的余集的方法得到.在一元的情形中，我们研究过这样的特殊竭尽递增列，正 
是这些特殊的递增列把我们在研究直线上反常积分时已讲过的反常积分的主值意义 
(柯西意义）下的收敛性概念直接推广到任意维空间的情形. 


反常积分中的变 量替换 


# 


最后,我们将得到反常积分的变量替换公式，从而我们将对§5中定理1和定理 

2做出虽然很简单但很有价值的补充. 


定理 1 设V?: A — A 是开集 A c R? 到开集 Ac c 屺上的微分同胚映射， 
而函数/ : 仄 — R 在集合仄的任何可测紧子集上都可积.若反常积分 f ( x)dx 


收敛，则积分 


((f O ip ) Idet ^ Di^dt 


也收敛,且它们的值相等. 


◄开集 A c R ? 的竭尽递增列可以是含于 A 的紧集列 埒， fc e N , 其中每个 
E k t 是空间的有限个区间的并（这方面可参看 §5 引理 1 证明的开头部分).因为 

D t — V x 是微分同胚,对应于集合 A 的竭尽递增列 { E t k } 有集合仄的竭尽递 
增列 {硿}， 其中较= ⑽ 是 V x 中的可测紧集（集拉的可测性从 §5 引理 1 得 

到).由 §5 中命题 1 可得 




f { x)dx = / ((/ 0 y?)|detv/|) ⑴也 


由假设条件，这个等式的左边当 k ^ oo 时有极限，所以当 k ^ oo 时右边也有 
相同的极限. ► 

注3以上讨论验明了最后一个等式右端的积分对的任何具上述特殊形式 
的竭尽递增列均有相同的极限，以后我们利用的正是定理的被证明了的这一部分.但 
是,为了完成所述断言的证明，按定义2必须正式地验证所求极限对于的任意竭 
尽递增列都存在.作为很好的练习，我们把它（并非十分初等的验证）留给读者.我 

们仅指出，从证明了的结果已经可以推出函数 |/%|| d e W | 在集 A 上反常积分的 
收敛性 .( 见练习 7) 

fe* 

定理 2 设 <p : D t — D x 是开集 A 到开集 D x 的映射，又设在 A 和仏中可 
以指出零測度集 S t ，&， 使&是开集，而 ip 先 D t \ S t 到込\ & 上的 
微分同胚.如果在这些条件下，反常积分]^ f ( x ) dx 收敛，则积分 


((/ 0 ( p )I det ip f \){ t)dt 


D t \s t 
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也收敛，且它们的值相等，如果还设 |deV| 在仏的任何紧子集上都有定义且有界， 
则函数 （ /o^)|d e t(//| 在 a 上按反常积分意义可积，且有等式 


((/ 0 ip) I det w’l ) ⑴也 


f ( x)dx = 


D 


D 


◄ 所述论断是本节定理1和§5中定理2的直接推论,只要注意在求开集上的 
反常积分时,可以仅考虑由可测紧集组成的竭尽递增列（见注 3). ► 

dxdy 

(I — x 2 — y 2 ) 

函数在圆周 x 2 + y 2 = l 的邻域中无界. 

化为极坐标，由定理2得到 


IJ 5 计算积分// 


，它对 a > 0是反常积分，因为这时被积 


x 2 +y 2 <l 


Si 


dxdy 

(1 — x 2 — y 2 ) a 


// 


rdrdif 

(1- r 2 ) 


+y 2 <i 


0<^<27r 

0<r< 1 


当 cv > 0 时最后的积分也是反常积分，但因被积函数非负，所以它可以看作关 


于由矩形 


/ n = < (r, ip) G M 2 |0 <9?<27rAO<r< 1 - > , n € N 


n 


构成的矩形 


I = {( r , € M 2 |0 < v 7 < 27 T A 0 < r < 1} 

的特殊竭尽递增列的极限.利用富比尼定理，当 a < 1时，得到 


1-1 


2 tt 


// 


rdrdip 

(1^ 


rdr 

(1 — r 2 ) 


丌 


lim 


d(f 


— a 


o 


o 


0<<P<2tt 

0<r< 1 


根据同样的理由可以得出 结论： 当 a > 1时所求积分发散. 

dxdy 

x|p + |y| 


I 6证明积分 ff 


mm 


只有在 


9 




-+ — < 1 
P Q 


时才收敛. 


由明显的对称性，只需在：1：>0,2/>0且0； + &>1的 E 域 D 上研究积分 


即可 


显然，为使积分收敛，必须同时满足条件 p > 0和 g ；> 0. 事实上，如果 p < 0, 
么对于含于 D 的矩形 


I A = {( x , y ) e E 2 |l ^ x ^ AaO Ky 1} 
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上的积分，我们就有估计 


A 


A 


dy 


dxdy 
xP + y q 


dy 


// 


dx 


dx 




1 + 沪 


xP + 


o 


o 


IA 


( A - l ) 「 

Jo 


dy 




1 + 沪 ’ 


它说明当 A — + oo 时，这个积分无限增加.因此，在以后的研究中可以认为 p >0 


且 g > 0 


在区域 D 的有限部分内，被积函数没有奇点，因此所研究积分的收敛性等价于 
研究同一个函数在 G 上积分的收敛性.其中 G 表示 D 中满足 a：P + M > 0的那 
部分.为使曲线 : rP + y 9 = a 当 a ; 彡0,2/彡0时含于 A 假设数 a 是充分大的数. 

按如下公式引进广义极坐标 ( r ^): 


(r cos 2 ip ) 1 ^ ,y — (r sin 2 


X 




根据定理 2 我们得到 


// 


dxdy _ 2 

x p + y q p ^ q 


Si 


呈 一 1 


呈 一 1 


( p ) dr dip 


(r 


( fsin ^ 


cosp 


0<<P<tt/2 


G 


<r< 


利用由区间 


I eA = {( r , ip ) e E 2 |0 < e ^ 99 < 7r/2 - eAaKr ^ A } 


作成的区间 


{( r 7 ( fi ) e M 2 |0 < ip < 7r/2 A a ^ r < 00 } 

的竭尽递增列，并应用富比尼定理，我们得到 


// 


2-1 


2-1 


1 + 1-2 


( p ) dr d<p 


99 sin 


COSP 


7 * p 


0<ip<ir/2 


^r< 00 


A 


丌 /2 — e 


2-1 


2-1 


dr 


lim 


(fdip 


lim 


f P 


(psin 


cosp 


因为 P > 0 且 g > 0 ,所以这两个极限中的第一个显然有限，而第二个只有当 
i < 1时有限 .► 


+ 


P 


Q 


习 


dxdy 


收敛 • 


1. 指出对于怎样的参数 p ， g ， 积分 // 


x\ p + \y 


Q 


0<)x| + [i/|<l 
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a ) lim cos ; r 2 dx 是否存在？ 

A — ^00 0 

b ) 积分 / R i cos 2 xdx 在定义 2 的意义下是否收敛? 

c ) 验证 


// sin(x 


+ y 2 )dxdy = 


lim 


|x|^n 


和 


// 


sin ( a : 2 + y 2 )dxdy = 0, 


lim 


^ 2 +3/ 2 ^2n7r 


证明 sin ( x 2 + y 2 ) 在平面 1 R 2 上的积分发散. 

dxdydz 


a ) 计算积分 Jo 1 # Jo 1 

b ) 对反常积分（其实，对常义积分也一样）用富比尼定理时应小心.试证积分 


x p y q z 


// 


x 


— y 


dxdy 


( x 2 + y 2 ) 


2 


x>l，y 多 1 


发散，可是两个累次积分 


- y 2 


dy 


dx 


( x 2 + y 2 ) 


和 


一 y 2 


dx 


dy 


( x 2 + y 2 ) 2 


都收敛. 

c ) 证明，若 / e C ( E 2 , K ), 且在 r 2 上有 / 彡0,则从两个累次积分 


/( X ， y)dx 


f ( x , y ) dy , 


dy 


dx 


中任一个存在可推出积分 Jff ( x , y)dxdy 收敛，并且等于这个累次积分的值. 


4. 证明，若 / eC ( IR ， IR )， 则 


h 


f ( x)dx = /(0) 


lim — 


h 2 +x 


设 是 R n 中带有光滑边界的有界区域，而 S 是含于 D 的边界中的 fc 维光滑曲面，证明, 

如果 / eC 7( AR ) 有估计1/1 < 
e >0, 则函数 f 在 D 上的积分收敛. 

试证，没有关于集合£?可测性的假设，注1仍然成立. 


，其中 d = d ( S } x ) 是从点 i e D 到 S 的距离，而 


—k~€ 


d n 


# 


在含于 D 的任意可测紧集上可积. 


7. 设 D 是 IT 中的开集，而函数/ : £> 

a ) 证明，如果函数|/|在 D 上的反常积分发散，那么可以找到集合£>的这样的竭尽递增 

列 { E n h 使每一个五 n 都是 D 中由有限个 n 维区间组成的初等紧集，并且当 n — oo 


时， II\f\i x ) dx 
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b) 验证，若/在某个集合上的积分收敛，而|/|的积分发散，则 

/+ = 1(1/1 + /) 和 /- = i (!/|-/) 


2 


2 


的积分也都应当发散. 

c) 证明，在 a) 中的竭尽递增列 {E n } 可以选得使对于任意的 

fj t {x)dx > f^ n \f\(x)dx + 

d) 利用下积分和证明，如果 f E f+(x)dx > A, 那么存在由有限个区间组成的初等紧集 

FCE, 它使得 f(x)d 

) 从 c ) 与 d ) 推出，存在这样的初等紧集 K C E n+ i \ E ny 使得 

f(x)dx> 


N 满足关系式 


n G 


Se 


n 


+" 丑 


> A. 


x 


e 


\f\(x)dx + 


n. 


E 


F n 


f) 利用 e) 证明，集合 G n = 门^是 D 中的初等紧集（即由有限个区间组成的集)，它 

们组成的竭尽递增列，并且当 

这样一来，如果 m 的积分发散，那么，函数/的积分也发散（在定义2的意义下） 
详细证明定理 2. 


时，有 Jg f( x ) dx +°°， 


n oo 


* 


我们记得，如果 x = (: c 1 ，. .， x ”)， 而 e = k 1 ， … ， r )， 则 M = xk 1 + ". + x n r 是 

矩阵.用 ReA 表示具元 Reaij 的矩阵，记 

且 x / 0有 {( ReA )^, x) ^ 0 (相应地，> 0) 


! 




K n 中的标准内积.设4 = ( aij ) 是复对称 
ReA 彡 0(Re^l > 0) 表示对任何 x e 

) 试证，如果 ReA ^ 0,则当 A >0, CeR n 时成立 


n x n 


n 


a 


-A 


{Ax,x) — i{x^) ] dx 


exp 


2 




n/2 


2n 


— ) * 


(det A) — 歹 exp 


2A 


A 


同时， VdetA 的分枝可用以下方式取 


( deti 4 厂 1/2 = I det Ap 1/2 exp (- ilndA ) 

1 n 7T 

IndA = - y ^ arg /^ ⑷， | arg / ij ( A )[ ^ 


1 




这里 fij ( A ) 是矩阵 4 的本征值. 
b) 设 A 是非蜕化实对称矩阵.这时，当€ e R n 和 A > 0 有 

^ {Ax, x) dx 


t 


exp 


2 


R n 


n/2 


2lV 


- 1 C ，0 )exp (咢 sgnA 


% 


— 1/2 


det A | 


exp 




2A 


A 


这里, sgiid 是矩阵 4 的号差，亦即 


nA = y+{A) — ^-(^4), 

其中 i /+( A ) 是4的正本征值的个数，而 v ^{ A ) 是负本征值的个数 


S 




Asftr 1 —■ 3Si7.i 

^f7 I 


中的曲面及微分形式 


n 


本章研究曲面，曲面的边界，曲面与其边界的和谐定向等概念，导出中曲面 
面积的计算公式，还给出微分形式的初步知识.掌握上述所有概念,对于研究下一章 
要讲的曲线积分及曲面积分来说是非常重要的. 


1 W 1 中的曲面 


R fc 是一个现成的 A ； 维曲面. 

定义1若集合 SCW 1 的每一点都有在 S 内的邻域①同胚®于 R fc ， 就说 5 是 

_ 

W 1 中的维数为 A : 的曲面 ( k - 维曲面或 A ;— 维流形). 

定义2 实现曲面定义中所说的同胚的映射: R fc C ； C 5, 叫 做曲面 S 的图 
或局 部图； 是参数域，而 C / 是图在曲面 S 上的有效域. 

使点 x = p ⑷ G C / 对应于数组 * = ( t 1 ， …， t fc ) e R fc ， 就在 C / 内由局部图确定一 
个曲线坐标.显然，由曲面的定义显然可知，若把换成与 M fc 同胚的任一拓扑空 
间，则不会改变用它所描述的 5* 的对象的集合.代替 M fc ， 人们 常用妒 中开方体户 
或开球作为局部图的标准参数域.然而这纯粹是一种约定. 

①所谓点 xes CR n 在集合 S 内的邻域，像前面一样， 理解 为集合 Us ( x ) = 其中 

U { x ) 是 a ; 在 BT 中的邻域.因为后面叙述中只涉及曲面上的邻域，所以为了简化,在不会发生误会 

的情况下，就把 U s ( x ) 写成 t / 或 U ( x ). 

©在* s c nr 上，从而也在 t / c s 上,有自然的从诱导来的度量，所以我们能谈及 t / 到 R " 

内的拓扑映射. 
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为了进行某些类比，以及使后面的构造更加直观，通常我们是把方体户取作曲 
面的局部图的标准参数域.于是，图 


i k — u c s 


⑴ 




将局部地给出曲面 5 cR n 的参数方程 : r = ip ( t ), 这样 一来， fc 维曲面本身就能局部 

地看成是变了形的标准 fc 维区间 I k cR k . 

_ 

后面将会看到，能用参数给出曲面，对于计算特别重要.有时，整个曲面只用一 
张图就表示出来了.这样的曲面通常称为初等曲面.例如连续函数/ : I k — R 在 

内的图是初等曲面.然而，曲面的初等性是很特殊的.例如我们常见的二维球 
面就不能只用一张图给出.在地球曲面的图册中至少要有两张图（参看本节末第4 


fc +1 


题) 


仿照这种情况，我们引进 


定义3设 A (5) 是曲面 *5 的一组局部图.若这些局部 

图的有效域的全体，能覆盖整个曲面（即 s = 1 JR )， 则称 MS ) 为曲面 s 的图册. 


同一曲面的两个图册的并，显然还是该曲面的图册. 

若对映射（1)，即曲面的局部参数方程除了要求同胚之外不加其它限制,则可能 
使 IT 内的曲面呈现出一幅怪 样子. 例如，可能发生这样的情况：同胚于二维球面的 
曲面，亦即，按拓扑说是球面,位于 M 3 内，但这个曲面所限定的区域却不同胚于球体 

(称之为带角的球面 

为了避开这种与分析中所讨论的问题的实质没有多大关系的类似的困难，在第 
8章§7中，我们曾把内的光滑 A : 维曲面定义作这样的集 S C R "， 对每个点 

€ 5,在 ET 内有它的邻域 U ( x 0 ), 及微分同胚 


XQ 


= {teR n \\t i \<ij = i,2, 


，几}， 


必： U(xq) 


r = 0} 内 • 

很明显，这种意义下的光滑曲面也是在定义1的意义下的曲面，因为映射 

…， 0) =冰 1 ， …， 


使集合 Us ( x 0 ) ：= snu ( x 0 ) 变到方体广= ^ n \ t k+1 






* * * 


= 寸一 1 ， 


显然局部地将曲面参 数化. 反之，由上面提到的角形球面的例子看出，即使0是简 
单同胚，其逆命题一般也不成立.然而，当映射 （1) 足够正则时，曲面的这两种概念 

实际是一样的. 

实质上，这在第8章§7的例8中已经指出过了.但是，由于这个问题非常重要, 
所以我们来精确地叙述以下命题，并提示答案是怎样得到的. 

~~①亚历山大做出了这种曲面的例子.亚历山大 ( D . W . Alexandet ) (1888—1971) 是美国的拓扑数 


学家, 
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命题若映射⑴属于 C ⑴ ( J fc ， IT ) 类，且在方体 J fc 的每一点有最大秩 fc , 则存 

在6： > 0及从 n 维方体 


4 n := {t GM n ||^ 


， n} 


< e，i = 1 ， 




到空间 ET 的微分同胚％ 


，使得 ~ 

换句话说,命题断定了在所给条件下，局部映射 （1) 是 n 维方体 g 的微分同胚 
在 k 维方体矽户 ru ? 上的限制 • 

◄ 为确定起见,设映射 : r = 的 n 个坐标函数：= ^( t 1 , … , t k ),i = 1, ■ 

中的前 / c 个已满足 det 
(< o , iPo ) = (0, v ?(^)) 附近，关系式 


n 


，n 


d<p 


t 


， fc . 这时，根据隐函数定理，在 


「 （ 0) / 0 ， i，j = 1 ， 


_ « 


dP 


=…， 


X 


k 


= ip k {t l r - ,t k ), 

= 铲 +1 妒， … ，内， 


X 


k+l 


X 


= < p n ( t \-^ t k ) 


n 


X 


与关系式 


k 


t 1 = / 十 1 ，… 


)， 


，x 


= f k ( x \ 


k 


k 


)， 




k 


fc + 1 


)， 


，： r 


X 


k 


= r ( x \ 


) 


n 


，X 


X 


等价 


在这种情况下，映射 


k 


t 1 = / U ^ 1 ， 


)， 


，工 


t k = f k {x l r - ， x fc )， 
t k+1 = 


k 


-/ fc+ V ， 


fc +1 


)，. 


，工 


x 


t n = x n _ jn^ x l r _ ， 〆) 


的 n 维邻域的微分同胚.现在可以取它的逆微分同胚在某个方体/? 


是点$0 € 

上的限制作为％ 


n 
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当然，改变坐标的尺度，能使上面的微分同胚中的 e = 1，从而方体成为单位 


方体 


这样就证明了对于 R n 中的光滑曲面，可以采用与前面定义等价的 

定义4 如果（定义1所引入的)] T 1 中的 Jfc 维曲面具有这样的图册，其局部图 
是光滑的 （ C ㈣ 类 ， m > 1) 映射，且在其定义域的每点的秩为就称它为 （ C (m) 

类， m 彡 1) 光滑曲面* 


请注意，映射 （1) 关于秩的条件很重要.例如，由式子 o ： 1 = t 2 , x 2 = t 3 给出的 
解析映射 R 3 t ^( x \ x 2 ) eR 2 在平面 R 2 内确定一条在点 (0,0) 处有尖点的曲线. 

显然这条曲线不是 IR 2 中的一维光滑曲面；因为后者应在它的每一点有切面（一维切 


面)① 


因此，特别地，不要把 C ( m ) 类光滑道路与 C ⑽ 类光滑曲线这两个概念混淆了. 

在分析中，通常考察的是足够光滑的 A : 秩参数化 （1). 可以断定，在这种情况下, 
这里采用的光滑曲面的定义4,与第8章§7所讨论的定义是一 致的. 然而,如果说 
早先的定义直观，且能避开一些不必要的麻烦的话,那么，与曲面的定义1 一 致的定 
义4的优越性在于它很容易提升成抽象流形的定义,而不必局限于 1 T 1 中.在这里, 

我们暂时还是只关心 IT 内的曲面. 

现在讨论一些这种曲面的例子_ 

例1我们知道，若户 e C ㈣ { R n , R),i = 1，， • 


k 是一组光滑函数,且方 


，n — 




程组 


^ fc +1 

J Ju ，山 




，…，工 n )= o , 


( 2 ) 


, rp^ gr •知 + 1 

f 5 山 


n—fe 


(x 1 ， 


)=0 


F 




在属于其解集 S 的每一点处的秩为 n - k , 则此方程组或者没有解，或者其解的集合 
在 ET 中构成 C ㈣ 类 k 维光滑 曲面反 

◄ 我们要证,如果 S # 0 , 则 S 满足定义 4. 这可从隐函数定理推出来.据隐函 
数定理，在任何点 x 0 es 的某邻域内，不计变量标号的变化，方程组（ 2 )等价于方程 


组 


k 


= 产+十 1 ， 


fc +1 


)， 




X 


k 


= / n (x\ 


)， 


，x 


X 


® 关于切平面，参看第 8 章 §7 
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这里 f k + l r - J n eC ^\ 将此方程组改写成 


fc +1 




nt 1 ， … ， t k ) 


的形式，就成了在 S 上点 ： Co e S 的邻域的参数方程.显然，继续作变换，即可把参 

数域变成典则的，例如，变成 J fc ， 从而得到标准的局部图 （1). ► 

■ 

例2特别地，在 M n 中用方程 


( x 1 ) 2 + …+ ( x 71 ) 2 = r 2 (r > 0) 


(3) 


给出的球面是 IT 1 内的 n - 1维光滑曲面，因为方程⑶的解集 S 显然不空，并且在 
S 的任何点,方程 （3) 左端的梯度不为零. 

当 n = 2 时，得到 R 2 内的圆. 


(^ 1 ) 2 + ( x 2 ) 2 = r 2 , 


利用极坐标 


x = r cos t /, 
x 2 = r sin ^, 


容易用极角 0 把它局部参数化. 

对固定的 r (: > 0) 值，映射沒 H W ) ⑻在任何形如 0 Q < e < e o + 27 r 的区间 
上都是微分同胚，而且，为构成圆的图册，两张图（例如，与％ = 0及％ = -7T 对应 
的两张图）就够了.但是，只用一张标准图⑴是不够的，因为圆是紧的，这一点与 
R 1 或 J 1 = B 1 不同，而在拓扑空间中，紧性是关于拓扑变換不变的性质. 

对于 R 3 内的二维球面 


(X 1 ) 2 + ( x 2 ) 2 + ( x 3 ) 2 = r 2 , 


能用极（球）坐标把它参数化，用分表示向量 ( x \ x 2 , x 3 ) 与轴 Ore 3 的正向之间的夹 

角 {O ^ 7 r ), 而用 w 表示向径 ( x 1 ,^ 2 ^ 3 ) 在平面 ( a : 1 ,^ 2 ) 上射影的极角，得到 


3 


= r cosi /?, 

= r sin^ sin^, 
=r sin 矽 cos p 
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在一般情形， it 内的极坐标 My h ) 用关系 


1 — r cos 6 \, 

= r sin cos 62 


2 


x 


(4) 


1 


=r sin & sin 62 
=t sin sin 82 


sin 0 n —2 cos 6 n 
sin 0 n _ 2 sin 6 n ^i 


■ « 4 


— 1 ， 


* «- • 


引入 


注意，中由一般极坐标 （ r ，& ，… h ) 到笛卡儿坐标 Or 1 ， …， #) 的变换 

(4) 的雅可比是 


71 — 3 


(5) 


02… sin 6 


9 i sin 


sin 


n —2 


— 2 且 r > 0, 


由该雅可比的表示式显然可见，比如说，如果0 < 仏 < 7 T，i = 1， 

则 J ^ 0. 这就是说，即使不引用参数^1, ,^ n-l 的平凡几何意义，对于固定的 

0,作为局部微分同胚 （ rA ， …^ ( or 1 ,.- - , x n ) 的限制，队,… X - i ) ^ 
(X 1 ,--- ,x") 本身仍然是一个局部微分同胚，但是球面关于 R n 的正交变换群是齐性 
的，所以，由此即可推知，对于球面上任意点的邻域建立局部图是可能的. 


，n 


• • * 


T > 


例3当< n 时，柱面 


( x 1 ) 2 + …+ ( x fc ) 2 = r 


2 


(r > 0) 


是 IT 1 内的 n -1 维曲面，它是变量 Or 1 ,. …， #) 的平面内的 k — 1 维球面与变量 
( x fe+1 , - - - , x n ) 的 n — fc 维平面的直积. 

显然，若把 R fc 内 fc -1 维球面上点的极坐标 t …取作 n -1 个参量 

， 就能把这个 


( t 1 ， …，尸- 1 )中的前 fc -1 个，而令… ， t n _1 分别等于 X k+ \ 
曲面局部参数化. 


，x 


例4设空间 R 3 的笛卡儿坐标为 ( x , y , z ), 在平面 x = 0 中取一条不与轴 
相交的曲线（一维曲面)，并将它绕轴旋转，就得到一个二维曲面.可把这条曲线 
(经线）的局部坐标及（比如）旋转角（纬线上的局部坐标）做为此二维曲面的局部坐 


标 


0上的曲线取以点 （0， fe ，0) 为中心，半径为 a 的圆，则当 


特别地，若平面 

0 < a < «>时，得到二维环面，俗称轮胎曲面（图 69). 它的参数方程能写成 


= (6 + a cos 4) cos < p , 
y = (6 + a cos 咕 ） sin p ， 
z = acos 咕 • 


x 


的形式，其中 ☆ 是在原来的圆（子午线）上的角参数，而 P 是纬线上的角参数. 
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与上面所作的旋转环面同胚的任何曲面,在拓扑学中都叫环面(确切地说是二维 


环面） • 


由此可见，二维环面是两个圆的直积.因为圆是把线段的两个端点粘在一起（等 
同）而得到的,所以环面能够由线段的直积即矩形,用把矩形对边按对应点粘接起来 

的方法得到（图70)_ 


实质上，这种方法我们早已用过，当时确立了双摆的构形空间是二维环面，而摆 
的运动与环上的路径相对应' 

例5若把柔软的带子（矩形）按图 71 a 中的箭头粘接，就得到环（图 He ) 或柱 
面（图 71 b ). 而按拓扑学的观点，它们是一样的（这些曲面彼此同胚 •） 


b. 


71 


b. 


72 


而若按图 72 a 上画的箭头粘接这条带子，则得到炉内的曲面（图 72 b ), 在数学 

中叫做默比乌斯带 

-一 | 

* 译者注.该书此前并没有介绍过双摆，它第一次出现是在后边第 1 S 章，§ 2 ,第1段的例 4 中. 

① lit 比乌斯 （ A.RMobiiis)(1790— 1868 )， 德国数学家与天文学家* 
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自然是借助原来矩形所在的平面上的坐标引进此曲面上的局部坐标 

例6把例4与例5的叙述放在 一 起比较一下，自 
然会想，现在可以把将矩形粘接成环面的方法与将矩形 
粘接成默比乌斯带的方法合在 一起， 成为一种新的粘接 

矩形的方法(图 73 a ). 但是，正像不撕破矩形或不使其不 
自交，也不超出 IR 2 的范围，就不可能粘成默比乌斯带一 
样，在 R 3 内在类似条件下完成上述新粘接也是不可能 
的.然而，在 R 4 中就能做到，结果得到 M 4 中的曲面，叫 

做 克莱因 ( Klein )® 瓶. 图 73 b 是绘制这种曲面的方法的 

不意. 


\ 


b* 


73 


上面这个例子说明，有时对曲面本身进行描述，还是比较容易的，只要不要求曲 
面非位于给定的空间内不可.此外，许多重要的（各种维数的）曲面，开始时并不 
是作为 R " 的子集，而是作为,例如，机械系统的相空间，连续变换群的几何像，关于 
原空间的自同构群的商空间等等产生的.我们暂时只给出这些初步的注释，而把它 
们的严谨论述留到第15章.在那里，我们将给出曲面的普遍定义，而这种曲面未必 
在中.在这里虽然还没有给出这个普遍的定义,我们还是告诉大家，根据著名的 
惠特尼 © 定理,任何维曲面，能够同胚地映射成位于空间 E 2 fc +1 内的曲面.因此, 
在 IT 中研究曲面，从拓扑多样性与拓扑分类的观点来看，实际上不会有任何丢失. 
然而，这些问题已不属于我们的平凡几何需求的范围了. 


习 


1. 对于每个由条件 


Eot = {( a :, y ) € R 2 \ x 2 — y 2 = a }, 

Eql — { (工，2/，之) € — y = Of }, 

E a = {(x y y^z) e R 3 |x 2 +y 2 — z 2 = a}, 

Eql = {z ^ C"? — 1| = a} 


确定的依赖参数 aeR 的集合 E a ， 说明 

a ) Eot 是不是曲面； 

b ) 如果是，是多少维的曲面； 

c ) Ea 是不是连通曲面. 


① 克莱因 （ C , R Klein ) (1849-1925) 是卓越的德国数学家，他最先严格地确立了非欧几何的无 

矛 盾性; 他精通数学史，是《数学百科全书》的出版组织者之一. 

② 惠特尼 （ H , Whitney ) (1907-1989), 美国拓扑数学家，纤维空间理论的创建者之一. 
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R n 是满足条件 fof = f 的光滑映射， 


2. 设 / : R 

a ) 证明集 /( R n ) 是内的光滑曲面 


b ) 这个曲面的维数由映射/的什么特征性质确定? 


设 eo , ei ，…，〜是欧氏空间 M n +1 的标准正交基底 ， x = x ° e 0 + +…+ x n e ny { x } 是 

点 W , … , x n ), ei ,-.. , e n 是 R n cR n+1 内的基底. 

公式 


x — x eo 


当 ； r # - eo , 


当 ； r / e 。， ip 2 = 


Tpi = 


1 + X° 


分别给出从点 { e 0 } 及 {- e 0 } 出发的球极平面射影： 

iPi ： S n \ { eo } — R ' 如 •• S n \ {- e 0 } — R n 


a ) 说明这些映射的几何意义. 

b ) 验证，若 f e R n 且 y 0,则（咖 。= 7^ 

咕 r 1 = ( 沴 1 

nr — S n \{e 0 }^2 1 


，这里 


S n \{e 0 } 


R n ^ S n \ {- eo } 构成球面 


c ) 证明，两个图矽 r 1 

S n C E n+1 的图册 

d ) 证明，球面的任何图册，必定有不少于两张图 


<p2 : 






# 

* 




曲面的定向 

首先，我们知道，从空间 ET 的一组标架 e 1? …，到另一组标架…，4的 
变换，由分解式心= aj ei 产生的方阵 （<) 来 实现. 此方阵的行列式永不为 '且空 
间的所有标架可分为两个等价类，同一类中的标架，它们相互变换的矩阵的行列式 

是正的.这样的类叫做空间的 定向标架类. 

所谓给出 1 T 的定向，就是按照明确的定义从的两个定向标架类中指定一 
个.这样，定向空间]^就是空间 IT 本身加上它的一个确定的定向标架类.为了指 
出某个定向类，只要取其中的任一个标架就行了_因此，可以认为定向空间 ® n , 就是 

空间 R n 连同它的一个固定的标架. 

内的标架产生出 IT 内的坐标系，而由这样的坐标系向另一坐标系的变换， 

由方阵 «) 实现,它是标架转换方阵 （<) 的转置方阵.因为这些方阵的行列式相同， 

所以重复上面指出的关于定向的叙述, 就得到中定向坐标系类； 当实现坐标系变 

换的方阵有正的雅可比时,就把这样的坐标系置于同一类中. 

这两种描述空间的定向概念的方法在下面描述曲面定向概念时，都将表现 

出自己的作用，二者实质上是一致的. 


E 
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但是，我们还应注意在曲线坐标系情况下坐标与标架之间的联系，这对以后是 


有用的 


设 G ? 与 D 是位于两个 2 T 空间内的微分同胚区域.在这两个 IET 空间中分别 
有笛卡儿坐标（: c 1 , …， x n ) 及 （ i 1 , … , t n ). 微分同胚 <p ： D G , 可以看成是在区域 
G 内按规则 


_ 引进的曲线坐标，即点 : r e G 用点 t = e D 的笛卡儿 

坐标屮,…， t n ) 来表示.如果在每个点 t e D 处,考虑切空间的由坐标方向 
的单位向量组成的标架 e ir -. ,e n , 则在 D 内产生了一个标架场，这个标架场可以 
看成是空间单位标架平行移至 D 的每一个点得到的.因为 

同胚，切空间间的映射 ip f ( t ) : TD t ^ TG 


JU — 


D — G 是微分 


^ : 


在每点 t 是切空间间的同构，按规律 
( t)e = $ G 7^^实现的.这就是说，由 TA 内的标架 
到 TG X 内的标架6 = ,^ n = ^( t ) e n , 同时，在 D 上的标架场变换成 G 

上的标架场（图 74). 既然# € C (1) ( D , G ), 所以，如果向量场 e ⑷在 D 内连续，则 
向量场 G ； r ) = ⑷在 G 内也连续.这样，任何（由 n 个连续向量场 

组成的）连续标架场，在徼分同胚下变成连续标架场.现在考虑满足条件 a ; = < pi ( U ) 
的一对微分同胚 




， e n ， 能得 


TD t 3 e 


ei, 


A — G?，i = 1,2,它们在同一区域 G 内引入两个曲线坐标系 
⑷,… ，⑺及 ㈦ ，…，设).互逆的微分同胚 

1 °^1 ： d 1 ^d 2 ,^ 1 °W2 : D 2 — £h 




实现了这两个曲线坐标系的相互转换.这些映射在区域 £ h ， D 2 的各对应点上是互逆 
的，因此,其雅可比有相同的符号.如果区域 G (同时 A 及 D 2 ) 是连通的，那么，由 
所讨论的函数行列式的连续性及非零性，它们在区域及的所有点上将各有 
其确定的符号. 


这就是说，用上面指出的方法，在连通域 G 内引出的曲线坐标系，恰好分成两个 
等 价类； 同一类坐标系间的变换具有正的雅可比.这样的等价类叫做区域 G 的定向 

曲线坐标系类. 

给区域 G 定向，按定义就是在 G 内指定它的一个定向曲线坐标系类. 

不难验证，区域 G 内，属于同一类的定向曲线坐标系（如上所述）在 G 内产生 
的连续标架场，在每个点 xeG 都位于切空间的同一个定向标架类中.可以证 
明，连通区域 G 的连续标架场恰好分成两个等价类，在每点其标架属于空间 
TG X 的同一个定向标架类的标架场，分在同一个等价类中（请参看本节末与此有关 

的练习 3,4). 
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这样，连通区域 G 的定向，能够用两种完全等价的方法 给出： 指定 G 内的一个 
曲线坐标系,或给出 G 的属于同一个定向类的任意一个连续标架场，例如，由这个坐 
标系产生的标架场. 

现在已经清楚，只要在连通区域 G 的一点 z 处指定了 TG X 的定向标架，则它 
的定向就完全确定了.这在实践中是用得很多的.如果在某点 x 0 € G 给出了一个定 
向标架，并在 G 内选取了一个曲线坐标系 : D — G , 从而在 TG X0 和建立相应于 
这个坐标系的标架，把它与在 x 0 eG 原先给出的定向标架相对照,如果两个标架属 
于 TG X0 的同一个萣向类,就认为曲线坐标在 G 上给出了与原来的定向标架同样的 

定向.反之,就认为给出了相反的定向. 

如果 G 是开集，但不一定连通，则因上面的全 
部叙述适用于它的任一连通子集，要给 G 定向，就 
得在 G 的每个连通子集内给出自己的定向标架.这 
说明，若 G 有 m 个这样的子集，则集 G 将有 2 m 种 

不同的定向. 

如果把区域 G 代以 R " 内由一个图给出的光滑 
A : 维曲面 <5,就能把上面所说的关于区域 G c R n 的 
定向，逐字逐句地重复（图 75) 于 S 的定向. 这时/ 

的所有曲线坐标系，按照它们相互变换时的雅可比 
的符号，自然地分成了两个定 向类； 在 S 上的两类 
标架场，也同样地产生 出来； 也同样能用位于 S 的 
某个切平面 TS X0 内的定向标架给出 S 的定向. 

这里出现的唯一需要验证的是以下并非明显成立的断言. 

命题1由光滑曲面 ScM . n 的一个曲线坐标系到另一个曲线坐标系的变换是 

微分同胚的，且其光滑度与曲面的图的光滑度一样. 


U c S , 可以局部地看成点 


◄ 实际上，由§ 1的命题，任何一个图 W :广 

I k C M n 的某个 n 维邻域 O ⑷到点 x e S C R n 的 n 维邻域 0($) 的微分 
同胚衣 ： O ⑷— 0 ( x ) 在户 n O ⑷上的限制，并且 赛有与 同样的光 滑度. 今设 

— 队与外••玲 — U 2 是两个这样的图，则在它们的公共的有效域内，映射 
(把第一个坐标系变成第二个坐标系）局部地表示成 ^( t 1 …， t k ) = 

^2 1 。衣 10 1 ，...， t fc ,0, …， 0) 的形式，这里衣 1 与衣2是对应于灼与 外 的 n 维邻域 

上的微分同胚 .► 

用由一张图给出的初等曲面为例，我们弄明白了所有曲面定向概念的全部本质 
内容，现在我们对 IT 中任意光滑曲面的情况给出完整的定义，并以此完成对这个问 

题的讨论. 


t G 


^1 


^2 0< fl 


I 卜 U u <Pj : Ij Uj 是曲面 5 的两个局 


设 S 是内的 fc 维光滑曲面，仍 
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部图，它们的有效域相交，即 ihnUj 妾 0. 这时， 在集 I 卜 K 1 ⑼）与$ = ^\ Ui ) 
之间，像刚才证明的那样，自然地建立起互逆的微分同胚 


冷— 作：冷 — 屯， 




它们实现了曲面^上从一个局部曲线坐标系向另一曲线坐标系转换. 

定义 1如果曲面上的两张图的有效域或不相交，或相交且在它们的公共有效 
域上，相互的坐标转换是有正雅可比的微分同胚，就说这两张图是相容的. 

定义 2如果曲面的一 个图册 是由两两相容的图组成的，就说它 是曲面的定向 


图册 


定义 3若一曲面有定向图册，就说它是 可定向曲面. 反之就说 它是不可定向 


曲面 


与空间 R n 中的区域或由一张图给出的初等曲面不同, Rn 中任意的曲面有可能 
是不可定向的. 

例1可以验证默比乌斯带是不可定向曲面（见本节末之练习 2,3). 

例2克莱因瓶也是不可定向的，因为它包含默比乌斯带作为自己的一部分，这 

由表现克莱因瓶结构的图73能直接看出来. 

_ 

例3圆周及一般的 Jfc 维球面是可定向曲面,这可用由相容图构成的球的图册 
的直接表达式加以证明（见§1例 2). 

I 

例4 §1中例4所讨论的二维环面，也是可定向曲面.实际上，利用§1例 4 中 
指出的环面的参数方程，容易把它的定向图册找出来_ 


我们不再停留在一些细节上，下面我们将对足够简单的曲面，给出另外的检査 

它们是否定向的更直观的方法，用这种方法能够很容易地检査例1 一 4 的曲面可定向 


与否 


如果在定义1、2、3上再补充下面的定义4、5,曲面定向概念的形式化描述就 


完成了 


如果把曲面的两个定向图册合并以后，仍然得到这曲面的一个定向图册，就认 

为这两个定向图册是等价的. 

所说的这个关系，的确是曲面定向图册间的等价 关系. 


定义4按上面所说的等价关系，它将一个曲面的定向图册分成等价类，叫做曲 

面的定向图册类， 或简称为 曲面的定向， 

«■ 

_ 

定义 5 具有指定定向图册类的曲面（亦即，在曲面上有确定的定向）叫做定向 


曲面 
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这样， 给曲面定向， 就是用某种方法,指出这个曲面的一个确定的定向图册类 
在特殊情形下,我们已经知道. 

命题2在可定向连通曲面上，恰有两个不同的定向. 


通常称这两个定向为 互逆的定向. 

命题2的证明，请看第15章§2第3段， 

如果可定向曲面是痒通的,那么，为了给它定向，只要指出该曲面的一个局部图, 
或它的某一切平面中的一个定向标架.这些方法，在实践中有广泛的应用. 

当曲面有若干连通分支时,那么，当然要在每个连通分支上，都像上面那样指出 

局部图或标架. 

在实践上,还广泛运用下面的方法，给已定向 
的空间中的曲面定向,设在欧氏空间 R n 内有指定 
的定向标架中可定向 n -1维 
曲面.又设是 S 在点 xeS 处的 n — 1维切 

平面, n 为与正交的向量，即 n 是曲面^在 e 3 
点 rr 处的法向量.如果对所给的向量 n ， 在 

中选定标架（1， • • *? Cn - l ) 使得标架（ 61 ， • • •? e n ) 

与…, ^ n - i ) = (^1, e 2 ? • • *, e n ) 属 于空间 

的同一定向类，则容易看出，平面上所有 
这种标架(心， • • 原本属于此平面的同一个定向类.这就是说，指定平面 rs 

的定向类.从而给连通可定向的曲面定向，在这种情况下，只要给定法向量 n 就能 
实现（图 76). 

不难验证（参看练习 4), 欧氏空间 R n 中 n - 1维曲面的可定向性，等价于在曲 
面上存在非零连续法向量场. 

由此显然能推得例 1-4 内所论及的球面与环面的可定向性以及默比乌斯带的 

L 

不可定向性. 

欧氏空间 R n 内的连通 n -1 维曲面上，如果存在（单值)连续单位法向量场，就 

_ 

_ 

称此曲面为双侧曲面. 

因此，比如球面，环面， R 3 内的平面都是双侧曲面.默比乌斯带则不一样，在这 

■ 

样的意义下，它是单侧曲面. 

现在做几个与这个概念在分析中的应用有关的注释，以结束曲面定向概念的 




76 


讨论 


在与]内的定向曲面有关的分析学的计算中，通常首先是找出曲面^的某个 
局部参数化方程，而暂时不管它的定向,然后在曲面的某个切平面 rSz 内，构造一个 
由（速度）向量构成的标架这些向量与选定的曲线坐标系线相切，亦 

即建立由这个坐标系导出的定向标架. 
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如果空间 IT 已定向，而5的定向是用法向量场定出的，则取给定的场在点 5 C 

比较.如 


处的向量 n ， 并将标架与确定空间定向的标架 
果它们属于同一个定向类，则按照上面的约定，局部图就给出了所需要的曲面 定向; 
而当这两个标架定向类不一致时,所取的图给出的曲面定向与法线 n 给出的相反. 

显然，当 n -1 维曲面存在某个局部图时，只是需简单地调换一下坐标的次序, 
就能得到所需定向的局部图（这里的定向，是由定向空间 IT 中的双侧超曲面上指定 
的确定法向量 n 预先给出的). 

在一维的情形，曲面就成为曲线.我们常常用曲线在某点的切向量,米规定曲线 

的定向.这时，我们常常不说 “曲 线的定向”，而说 “沿曲线运动的方向”. 

如果在平面 R 2 上取它的一个定向标架,并且给定一条闭曲线,设此曲线界定的 
区域为 D , n 为曲线的外法向量（对 D 来说)， t ; 是环绕速度向量,则认为当标架 n， V 
与 M 2 的定向标架同类时，曲线绕 D 的方向为正方向. 

这是说,例如，在平面上惯用的（右手）标架下，对于曲线限定的区域来说，“反 
时针”运动是正环绕方向，当沿曲线正环绕方向运动时，曲线所限定的区域始终位于 


ei, 


， 


左侧” . 


鉴于此,对平面或平面区域的定向，经常不用 r 2 中的标架，而用环绕某个闭曲 
线（通常用圆周）的运动正方向来给出. 

给定这样一个方向，实质上就是指出了从标架的第一个向量最简捷地旋转到第 


练习 


1.在§1的问题4的 c ) 中指出的球面的图册，是不是这个球面的定向图册？ 

a ) 应用§1例4,给出二维环面的定向图册. 

b ) 证明，默比乌斯带没有定向图册. 

c ) 证明在微分同胚/ : D — D 下，有向曲面 S C 变为有向曲面 SCD . 

a ) 验证,属于区域 GcM n 的同一定向类的曲线坐标系在 G 内产生的连续标架场，在每一 

点 x & G 分别给出的标架，是空间 TG X 的同一定向类中的标架. 

b ) 试证,在连通域 G C DT 内，连续标架场恰好分成两个定向类. 

_ 

C ) 以球面为例 证明，即使在光滑曲面 SCR 71 上不存在连续切空间标架场，光滑曲面 S 仍 

可能是可定向的. 

d ) 试证，在连通的可定向曲面上,恰好能给出两种不同的定向. 

a ) 在空间 nr 内指定一个子空间 R 71 - 1 ， 取向童 e sr \iir _ 1 ， 及子空间 R 71 - 1 的两个标 

架 （匕… 验证：这两个标架属于空间 K "- 1 的同一个定向类, 
当且仅当 （ V ，4 l ， … ， U > ，心，… , in - l ) 给出空间肢”的同一个定向. 

b ) 试证，光滑超曲面 S C R n 可定向，当且仅当在 S 上存在 S 的连续单位法向置场_特别 

地，由此产生双侧曲面的定向， 


嘩 


4. 
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) 试证，若 gratiP / O , 则由方程 ，: r n ) =0给出的曲面是定向曲面（假定方程有 


解) 


d ) 将上面结果推广到由方程组给出的曲面的情形. 

e ) 阐明为什么在 1 R 3 中不是每个二维光滑曲面都能用方程 F { x , y , z ) = Q 给出，这里 F 是 

没有临界点（亦即满足条件 gradF ^ 0) 的光滑函数. 


曲面的边界及其定向 


• 1. 带边曲面 

设是 A : 维欧氏空间， t 1 , ••- ,t k 是它的笛卡儿坐标.考察空间 R fc 的半空间 

H k ：= {t e < 0}, 称超平面 dH k ：= {t e R fc p = 0} 为半空间的边界. 

请注意，集 := ，即的开的部分，是最简单的 fc 维曲面.半空 

间本身，由于在 if fc 中含有边界出的点，从而形式上不符合曲面的定义.集 

合 H k 是带边曲面的一个样本.我们现在来刻画带边曲面. 

定义1若集合 SgR 71 的每个点 xeS , 有一个在 S 中的邻域 t ；， 它或者与 
同胚，或者与同胚，就说 S 是一个 （ fc 维）带边曲面. 

p 

定义2如果在定义1所说的同胚9 •• U — H k 之下，点 x e ?7对应于边界 
dH k 的点，就说： r 为（带边）曲面 S 及其邻域的边 界点. 所有边界点构成的集叫 

做曲面 S 的边界. 


通常用表曲面 S 的边界. 

我们注意，区域 G C R fc 到区域 Gj C R fc 上的同胚映射: G — G )， 把区 

域 Gi 的内点变成像集 < Pij ( Gi ) 的内点（这是布劳威尔 ( Brouwer ) 定理)，因此，曲面 

的边界点概念与局部图的选择无关，即定义合理. 

定义1形式上包含了 §1定义1所描述的曲面的情况.将这些定义加以对照即 

可看到，如果在 S 上没有边界点，则我们就回到了曲面原来的定义，现在就能把它看 
成是无边曲面的定义了.因此，请注意,“带边曲面”这个词通常只是当边界点集不空 

时才用. 


( C ( w ) 类）带边光滑曲面 S 的概念,像无边曲面那样,要求 S 所具有的图册里的 
图，有给定的光滑度.这里，我们指的是,对于形如 中 '. H k — U 的图，#在边界 
上点的偏导数只在映射 W 的定义域上计算，即有时这是单边导数，而映射 P 的 

雅可比在上处处不为零. 

因为 R fc 能够用 C(°°) 类微分同胚映成方体 I k = {te R^ll^l < l,i = 1 ， … ， fc }， 
同时,映成方体广的加上补充条件 t 1 < 0那一 部分屯 所以， 在带边曲面的定 
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义（甚至在定义它的光滑性的情况)，显然可把换成0，而丑换成或并上了 
一 个界面 


{t G R fc |t x = 1, |^| < 1， i = 2, …， /?} 

的方体 7 fc ， 这个界面显然是一个维数小了 1的一个方体. 

考虑到曲面的标准局部图的选法本来就有的这种随意性,将定义1、2与§1中 
的定义1加以比较,就可看到以下命题是正确的. 

命题1 fc 维 c (-) 类曲面的边界本身是具同样光滑性且维数比原带边曲面维 
数小1的无边曲面. 


fc-1 


I 




实际上，设带边曲面 S 有图册 


A(5) = {(H k ^ u Ui)}U {_，作 Uj)h 


, . dUi )} 显然是边界 as 的同类光滑的图册 


则 4( 狀卜{(妒乂灼 | 

下面给出几个带边曲面的简单例子 


dH k =M k - 


内的 n 维闭球: T 1 是 n 维带边曲面，它的边界 dT & n - l 维球面 
(参看图76及图 77 a ). 仿照着二维情况，常把球: T 叫做 n 维盘，它可以同胚地变成 
半个 n 维球面，其边界是 n - 1维赤道球面（图 77 b ). 


例1 


例 2 it 内的闭方体 r ， 可用中心射影把它同胚地映成闭球伊.因此 r 与 

T 一样，也是一个 n 维带边曲面，它的边由方体的诸面组成（图 78). 我们注意到， 
这些面的交是方体的棱，所以方体到球的任何映射，显然不可能是正则（即 n 阶光 


滑）的 


78 


77 


例3如果默比乌斯带是按§1的例5所述，将闭矩形的一对对边反方向粘接成 
的，那么，它是 R 3 内的带边曲面，且它的边同胚于（妒中的闭）圆周. 

按另一种方法粘接对边，能得到柱面，它的边界由两个圆周组成.此曲面同胚于 
普通的平面环（参看§1例5的图 71). 
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在图 79a ， b;80a ， b;81a，b 上绘出了我们今后将会用到的 R 2 及 R 3 内的几个两两 
同胚的曲面.可以看出，即使曲面本身连通,其边界也可能是不连通的. 


曲面定向与边界定向的和谐性 




它在内诱导出笛 


设在欧氏空间内固定一个正交的定向标架 ei , 

卡儿坐标 x 1 ,--, x k 于是半空间 H k = {x € R ^ la ： 1 ^ 0} 的边界 dH k = 妒- 1 就 
用向量 e 2 ,..., e fc 给出一种定向，我们称这种定向与给定的半空间的定向标架 


是和 谐的. 

在 k = 1从而 dff k 二 M "- 1 = E ° 是点的情况，应当特别约定如何给它定向.我 
们规定这时采用添加+ 号或- 号的方法，在紐 1 =把的情况，取 ( K °,+), 或简记 

作 + R 0 , 表示丑 1 的定向边界. 

现在，我们希望在一般情形下给出曲面的定向与其边界定向的和谐性的定义.这 
对于下面讲的有关曲面积分的实际计算是非常重要的. 

首先证明下面的命题. 


命题2 光滑可定向曲面 S 的边界 ^9, 仍是光滑可定向曲面（但可能不连通) 

◄ 由命题1，只要再判定郎的可定向性即可.我 ft ] 来证明，如果 A ( S ) 
{(H k ,cp u Ui)}U 是带边曲面 S 的定向图册,那么边界的图册 A ( dS ) 


, , dUi )} 也是由两两相容的图组成的.为此，显然只需验证 v 如果 


dH k ^R k " 
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f = 是?7於(亡0)到 (^ o ) 的微分问胚且有正的雅可比， C ^ H fc ( to ) 是 to € dH ^ 在 

H k 内的邻域， U H k ( t 0 ) 是点心€ dH k 在 H k 内的邻域,则从 U dHk ( to ) = dU H k ( t 0 ) 

到 U d H ^( io ) = dU Hk (to) 上的映射 ip \ du Hk ( to ) 也具有正的雅可比.这里 V dHk (to) 是 

to 在 dff k 内的邻域，是匕= 轉 q ) 在 dH k 内的邻域. 

注意,在任意点 i 0 = (0,玲，…，唣）€ & H k it , 映射妒的雅可比 J 为 


d ^ ip 1 


■ 


0 


dijj 2 3处 2 

dt 2 dt k 


d^ip 2 d^ 2 dip^ 

_ • , — 

dt k 


d ^ 1 


J (^ o ) = dt 1 dt 2 


汍 1 


dip k dip 


dt k 


d^jj k dip k 

dt 1 dt 2 dt k 


dt 2 


因为当 P = 0 时，应有 f 1 =^ 1 (0^ 2 ,-* ，内三 0 ( 边界点在微分同胚下变为边界点) • 
还应注意,当0 < 0时,也应有？ 1 = …，内 < 0 (因为 f =矽⑷€ H k ), 因此 

g (( M 2 , … /) 的值不能是负的.据条件 J ( t 0 ) > 0,既然有 ^(0, i 2 ,.-- ,^)^0, 
jf 由上面的行列式等式推知，映射 ^\ du ^ =^(0, t 2 ,-.- , t k ) 的?!可比是正的. ► 

我们指出，在命题2和以下的定义3中，一维曲面情形 （fc = 1)，应根据本段开 
头对这种情况所作的约定，预先给予特别的说明. 


定义3若义⑹= {{ H k , if U Ui )} U {( R fc , < p h Uj )} 为带边 aS 的曲面 5 的标准 

局部图定向图册，则 A ( ds ) = {( E fc - 1 ,^| afffc = Rfc - 1 , a (/ i )} 为边界的定向 图册. 用它 

给出的边界的定向，叫做与 曲面定向和谐的边界定向. 

作为用曲面的定向确定其边界定向这一段讨论的结尾,我们做两个有用的注. 

注1上面已经指出，实用中常常用切向量标架给出中的曲面的定向，在这 
种情况下，常用以下方式检验曲面定向与其边界定向的和谐性：设 S 是光滑曲面,邱 
为边界郎上一点.取 S 的维切平面 TS X 0 . 因为在点: r 0 附近，曲面 S 的局部结 
构与半空间 H k ^Oe dH k 点附近的局部结构一样，所以，把肪的指向 S 在 TS Xq 
的局部射影外侧的法向量取做 S 的定向标架 心， &，…，6的第一个向量后，就得到 

在: r 0 点切于郎的 fe - 1维平面 TdS X 0 的标架如，…，匕，它给出了 的，从 

而狀的定向.这个定向与曲面 S 的给定定向标架是和谐的. 

_ 

在图77—80中，以简单例子说明了曲面与其边界和谐定向的方法与结果 • 

我们指出，这样一个操作方法的前提是能把在 S 上给出的定向标架移到曲面及 
其边界的每点去，而曲面的边界，从例子已经看到，可能不连通 • 

注2在定向空间 3 R fc 内，考察半空间把 -= H k ^ {x e < 0} 及奶= 

{x e R ， 1 彡 0}. 它们的定向 都由妒 的定向导出.超平面尸= {x € R fc | X 1 = 0} 是 
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扯与 Hi 的公共边界.易见，超平面 r 分别与#和的定向和谐的两个定向 
正好相反.这也适合于&=1的情形，此时,这是假设条件. 

与此类似,如果定向&维曲面被某个& -1维曲面分开（例如球被赤道分开)，则 
在所说的 A : - 1维界面上产生了两个相反的定向，它们是被原曲面分成的两部分的 
定向诱导出来的. 

这些事实，在曲面积分论中经常要用到. 

此外,它们还可以下面方式用来确定分片光滑曲面之定向. 


定义4 (分片光滑曲面的归纳定义）我们约定把点看作是具有任意光滑性的零 


维曲面. 


若在 R n 内的一维曲面（即曲线）上，去掉有限个或可数个零维曲面（点）后，它 
就分解为若干个一维光滑曲面（曲线），就说原来那个曲线 是分片光滑一维曲面 （分 

段光滑曲线). 

设 S c 是 fc 维曲面，如果从 S 上去掉有限个或可列个维数不超过 A ； - 1的 
分片光滑曲面后，就能把它分解为若干个维光滑曲面氐（带边或不带边)，就称 S 

为分片光滑 A : 维曲面. 

h 

例 4平面上角和正方形的边界都是分段光滑曲线. 


在 R 3 内，立方体的边界和直圆锥的边界，都是二维分片光滑曲面. 

现在来讨论分片光滑曲面的定向问题. 

对于点（零维曲面)，给它标上号来给它定向.特别是线段 C R 的边 
界，由 aj 二点组成.如果线段是从 a 到&定向，那么，线段端点的和谐定向就 

是: (a,-),(6,+) 或用它们另外的记号,就是 -a, +6. 

现在考察 fc 维 （fc > 0) 分片光滑曲面 <5 c R n . 

设 S 是定义4意义下的分片光滑的 fc 维曲面，况 i 和 S i2 是它的两个已被定向 
的光滑曲面，且它们沿 fc - 1维光滑曲面块（棱） r 彼此衔接.这时，如同光滑曲面 
的边界，在 r 上产生了分别与 s h , s i 2 的定向和谐的两个定向.如果在任何这样的棱 

rcs h n ^ 2 上,这两个定向都是反向的.就认 k 与氐 2 的定向是和 谐的； 如果 

s h ns i2 是空集或维数小于 fe-1, 就认为 s h 与 s i2 的任何定向都和谐 


定义 5 称分片光滑 A: 维 （fc > 0) 曲面是可定向的，假如不计有限多个或可数 
个维数不超过 fc - 1的分片光滑曲面，它是一些光滑且能和谐定向的定向曲面况的 


并 


例 5 容易验证. 三 维方体的表面是分片光滑的可定向曲面.一般说来，例 4 内 
所举出的分片光滑曲面都是可定向的. . 
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例6容易将默比乌斯带表示成两个可定向光滑曲面的并的形式，它们沿部分 
边界相衔接.然而，这些曲面不能和谐地定向.能够证明，即使按定义 5 的观点，默 
比乌斯带也不是定向曲面. 


习 


1. a ) 设 S C IT 为一曲面, 5是5在内的 闭包. 试问，集 S \ 5是不是5的边界？ 

b ) 曲面 5 i = {(x,y) e R 2 |l < x 2 +y 2 < 2} ? 5 2 = {(x,y) e R 2 j 0 < x 2 + y 2 } 是否有边 


界? 


c ) 求出曲面 & = {(x,y) € R 2 |l 彡 x 2 + y 2 < 2},S 2 = {(x,y) 6 R 2 |l ^ x 2 +y 2 } 的边界. 


举出一个这样的 例子： 曲面不可定向，但其边界可定向. 

a ) 立方体 I k = {xe R^l^l < l，i = 1， …， fc } 的每个面对应平行于空间以的 fc - 1维 

坐标超平面.所以能够把这个超平面的标架与坐标系看做是立方体的界面上的标架与坐 
标系.请指出，在哪些界面上，这样得到的定向与用的定向导出的方体户的定向和 
谐，在哪些面上不和谐.试依次研究 fc = 2 ，fc = 3 及 fc = n 的情形_ 

b ) 在半球面5 = {{x,y,z) € R 3 \x 2 + y 2 + = 1 A 2 > 0} 的某区域内，使用局部图 

f 1 sint 2 , cost 1 )， 而在此半球面的边界 ^5 的某区域内，使 

( cost ， sint ，0). 试说明这些图给出的定向是否与曲面 S 的定向及边界 


# 


(t 1 , £ 2 ) I—— ► (sin t 1 cos t 


，sm 


用局部图 f h 
ds 的定向和谐 

c ) 在半球面 s 及其边界 as 上，试建立由 b ) 中的局部图导出的标架场 • 

d ) 在半球面 S 的边界上，给出一个标架，使它确定的边界定向与在 C ) 内得到的给半 

球面定向的标架和谐. 

a 

e) 借助 SCR 3 的法向量，给出在 c) 内所得到的半球面的定向. 

a ) 验证，即使照定义3的观点，默比乌斯带也不是定向曲面 ■ 

b ) 试证： 若 s 是 sr 内的光滑曲面，则无论按照光滑曲面定向的意义，还是按照分片光滑 

曲面定向的意义，二者是等价的. 

a ) 称集 <9 C 是 A ; 维带边曲面，如果对每点 x e S , 存在 R n 内的邻域 U ( x ), 及这个 

邻域到标准方体 J n C IT 上的微分同胚咕： t/(;r)— 尸，使分 (S n U ( x )) 或与方体 

= t n = 0 } 重合，或与它的一部分 i k n{te M n | i fc ^ 0} 重合， 

这一部分实际是一个&维区间拼接了自己的一个界面. 

以§1中讨论曲面概念时所讲的东西为出发点，证明带边曲面的这一定义与定义1 


4 . 


fc+i — 


/ fe = {t 6 I n \t 


不等价. 

b ) 判定以下命题是否 成立： 如果/ € C ^{ H k , R ), 这里 H k = {x e ^ 0}, 那么， 

对任何点 : r € dH k , 存在它在 R fc 内 的邻域 U{x ) 及函数 F € C 7 ⑴ (?7( a :)， R )， 使得 

^ p \H k nu(x) — f\H k nu(x)^ 

C) 若用 a) 的定义去刻画带边光滑曲面，亦即设 4 是有最大秩的光滑映射，试问，这样一个 

带边光滑曲面的定义，是否与§3内采用的定义一致？ 
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4欧氏空间内曲面的面积 


现讨论欧氏空间中的 fc 维分片光滑曲面的面积的定义 （n > fc ). 

首先注意，若6,…，^是欧氏空间肢内的个向量，那么，以这些向量为棱 
的平行多面体的体积 V (6, …， eo 可用矩阵=吃）的行列式计算： 

… ,^) = det (^) 


( 1 ) 


矩阵行由这些向量^，…，^在空间桫的某个标准正交基 e l5 ..- , e fc 下的坐标组 
成.然而请注意,公式 （1) 实际上不是简单地给出了平行多面体的体积，而是给出了 
它的所 谓有向体积.如果 K # 0,则用公式 （1) 确定的 V 值之正，负，分别对应于标 

属不属于空间 R fc 的相同的定向类. 

现在指出，矩阵 J 与其转置矩阵之积 JJ \ 不是别的，正是给定的向量的两 
两内积恥= ( Hi ) 的矩阵 G (阳〉，即 G 是向量组 H 的格拉姆 ( Gram ) 

矩阵①，因此， 


架 


与忘 


ei ， …, Bk 


1， 


• 4 


2 


( 2 ) 


detG — det(JJ*) = detJ - detJ* = (detJ) 

这就是说，非负体积值 y (心，…，匕),可以写成 


(3) 


m... ，€ fc ) = \/ det ((^,^)) 


最后这个公式很方便，因为其中本质上已经没 
有坐标，而是一组刻画所考察的平行多面体的几何 
量.特别地，若把这些向量看作是 n 维 
( n ^ k ) 欧氏空间 KT 内的向量,则以它们为棱的平 
行多面体的 A : 维体积（或 A : 维面积）的公式 （3) 保 

持不变. 


今设 r ： D S cM n 是欧氏空间内的 
k 维光滑曲面&它用参数形式 r = , t k ), 

即定义在区域 D cR k 上的光滑向量函数 r ⑷= 

Or 1 , … , x n )( t ) 的形式给定.设 e l5 

的正交标准基底，它产生坐标系固定 
点 t Q = ( ij , … ， tj ) € Z >， 取一组充分小的正数 
h 1 , - ，/ i fc , 使以从 to 出发的向量 Mei e TD to (i = 

1,…， A :) 为棱的平行多面体/完全位于区:域 D 内. 

由于映射 D^S 将平行多面体了映成曲面 S 上的图形心，因而我们约定把 Is 

_ 

叫做曲线 平行体 （参看图82,这是 fc = 2 ，n = 3 的情况)♦因为 


是 R fc 内 


，Cfc 


• 4 • 




， tg ) = ☆_ + _)， 


A-l f i f i+l 

，心 0 ^0^0 ， 


，4 一 1 ， 4+<4 +1 ， 


，砣）— r (砧， 


r (砧， 




• * 


①见第 18 章 § 1 . 1 . C . 的注释. 
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与点 t 6 D hk t 0 移动向量相应，在 IET 内的点从 r ( t 0 ) 所作的这个移动，当 

M — 0时，可以用偏微分= rih 1 代替,而精确到 o ( V ). 因此，当 M 很小时, 
i = l, …， k ， 曲线平行体与以在点 r ( t 0 ) 切于曲面5的向量 MiS， … •，矽 4 为棱 
的平行多面体相差很小.由此认为曲线平行体 h 的体积应该接近于所说的标 
准平行多面体的体积.这样就得到近似公式 


At k , 


AT/ « Jdetigi^i^At 1 • 


⑷ 


这里 9 ij ( t 0 ) = = h\ij = 1，…， fc . 

如果将参数域 D 所在的整个空间 R * 用标准方式分成直径为 d 的一些小平行 
体，并取其中包含在 D 中的那些小平行体,按照公式⑷计算它们的像的 fc 维体积 

的近似值，然后相加，得到量 . 


> : yj det 殳 《 j (t a ) 


At K , 


可以把它看做为所考察的曲面 S 的维体积或 fc 维面积的近似值，并且随着 d — 0 

时，这一近似值变得更加精确. 

于是,我们采用 

_ 

定义1在欧氏空间 R n 内，用参数形式 D W ( t ) G S 给定的 fc 维光滑曲 

面 5的面积 （或 A : 维体积） 是 


det( 〈 i\ ， i^ 〉 ) ⑷由 1 


(5) 


dt 


V k ( S ) := 


我们来看 一下， （5) 式在我们熟知的特殊情况下有怎样的形式 • 

当 fc = 1时，区域 DgR 1 是以直线 M 1 上两点 a , b(a < b ) 为端点的区间，这时 
^是 R n 内的曲线.所以当 fc = 1时，公式 （5) 变为计算曲线长度的公式 




V X ( S )= / \ r { t)\dt = 


则 S 微分同胚于 IT 内的 n 维 区域从 在此情况下，映射 D 3 

_ 

— > r ⑴ =(X 1 ， …，: ⑴ G S 的雅可比矩阵 J = x \ t ) 是方阵_现在， 
利用关系式 （2) 及重积分中的变量替换公式，可得 


若 k 


= Tty 

I 


( t 1 ， … , t n ) = t 


\ detx f ( t)\dt 


V n ( S ) 




亦即，如所期望，我们又得到了 内的区域 S 的体积. 



第十二章 nr 中的曲面及微分形式 


170 


注意，当 fc = 2 ，n = 3时，即当 S 是 IR 3 内的二维曲面时，经常把 t \ t 2 写成 


并记 


V 2 ( S),E := gn = ( ri , ri),F := g X2 = 521 = {^1,^2)^ ：= 522 = {^2, ^2) -这 


a := 


时，公式 （5) 有形式 


F 2 dudv 


D 


特别地，若 
f ( x , y ) 的图像，则容易得到 


^ = 2/， 而曲面 S 是定义在区域 DCR 2 上的光滑实值函数 


D 


现在再回到定义1,并做一些对将来有用的 注释： 

鲁 

注1定义1只在公式 （5) 中的积分存在时才是正确的.例如，当 D 是若尔当 
可测区域,而(7 (1) (万， IT ) 时，它是显然存在的. 

注2若定义1中的曲面 S 能分成有限多个具有分片光滑边界的曲面…, 
S m , 则与 S 的这个分解相对应， D 将分解成区域1>1, - • , D m . 如果曲面 S 在等式 

(5) 的意义下有面积，则对每个 


有值 


1 


， m, 


det ( r ^, rj )( t ) dt . 


V k ( S a ) 




D 


根据积分的可加性，由此得到 


v k (s) ^ y2v k (s a ) 


于是,我们确立了， fc 维曲面的面积与普通重积分一样，也是可加的. 

注3如果必要，上面的注2能推广到区域 D 的竭尽递增列，也就是说，可把公 
式 （5) 里的积分理解成反常积分. 

注4更重要的是，面积的可加性也使用于任意的（不只限于用一张图给出的曲 
面)光滑,甚至分片光滑的曲面的面积. 

定义 2设 S 是 R n 内的任意分片光滑 fc 维曲面.若从 S 上去掉有限个或可列 
个分片光滑的维数不超过 A : - 1的曲面后，它被分割成有限个或可列个能光滑参数 
化的曲面&，••• ， S m ，…，则令 


V k {S) ： =J2v k (S a ) 
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重积分的可加性，保证了这样定义的量 V k ( S ) 与把曲面 S 分解成 Sv 、 S m ，… 
的分法无关，其中每个都包含在曲面 S 的某个局部图的有效域内. 

还要注意，由光滑曲面及分片光滑曲面的定义,容易推知，在定义2中如果还要 
求把 <9分成若干块参数化光滑曲面 S u …， S m ，…的分割是局部有限分割也是可 
以的.最后这一点的意思是，任何紧集 KCS , 只能与曲面中的有限 
多个有公共点.更直观地说就是，曲面 S 上的任何点，必有只与 Sv 、 S m 中的 
有限个相交的邻域. * 

注5在公式 （5) 中出现了曲线坐标系…， A 所以，自然要验证用公式 
(5) 定义的量 V k ( S ) (也就是定义 2 确定的量 14(5)), 关于变成在相应的新区域 

内变化的新曲线坐标 ( ti , •• - , t k ) 的微分同胚5 3 ( f 1 ,--- ，^) = I 
(t 1 , … ,t k ) €D 是不变的. 

◄ 为了验证它，只需注意在区域 D 与 5 的对应点，矩阵 


D C 


dr dr 


dr dr 


与 G = (9 ij )= 


G = (9 ij )= 


dP 


teD 的雅可比矩阵，而 


满足关系5 = roj , 这里 V = 

尸是 J 的转置矩阵_因此， detG(t) = detG(t) - (detJ) 2 ⑷，由此推出 




detG ( t ( t))\J ( t)\dt 


detG ( t)dt = 


detG ( t)dt 


这样，定义 2 所叙述的维分片光滑曲面的 A : 维体积或面积是与坐标系选择无 


关的 


注6在作这个注之前先给出 

定义3设集 E 位于 fc 维分片光滑曲面 <9上.如果对于任意 e > 0,能用有限个 
或可列个可能彼此相交的曲面 S ! ，…， S m ，...[ S a cS ) WME , 使得 p V k ( S a ) < e , 

就说 E 是 fc 维零测度集或勒贝格零面 积集. " 


大家都知道，这不过是逐字逐句地重复位于内的零测度集的 定义. 

易见,在分片光滑曲面 S 的任意局部图 ip ： D^S 的参数域 D 内，与 E 对应 
的是 fc 维零测度集 tp -1 ⑻ C D cU k . 甚至还能证明，这是零面积集的特征性质 • 

在实际计算面积以及计算下面引入的曲面积分时，最好记住，如果分片光滑曲 
面沒是由分片光滑曲面^去掉一个零面积集得到的，那么，曲面5与曲面^面积 


一样 
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这个注之所以有用，是因为常能从分片光滑曲$中去掉一个零面积集，使所得 

到的分片光滑曲面§只用一张图就能给出.而这时§的面积，亦即 5* 的面积，能直 
接用 （5) 式计算. 

看几个例子. 

例1映射 ]2 tt [3 t 

= ( H ,0) 所得到的圆弧的图.因为 E 是 S 上的长 St 为零的集,所以 


(,R cos R sin £) G R 2 是圆周 + y 2 — M 2 ) 去掉 一 个 


2tt 


V l ( S ) = V 1 ( S ) 




0 


例 2 在 §1 例 4 中，给出了 R 3 内的二维环面的参数表达式 


cos (b + a cos 咕 ） sin ip , a simp ) 


= ((6 + 

在区域 _ D 二 {(#, 分 )|0 < p < 2冗， 0 < 分 < 2开}中，映射 （ p ， V 0 

胚.区域 D 在这个微分同胚下的像 § 与环面 S 相差一个由坐标线 9 = 2 n 及咕二21： 
组成的集合五.于 是集丑 由一条经线和一条讳线组成，从而易知其面积为零.因此, 
可在定义域£>的范围内，根据给出的参数表达式，按公式 （5) 求环面的面积 ■ 

现在做一些必要的计算： 


a cos 


(―)是微分同 


I — > r 


= ( — (b + acosjp ) sin ^, (b + a cos 4) cos p ，0) 

= (—a sin 矽 cos p ，—a sin ^ sin ip , a cos 0) 

^ii — { j *~ {b a cos ), 

912 = 521 = 〈1^，於0〉 = 0， 

522 = = 

m 

9 n 912 
921 922 


2 


2 


(6 + a cos VO 




=a 


因此， 


2tt 


2 tt 


a(b + a cos 沴)却 = 47 r 2 afe 


V 2 ( S ) = V 2 ( S )= 

最后提醒,现在还可用定义 2 指示的方法计算分片光滑曲线的长度及分块光滑 
曲面的面积. 


dtp 


0 


0 


练习 

1. a ) 设 P 与 F 是欧氏空间 IR n 内的两个超平面,乃是 P 的 f 域,5是 D 在超平面 P 上的 

正交投影.试证 D 与 D 的 n - 1维面积之间有 关系： a (5) = a { D ) cos a , 这里 a 是超 

平面 P 与 P 之间的夹角. 
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b ) 据 a ) 的结果，指出三维欧氏空间内光滑函数 z = f ( x ， y ) 的图像面积元公式 da = 

V 1 + (/ x ) 2 + ( fi) 2 dxdy 的几何意义. 

c ) 设 S 是欧氏空间 R 3 内的曲面，它用光滑向量函数 r = r ( u , v ) 表示，其定义域为 

则曲面面积公式为 


DC 


jj \[ r ' u , r v ]\ dudv , 


cr ( S )= 


其中 K ， r ；] 是向量盖，盖的向量积 


d ) 设曲面 SCR 3 由方程 F ( x , y , z ) = 0 表示，而曲面 S 的定义域 [/ 双方单值地正交投 


影于平面 ( x ， y ) 的区域 D 上.试证以下公式成立 


jgradF 1 


，=II 


dxdy . 




试求球面 5 CR 3 上由两条经线和两条炜线构成的球面矩形的面积. 

a ) 设 （ r , 叭/ I )为肤 3 内的柱坐标.将位于平面 <f = ( fo 上， 由方程 r == r ( s ) 给定的曲线，绕 

h 轴旋转，这里 S 是自然参数.试证，相应于参变量 S G [ 51 ,5 2 ]的那段曲线旋转所成的 

曲面的面积为 


嚤 


r ( s ) ds . 


a = 2 n 


b ) 设2/ = / Or ) 是定义在线段 [ a，W C IR + 上的光滑非负函数.将其图形绕 x 轴及绕2/轴 

旋转.试用在 [ a , b ] 上的积分的形式表出这两种旋转曲面的面积公式. 

L 

a ) 设半径为1的球的球心在一条长为 L 的平面闭曲线上滑动.试证，由此所得筒状体的侧 

面积为 2 tt • 1 • L . 

b ) 将半径为 a 的圆周，绕着圆周所在平面中的轴旋转，此轴距圆心的距离为& > a ， 试根据 

a ) 的结果求旋转所得二维环面的面积. 

在空间 R 3 内，按笛卡儿坐标给出螺旋面： 


4 * 


y - xtg - =0, 卜| 彡 - h . 


h 


2 


试作出它的图形，并求它的满足 r 2 ^ x 2 + y 2 ^ R 2 的那一部分的面积 • 
a ) 试证 IT 内单位球面的面积 

(特别地，若 n 为偶数，则 r 


1 为 2(一 ) vr (音)，这里 rv ) = ； 0 + 

- ( 若 n 为奇数，则 r 


e ^ x x ot ~ 1 dx 




(I) 


2 




，并证莘 


b ) 验证 R n 中半径为 r 的球的体积 Vn ( r ) 为 


— ^n— 


71 + 2 


r 


2 


c ) 求半球面 {x 6 R n I 1^1 = 1 A a: n > 0} 的面积与其在平面 x n =0 上正交投影面积之比 

当 n —► +oo 时的极限. 

d ) 试证，当 n -♦ oo 时, n 维球的体积的主要部分集中到球面的任意小的邻域中，而球面面 

积集中到赤道的任意小的邻域中. 
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e ) 试证，从 d ) 能导出的以下优美 结果： 

在高维球面上的连续正则函数在该球面上几乎取常值. 

更具体地，例如考察满足具确定常数的李普希兹条件的那些函数.这时，对于任何 

a > 0和 <5 > 0,存在 iV 使当 n > 7 V 时，任何一个这样的函数 f : S n ^ R 都有一个具 

以下性质的数 C : /的值与 C 之差超过 e 的那些 W 的点作成的集合的面积不超过整个 
球面面积乘以 5. 


7. a ) 设 u ，. . . ，以为欧氏空间 R n 内的一组向量 （ n > A :) •试证 这组向量的格拉姆行列式可 


表为 


E p l- 


det({xi^Xj}) = 




这里， 


= det 


P ^ 1 … 


k 


b ) 阐明 a ) 中的量 Pi ^ ik 的几何意义，并将问题 a ) 的结果叙述成 fc 维测度的毕达哥拉斯 

定理，其中1彡 fc < n * 

c ) 说明公式 


dx zi 


dx 11 


dt k 


dt 1 


E 


dt * * *dt 


det 2 


1 彡 il< … 彡 n 


dx tk 


dx %k 


dt k 


dt 1 


, t k )(t GDcR k ) 表示的 fc 维光滑曲面面积的公式 

a ) 验证，定义2中的 V k ( S ) 与将5分解为光滑块 S '， S 2 、 … , S m , 

b ) 试证，分片光滑曲面&能够像定义2所描述的那样，分成局部有限的光滑块 S u …， 


是用参数式 


X 




• 的分法无关 


Sm 5 ’ ■ 


c ) 试证，总能从光滑曲面 S 中去掉某个零面积集五，使得余下的光滑曲面 s = 5 AE 能用 

一张标准周部图来刻画. 

与中学里对圆周长的定义类似，也时常把曲线之长定义成曲线的内接折线长，当折线的最大 

线段长趋于零时的极限厂.施瓦兹 ( Schwarz ) 的下述简单例子说明，即使曲面非常光滑，用 

类似的内接多边形的面积取极限的办法去定义它的面积，也可能导致悖谬 ■ 

在半径为 i ?， 高为 H 的柱中，用下面的方式做内接多面形.用水平平面将柱截成 m 个 
髙为兰 的相等的圆柱.把 m + 1个 （包 括原圆柱面的上、下底 在内） 截柱面的圆周各分成 
n 等:^使得每个圆周上的分点，位于上面相邻圆周的弧段中点的 下面. 取任意一个截圆上的 
一 对相邻分点，及位于连结这对点的弧的中点的正上方或正下方的点. 

作出上面所说的三点构成的三角形，所有这种三角形之全体,构成一个多面面，它内接于 
原柱面（直圆柱的侧面）.这个多面面的形状， 像是揉皱挤 压成小手风琴状的靴子筒.所以人 

们常把它叫做 施瓦兹靴筒. 
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a ) 试证，当 m ， n 趋于无穷，但 n 2 / m 趋于零时，所做的多面面的面积将无限地增大，虽然 

它的每个面（三角形）的面积同时趋于零. 

b ) 如果 m , n 趋于无穷，但比值 m / n 2 趋于某个有限极限则多面面的面积趋于有限 

限，它与量 P 有关，既可大于，也可小于或（当 p = 0时）等于原柱面的面积. 

c ) 将这里描述的引入光滑曲面面积的方法与§4中所说的加以比较，说明为什么在一维情 

况下二者一致，而在二维情况下，一般地说，二者不一致.对内接多面面序列加上什么条 

I 

件,才能保证两种结果一致呢？ 


10. 等周不等式 


设 V ( E ) 表示集合 EcR n 的体积，而4 B 是集合 S C 的（向量）和（闵可 
夫斯基意义下的和，参看第11章§2的习题 4). 

设 B 是半径为/ I 的球.这时 ， A + B - A h 是集合 A 的 / i - 邻域. 


称量 


V ( A h ) - V ( A ) 


=: ^{dA) 


lim 


h 


为集合 A 的边界谷乂在闵可夫斯基意义下的外面积 

a ) 试证，如果^4是光滑或充分正则的曲面，则化(似）与似的通常的面积一致， 

_ 

b ) 应用布鲁恩一闵可夫斯基不等式（参看第11章§2第4题)，求 R n 中经典的等周不等 


式 


fi ^( dA ) ^ ( A ) =: ^{ Sa ) } 

这里，是 R n 中单位球的体积，而 fi { S A ) 是与集合 A 有相同体积的 （n ~ 1维）球的 
球面积. 


等周不等式说的是：体乂 C IFT 的边界面积 li ^ dA ) 不小于同体积的球的边界面 


积 


§5微分形式初步 

现在对微分形式这种有用的数学工具，做初步的介绍，这里主要注意它的算法, 

其理论结构将在第15章中详细阐述. 

■ 

1. 微分形式，定义及例子 

读者在代数教科书中已经掌握了线性形式的概念.我们也已把它 r 泛应用于微 
分学的建立.那里遇到的主要是对称形式.而这里讲的将是斜对称（反对称）形式- 

我们记得，称定义在线性空间 x 的向量序组6, …，^ 上并在线性空间 y 内 
取值的 fc 次形式 t : x 
位置时其值 变号： 

■ - -，心 ，…，^;，…， 《0 = — 厶(心，.-. ，€】'，*•• ，心， 

特别是，当& = &(i / j ) 时,形式的值恒为零，而与其余向量无关. 


Y 为斜对称形式 （反对称形式)，如果将它任二变量调换 


k 
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例1空间 R 3 内向量的向量积 Ki,6] 是在线性空间 R 3 内取值的双线性斜对 


称形式 


例2对于由空间内以向量6, • _ _ 为棱的平行多面体，用§4之公式 （1) 

确定的有向体积以匕,…，&)是妒内的实值斜 fc- 形式. 


下面，我们暂时将只关心实值形式 (Y = R 的情形)，虽然以下全部叙述对更一 
般的情况，例如 y 是复数域 c 的情况也使用. 

同次斜对称形式的线性组合仍然是斜对称形式，亦即，同次的斜对称形式构成 


线性空间. 

此外，在代数中引进了斜对称形式的外积运算 A， 它使这种形式的序对#，妒(分 
别为 p 次与 g 次)，对应于 p + q 次斜对称形式 APAB ^. 这个运算具有 

结合性 :(A p 八奶） AC T = A ^ A ( B q A C r ), 

分配性 :(A p + /\ C q = A ^ AC q + B^A C q , 

反可换性 :4 p A 別 =(-1 广奶 A AP, 

特别当 A,B 都是 1- 形式时,则有反对称性 AAB = - BAA , 这与例1中的向 

量积的反对称性类似.形式的外积是向量积的推广. 

我们详细讨论外积的一般定义,暂时把注意力集中到上面所列出的运算性质，并 
指出 1- 形式 L u …、 L k e £(E n ,E) 的外积 Li A • * • A L fc 是一个 - 形式,它在向 

量组…，心 eR n 上的值为 


[i(£i) … Lk(^i) 


，迄 fc) 


Li 八…八 Lfc(£i ， 




ft _ 


# 


= det ( Lj (^)) 


( 1 ) 


如果把 （1) 式做为左边式子的定义，则由行列式的性质容易推知，当都 

是 1— 形式时，有 A 八丑八乂 ， （A + S)AC = AAC + BAa 

我们来讨论几个以后要用到的例子. 


是射影算子.详细说就是，线性函数/ : 
5T — K 在任意向量$ = (C 1 , ••- ，D 上的值- e 是这个向量在相应坐 
标轴上的射影.这时，根据公式 （1) 就得到 


IJ 3设 W G £(R n ,R)，i = 1， 


,n 






( 2 ) 


a ) 


7T n 八 … A 7fH 




• # * 




fc 
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例 4 众所周知，欧氏空间 M 3 内的向量匕=⑸，技，⑦，6 = ⑹ ，落纫的向 
量积的笛卡儿坐标，由等式 


^2 ^2 ’ 趕泛’泛 Cl 


[笱1，疙2]= 


确定 


于是，根据例 3 之结果，可得 


丌 YKl ，。]) =丌 2 八丌 3 (《1，汔2)， 

( Kl ，6 l ) =7 T 3 ATtHKs )， 

?t 3 (Ki ， €2]) =tt 1 Att 2 (K 2 )_ 


2 


丌 


例 5 设 / : D — R 是在某区域 DcR 71 上定义，且在点 x 0 eD 处可微的函 

数.大家都知道，函数在该点的微分 df ( x 0 ) 是线性函数.它定义在以此点为起点的 
位移向量$上，精确地说，它是定义在 D 在此点的切空间 TD X0 上的线性函数.设 

，:^是， 内点的坐标，《二化 1 ，…，0 ，贝! ） 


工， 


df 


(xok 1 + …+ ^(x 0 )r = D^f(xo) 


df ( x 0 )(^)= 


dx 1 


特别地，有 dx i (^) = e , 或写得更正规些就是 


dx i (x Q m = e 


如果 fu …， h 是定义在 G 上且在点 x 0 eG 可微的实值函数，则在点 吻， 根据 
公式⑴在点 x 0 在空间 TG X0 的向量组心， •. • jjk 上得到 


奶 (6) … df 此) 


(3) 


，疙 fc ) 


d / i 八…八 dj%d 




« * * 


dhdk ) ，一 dfk ( Ck ) 


特别地，有 






* V • 


⑷ 


八…，汔 fc ) 


dx 11 A 




• * • 


tfe 


n ••迄 

于是，由定义在线性空间 TD Xo a ™； 0 « U n 上的线性形式奶，…， d / fc 得到了 
定义在这同一个空间上的 fc 次斜对称形式. 

例6若/ e C ⑴ ( AR),D 是 R n 内的区域,则函数/在每点 xeD 处的微分 

df ( x ) 有定义.由上面已知， df { x ) 是线性 函数: TD X 


k 


，这里 TD X 是 D 




/⑷ 
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在点 ( T 处的切空间.当: T 由 D 内某点变到另一点时,一般地说,形式 df ( x ) = f ( x ) 
要改变.因此，光滑数值函数 f : D ^ R 在区域 D 的每点都产生一个线性形式，或说 
在 D 内产生了一个线性形式场,其中每点的线性形式定义在相应的切空间 TD X 上. 

定义1如果在每点 xgD 确定了一个斜对称形式 u(x) : (TD x )p ^ R , 就说在 
区域 DcR n 内给出了一个实值的微分 p - 形式 

通常称 p 为微分 P - 形式 u ; 的次数或阶数.因此, p -形式 o ; 常常用 W 表示 
这样，例6中讨论的光滑函数/的微分场#是区域 Z ? 内的 1- 形式，而 

- A dx ip 是 p 次微分形式的最简单的例子. 

例7设在区域 D < zR n 内给定一个向量场，即使每个点 xeD 联系一个向量 
当]^具有欧氏结构时,这个向量场就产生了 D 内的如下的微分 1- 形式 

若之 是位于点 xeD 处的向量，即$ e TD X , 则令 




UJ = 


dx tl A 


* 


■ 


4^)(0 = 剛，0. 

由内积的性质知道，在每点 z 处, ^( x ) = ( F ( x ) r ) 实际是线性形式. 

我们常常遇到这种微分形式.例如，若 F 是区域 D 内的连续力场，而$是从点 
D 出发的小位移向量，则由物理学知道，与这样的位移对应的场的元功正是由量 
( F ( x )^) 确定. 

这样，在欧氏空间] T 1 的区域内， 力场 F 自然产生乃内的 1- 形式在 

这种情况下，自然把它叫做场 F 的功形式. 

注意，在欧氏空间内， E 域 DCW 1 内的光滑函数 f ： D ^ R 的微分 d /, 也可看 

成是由向量场产生的 1- 形式，这时的向量场 F = grad/. 实际上，由 grad/Or) 的定 
义，对于每个向量€ e TD X , 等式 df(x)(0 = (grad/(o：),£) 成立 • 

例8在欧氏空间]中的区域 D 内给定的向量场 V ，也可用以下的方式产生 
- 1次微分形式^ 1 .若在每点 : r G D 处，取与 z 对应的向量场中的向量 V ( x ) 
及附在 x 处的 n -1 个向量6,… -1 eTD x , 那么以 V ( x ),^ i , ■•- ,^- i 为棱构 
成的平行多面体的有向体积，由于它等于由这 n 个向量的坐标构成的矩阵的行列式, 

显然是变元6,…， € n - i 的 ( n -1)- 形式. 

3时,形式4即是通常的向量混合积 （ V ( x ), 匕，6)，当给定了其中的向 

量 V ( x ) ,关于其余二变元,得到斜对称2-形式岵=( V , 

例如,设在区域！>内有液体流动, V(x) 是在: r 处的流速向量,则童 ( V ( x ), Ci ,6) 
是在单位时间内，流过以小向量6,6 € TD X 为边的平行四边形的流体体积，称之 
为液体的元体积.选取不同的向量心，6,我们就得到形状和空间位置互不相同，而 
一个顶点是 z 的小平行四边形.对于每个这样的小平行四边形，一般来说，将有形 


x G 


n 


当 


71 = 
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式 UJ ^( x ) 的值 ( V ( x ),£ i ,£ 2 ). 上面己指出，它说明在单位时间内有多少液体流经给 
定的小面块，这也就刻画出了通过所选取的这个小面元散发了或流过了多少液体.基 
于这种原因，常把0^,它的高维也一样称为区域 D 内 向量场 F 的流形式. 


微分形式的坐标记法 

现在讨论斜对称代数形式及微分形式的坐标记法,特别地,还将证明，任何微分 
k - 形式,在某种意义下,是形如⑷的一些标准微分形式的线性组合. 

为了简化记法，我们将（像前面在类似的情况下做过的那样）用上、下重复指标 
表示关于它们在所容许范围内求和. 

设 L 是 IT 内的线性形式.如果在 BT 内固定一组基底 ei ，…， e „, 则在这 
个基下，每个向量都有坐标表达式$ = Cei , 而形式 L 的坐标记法为 




^ e ik)Cl * ( 


L (€ l ， …， Cfc ) = 


(5) 




如果已知= L ( eil ， … , e ifc ) 是在怎样的基底下得到的，那么它们就完全 
刻画出了形式 h 这些数关于它们的指标是对称的或者斜对称的，显然，当且仅当形 
式 L 具有同种对称性. 

_ 

当 L 为斜对称形式时，坐标表示 （5) 可有某种变通.为了使得这种变通表现的 
更明显更自然，我们先观察7：为 R 3 中的 2 -形式这种特殊情况下的（ 5 )式.这时, 

对于向量《1 = ^ i 1 ei x , ^2 = C2 2 e i 2 ：其中 ^1^2 = 1，2,3,得到 


= • C (《; 1 e il ，^ e i2 ) = L ( eil e i 2 ) ff « 2 

= ^(ei, + 【 (ei ， e2)d《! + Lh, e3) 也！ 

+L(e2,ei)^^2 +M e 2 ， e 2) 技这 
+L(e 2 , 63 ) 技益 + L(es, ei) (滅 

+L(e3, 62 )^ 1 ^! + L( e 3, e 3)Cl^2 

=^(ei,e 2 )(^i ^2 — ^1^2) + Z( e i ， e 3 )(dd _ ^1^2) 

+•^(^ 2 , €3)(^1 ^2 — ^ 1 ^ 1 ) 








l^ii < t 2^3 


这里，求和运算按指标的所有可能的组合进行，但指标要满足求和符号下的不 


等式, 
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类似地.在一般情况下，可得斜对称形式 L 的如下表示式 






k 


• « « 


E 


乙 (€ i ， …， Cfc ) 


(6) 


Si 


， e ifc 




^1 ^ 


l<ii<”.<ifc<n 


n 


这时，根据公式 （2)， 上面等式又可写成 

E L ( e “，. 


， e ifc )7 r li A 


八 ? r lfc ( 心，…，心) 


1(6, …， 匕）= 


• _ » 




的形式 


八 7 T lfc 的 fc - 形式的线性组合 


因此，任何斜对称形式 L 都能表成形如 A 


E 


⑺ 


n 


八 … 八 7T' 


L = 


* - -ijt 兀 




这些 fc - 形式 71^ A ... A 7 T ifc 都是由 IT 内的最简单的 1— 形式 7 T 1 , 


构成的外 


n 


，兀 


积 


今设在某区域 DcM n 上给出了微分 ife - 形式 o ; 及某个曲线坐标系 X 1 ， 

在每个点 a : e _ D 处，固定空间 rAc 的 一 个基底 ei ( x ), - - - , e n ( x ), 它们是单位坐标 

方向向量（例如，若 a ; 1 , 

R n 的标架从坐标原点平行移到 a 处得到的).这时，在每点 : r e D 处，根据公式 （4) 

及⑹得到 

U ；( X )( Cl , … ，心） 


，x 


( x ) 就是空间 


是 R n 中的笛卡儿坐标，则 ei ( a :)^ 


n 




，: r 




^ e ik ( x )) dx %1 八…八 fiteH 


，^) 




l^ii<-<ik^ri 


或 


E 


⑻ 




A dx lk 




di 






于是任何微分 fc - 形式是简单 fc - 形式血“ A … A rfa ^ 的线性组合，而后者是 

由坐标的微分构成的.其实，“微分形式”的称谓正是由此得到的 • 

线性组合 （8) 的系数一般说与点 x 有关，亦即它们是一些函数，这些 

函数的定义域就是给定形式的区域. 

特别地，我们早已知道微分分解式 


Of 


4 f ( x ) = ^-( x ) dx 1 + …+ -~^( x ) dx n , 


⑼ 


而由等式 


( F ( x )^}^ ( F ^( x ) e il ( x ) ： e 2 e i 2 ( x )) 

( e ^ ix ) , e i 2 { x )) F 11 { x ) C 2 = g ^ ixJF ^( x)C 


^2 
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看到，分解式 


( 10 ) 


uj 1 f (x) = (F(x) r ) = (g ix i(x)F %1 (x))dx l = ai{x)dx % 

也成立，它在笛卡儿坐标系内显得特别简单： 


i=l 


( 11 ) 


再者，在 M 3 内有等式 


V l {x) V 2 (x) V 3 (x) 

d & e? 

d & & 

& & 

& Cl 


(^)(^1 5 ^ 2 ) 




e 2 e 2 ， 


& « 
^2 ^2 


+ V 3 (x) 


+ V 2 (x) 


= V 1 (x) 


由此推知, 


2 


u}\r(x) = V 1 (x)dx 2 A dx 3 + V 2 ⑻咖 3 A cb 1 + V 3 (x)dx 1 A dx 


( 12 ) 


类似地，将 n 阶行列式按行展开，就得到 c ^ T 1 的如下的展开式 


(13) 


l (x) = E(—l) i+1 0 ㈤ cb 1 八 

i 二 1 

这里，微分上的记号表示在这一项中应把该微分舍去 


A dx n ^ 


A dx 1 A 




» ■ « 


LO 


V 


外微分形式 

_ 

到现在为止,对微分形式的讨论， 实质上 还只是在它的定义域的每个点上，单个 

地进行的，从而有纯代数特征.微分形式在分析里特有的运算，是它们的（外）微分 




运算 


我们今后将约定,把在区域 DcR n 内定义的函数 f ： D -^ R 看做是 D 内的零 

次微分形式， 


定义2设/是可微函数，则称它的普通微分办为 0- 形式/的 （外） 微分 
若在区域 DcR n 内给出的微分形式 （P > 1) 


A dx 


uj(x) = ai 1 .^i p (x)dx 11 A 




的系数％… ip ( x ) 可微，则它的（外）微分形式定义作 


i v A dx 11 八…八 dx tp 
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利用函数微分的分解式 （9) 借助从 （1) 式得出的 1- 形式的外积的分配性，就推 


得 


… i 


— ( x ) dx % A dx %l A 


Adx lp 


dw ( x )= 


« •蠡 


dx i 


. i p ( x ) dx l A dx 11 八…八 dx tp , 


= ou 


因此, p - 形式 (p > o ) 的外微分是 p +1 次形式. 

我们将发现，现在也能理解上面给出的区域 Dcu n 内微分 P - 形式的定义1 
过分一般化了，因为对应区域的各点的形式 o ;( x ), 彼此一点关系也没有.实际上 
在分析中用到的形式，其坐标表达式中的系数 a ^ ix ) 是在 D 内足够正则的函数 
(特别是那些所有系数都是无穷次可微的).区域 D C R n 内形式 u ; 的各系数的最低 
光滑次数，叫做 w 的光滑次数. 具有 C °°{ D , U ) 类系数的 p ^ 0次形式全体组成的 

集，经常用记号研 ( AK ) 或识表示. 

这样，我们所定义的形式的微分运算，是从到 OP + 1 的一个映射 d : Q ^ 


Q p+1 


现在讨论几个以后要用到的具体例子 

例9设 0- 形式 a ; = /0, y , 2) 是定义在区域 DCR 3 内的可微函数，则得 

d f dx+ ^ dy + ^ dz . 


du = 


dz 


dy 


dx 


m io 设 


^( x , y ) = P ( x , y)dx + Q ( x , y)dy 

是具有坐标 ( x , y ) 的空间 R 2 中 g 域内的微分 1- 形式, P ， Q 为 D 内的可微函数.由 
定义2得到 


du ( x ^ y ) = dP A dx dQ A dy 

dF 」 dP ^ 

dx + ay 


) A ⑹ + (g& + » 


八办 


dy 


dx 


dQ 


dP 


dy A dx + - 7—dx A dy 

ox 


dy 


) 


dQ_dP 

dx dy 


y)dx A dy . 




例 11 设 


=Pdx + Qdy + Rdz 


UJ 


是区域 D C R 3 上的 1- 形式，则 

dR dQ 


dQ_dP 

dx dy 


dP_dR 

dz dx 


dx A dy 


dz /\dx 


dy /\ dz 七 


du )= 


dz 


dy 
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J 12计算2-形式 


= Pdy Adz Qdz A dx Rdx A dy 


的微分，这里都是区域 DcR 3 内的可微函数，得到 


OP dQ dR 

dx + dy + dz 


dx A dy A dz 


dxjj — 


若 ( x \ x 2 y x 3 ) 是欧氏空间舻内的笛卡儿坐标，而 

(F\F 2 ,F 3 ){x),x 

向量场，在讨论它们的时候（特别是在物理问题中）常要相应地讨论向量场 


F ( x ) = 

V = ( V \ V 2 , V 3 )( x ) 是区域 D CR 3 内的光滑数量场与光滑 


/⑷， 


I - > 


)— 数量场/ 的梯度 


df df df 


(14) 


grad / = 


dx 1 ’ dx 2 ’ dx 3 


OF 3 dF ^ dF ^ 一 dF ^ dF ^_ 一 dF 1 

dx 2 dx ^ 1 dx 3 dx 1 1 dx 1 dx 2 


向量场 F 的旋度 （15) 


rot l 71 = 


以及数量场 


dirV = 5^+ g + 筅一向量场 v 的散度 

ox 1 ox z ox ^ 5 


(16) 


关于数量场的梯度，前面已经讨论过.这里暂不讲向量场的旋度与散度的物理内 
容，而只关心场论里的这些经典算子与微分形式的运算之间的关系. 

在有向欧氏空间 R 3 内，向量场与 1- 形式及2 - 形式间存在 一一 对应 




F 


J _- 入 

\ ■ ’7 


还应注意，在区域 D C 肢 3 内，任意的3-形式都有 p ( x l , x 2 , x 3 ) dx 1 A dx 2 Adx 3 
的形式.考虑到这一点，就能引进 grad /, rotF , divV 的如下 定义： 


f t ~~ v w °(= /) I ~^ duj °(= df ) = ujg I ~~^ g ：= grad / 


(140 


(15，) 


= rot-F 


dw 


F 


(16，) 


p : 二 divV 


dw 


V 


例 9,11,12 说明，当时，在笛卡儿坐标下我们就得到了上面所列的 grad /, rotF , 

divV 的表示式 (14),(15),(16). 因此，场论里所出现的运算能看成是外形式微分运算 

的具体表现，而对任意次的形式这种运算都一样地能 施行. 有关梯度,旋度及散度的 
详情,将在第14章里说明. 



第十二 章 


中的曲面及微分形式 


184 


4. 在映射下，向量的转移与形式的转移 


我们看一看，在区域的映射下，函数（零形式）发生怎样的变化. 

设^ • £/ — V 是区域 f / cM m 到区域 VcM n 的映射.在映射#的作用下，每 
^teu 变到 V 内确定的一点$ = ip { t ). 

若在 V 上给出了函数/,则借助区域 C 7 上的任何映射^ : 1/ — V ，由/自然产 
生出一个由等式 


(WV) ⑴:= /(W ⑷) 


确定的函数 f /， 亦即，为要求出 f /在点 k t / 的值，应把 t 变为点 a ; = e V ， 

再计算函数 f 在 X 的值. 

因此,如果映射把区域 V 的点变成区域 y 的点，那么，这样一个运 

/，就把在 V 上定义的函数的集合，映入在/7上定义的函数的集 


算（对应）/ 

合（这个映射涉及 c /， V 的方向恰与 W 相反). 

换句话说，我们已证明了，对于映射 




y , 自然地产生了映射 

a °( v ) n °{ u ), 它把在 v 上定义的零形式，变成在 c / 上定义的零形式. 

现在讨论任意次形式的转移的一般情形. 

设 p : — V 是区域 U CM . Y 1 到区域 V CR 2 内的光滑映射 ，^ ( t ) : TU t -> 

⑷是 W 的切映射,又设 w 是 E 域 V 上的一个 P - 形式.这时，我们取 E 域 U 
上的 p - 形式与形式对应，它在点 a C / 处在向量组 n ,--. , r p eTU t 上的 

值由等式 


U 






， t p ) : = cj(p(f))(〆 ⑷了 1 ， … ^\t)r p ) 


(17) 


心⑷ (n ， 


确定 


于是，对每个光滑映射有映射 〆 ： onv ) ^ P ( U ) 与之对应，它把 

V 上定义的形式变成在区域 t / 上定义的形式'由 （17) 式显然推知 


p*(a/ + a/’） = y?*(a/) + y>*(a /’)， 


( 18 ) 


(19) 


= 入 (f*co, 入 6 JR 

v 与 #: v w 的复合映射的微分的规律 (^°^ pY = W ， 


注意到映射 w : u 

从 （17) 式又能推出 


-^ 


( 20 ) 


(矽 op ) 

k : Q p ( V ) -> Q p ( U ) 按相反次序，即先俨后 y 的 




= (p 


( 映射俨： n p {w) ^ Q p (v), 




复合) 


现在考察怎样具体实现形式的转移 

I 

译者注 . 在微分几何中，通常称 〆 为 V 的拉回 （pull Back ) 映射 
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例13在区域 F C 内取2-形式 
1，… ， n ， 是映射#的坐标写法， v ? : U 是映区域 [/ C 1 R ? 1 到 V C 内的映射 


dx %1 A dx 12 . 设 a ； 1 = x % {t x ^ …， t m ), i 


UJ 






我们希望求出 t / 内形式 fo ; 的坐标表示式 
取点 t e [/ 及向量 


G TUf 它们对应于空间 TV x ^ ( t ) 内的向量6 = 

的坐标 


ti , t 2 

^ Wn ,6 = ^ Wt 2 ,6,6 的坐标（匕 1 ，…，江)，(益，…，这）用 
(4,…，于),^…，璆）借助于雅可比矩阵，由公式 


Tx , t 2 


dx 


dx 


(*W，d = ^jW r 2 






dp 


(其中 j 从 1 到 m 求和) 


表出 ， i = 1， 


，n 


于是， 


p * o ; ⑷ ( rn ) : = W ( W (0)(《1，《2) = dx %1 A dx %2 { ii , i 2 ) 

I dx^ dx^ I 


er 


dth ’ 1 dt ^ 1 

dx il 7 * dx i2 ，- 

矿 2 w ^ T2 

dx “ dx i2 r( l t { 2 I 

3i，h 二 1 

dx %1 dx i2 


C l l ^ l 2 

S2 S2 


T 2 


E 


dt jl A dt^{T\,T2) 


31^32 — 


dx 11 dx t2 dx Zl dx %2 

如 i dt ^ dt ^ dP 1 


dt Jl Adt 32 ( ti , T 2) 


l^jx<j2^：m 




E 


(t)dt jl A rf ^ 2 ( n , r 2 ) 




dt ^ dt ^ 


因此，我们证明了 


(dx %1 A dx 12 ) = 


(t)dt J1 A dt 32 . 




d ( th » 




如果利用形式转移运算的性质（18)，(19)®，并将上例使用的推导过程用于一般 


® 如果逐点利用 （19) 式，就得到 


<p*(a(x)oj) = a(<p(t))(p*uj. 
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情形，就得到下面的等式 


E 


， i p ( x ) dx 11 A … A dx lp 


9 


a . 






5(^, 

d ( t ^ ，… » 


E 


ai 「 . ip (x(£)) 


dt J1 八…八 dt 3p 


( 21 ) 


1 $ i 1 < ip $ Tl 


注意，如果在记号 y 后面的括号里，形式地作替换 Z = x ( t ), 将微分血 1 ，…， 

dx n 用微分 dt 1 , … , dt m 表出，并用外积的性质将得到的式子化简，那么，正好得到 
(21) 式的右端. 

实际上，对于每组固定指标 k 


， ^pJ 


a il . ttip ( x ) dx n … A dx 

dx h _ 乂 

di ^ 


dx 


.‘i P (工⑴) 


dt 31 八…八 


^ dt Jp 


=^ n - 


dt J p 


dx ^ 

dt ^ 


dx 




— dt 31 八…八 dt 3p 


=ai 


E 


aii … i p ( 37 (^)) 




对所有序组 l $ h < … < i p < n 将这些等式求和，就得到 （21) 式的右端. 

这样,我们证明了以下的在计算技巧上很重要的关系. 

命题若在区域 V cR n 内给定了微分形式0；,而 p : C / — y 是区域 U CR 
到 V CW 1 内的光滑映射，则形式 fa ； 的坐标表示，可以从形式 u ； 的坐标表示 


E 


a ix ... ip ( x ) dx %x A 


A dx lp 


i • • 


1 < i 1 < Zp ^ TL 


直接经变量替换 a : = p ⑴（并利用外积的性质）得到. 

m = n = p 时， （21) 式化作 


例14特别地，当 


^( dx 1 八…八 dx 71 ) = det ( p f ( t ) dt l A 


( 22 ) 


n 


A dt 


/\ dx n , 则当微 


这表示,如果把重积分号下的 ff ^ jdx 1 … dx n 改成 f { x ) dx l A 

分同胚保定向（即 det〆 ⑴ > 0) 时，重积分里的变量替换公式 


* • « 


f ( x)dx = / f (( p ( t )) detip f ( t)dt 


V=<p(U) 


u 
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能用形式的替换0： = 自动地得到.类似于一维的情况，可赋予它下面的形式 


(23) 


(p U). 


v(U) 


作为结尾,我们指出，设区域 t / c c RLp : U — V 将 [/ 映入 V 内.若 
在 F 内取得形式 o ; 的次数 p 大于 C / 的维数 m , 那么，与 w 对应的 t / 内的形式 c ^ o ; 
显然为零.因此,一般地说，映射 f : Q p { V ) ^ QP { U ) 不必是内射. 

另一方面，如果 ip：U -^V 有光滑逆映射 ：V U , 则由关系式 （20) 与等 

；又因与 

ep 分别是 W ( t /) 与 f 2 P ( V ) 内的恒等映射，所以，映射 f : Q ^{ V ) ^妒 ( C 7), (^ 1 )* : 
Q ^{ U ) ^ f ? P ( V ) 正是我们所期望的，是互逆映射.即此时 f 是双射. 

最后注意，除了上面指出的性质 （18) — (20) 外，还可验证，将形式映为形式的映 
射 〆 ，还满足关系 


式 


得到 < fi * =6%, ( if - 1 ) 




ip = eu,^po(fi 


= 6y 




(24) 


(f^(duj) = d((f*ou) 

特别地，这个具有根本意义的重要等式说明，我们用坐标形式定义的微分形式的微 
分运算，实际上，与我们在什么坐标系中写出微分形式0是无关的.第15章还将详 
细地讨论这个问题. 


曲面上的形式 

定义3设 <5 C 肢 71 是光滑曲面.如果在每点 a : € S 处，在曲面 S 的切向量空 
m TS X 上定义了一个 p - 形式 u ( x ), 就说在 S 上给定了一个微分 p -形式 a 

例15如果光滑曲面 S 位于区域 DCW 1 内，在 D 内定义了形式 cj ， 那么，由 
于在每点 x 处， C TD X 成立，所以能够讨论 w 在上的限制.于是在 S 上产 
生了形式 o ;| s , 自然把它叫做形式 o ; 在曲面 S 上的限制. 

我们知道，用参数形式可局部地或整体地给定曲面. 设屮， . U — S = ip { U ) C D 
是区域 D 内的参数化光滑曲面,而 o ; 是 D 内的形式.这时，可把形式 u ; 转移到参 
数域 t / 内，并根据上面建立的算法将 fo ; 写成坐标形式：显然这时在 t / 内得到的 

与形式 ( p *{ u \ s ) 一致. 

注意,一旦 ^ { t ) : TU t TS X 在每点 teU 处都是 TT / t 到: T & 上的同构，就能 
把形式从 s 转移到 c / 上，又能从 r 转移到 S 上,所以，正像曲面本身通常是局部地 
或整体地用参量表出，曲面上的形式，归根结底是在局部图的参变域上给出的. 

例16设是例8内讨论的流形式，它是由定向欧氏空间 R 3 的区域 D 内 
流速向量场 V 产生的.若 S 是 D 内的定向光滑曲面，则能讨论形式0^在 S 上的 
限制.这时，所得的形式 u ； lr \ s 刻画了通过 S 的每个曲面元素的流量. 




形式 


(f U 
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l § L < fi ： I ^ S 是曲面 S 的局部图，则在形式 a ； l 的坐标表示式 （12) 中做变量替 

( ul \ s ) 在曲面给定的局 


换 x = *)， 就将得到定义在正方形 J 上的形式 ^ 
部坐标内的坐标表示. 




例17设是例7中所讨论的功形式，它是由作用在欧氏空间的区域 D 内 

的力场 F 产生的.设 p : J 4以” c D 是光滑 路径化 不必是同胚).这时，根据区 
间 J 上形式的限制与转移的一般原理，产生了线段/上的形式 柯 ，它的坐标表示 
a ( t ) dt , 可从形式 a ;} 的坐标表示（11)，经变量替换 a : = ^⑴得到 • 


习 


1. 计算下面的 R n 内的微分形式 u ; 在给定的向量组上的值 

上的值. 


a ) a ; = x 2 dx 1 在向量4 = (1 } 2, 3) G 

dx l A dx 3 + x l dx 2 A dx 4 在向量序对 U2 G TWf 

(-1,0,1,1),C 2 -(0,-1,0,1). 

df , 这里 / = x 1 +2; r 2 + --- + nx Tl ， 在 C = (1，—1，... ，（- 1 广 _1 ) e TRJ ^， 


(3,2,1) 


上的值.其中心 = 


b ) 


UJ 


( 1 ， 0 , 0 , 0 ) 


的 


C ) 


a ; 


i ) 




« i v 


值 


a ) 验证： 如果指标 i u …， h 不是各不相同，则形式 Ddx ^ 恒等于零 

b ) 说明为什么在 n 维向量空间上，没有 p > n 次非零的斜对称形式 • 

c ) 化简以下形式. 


2dx x A dx 3 A dx 2 + 3dx 2 A dx 1 A dx 2 — dx 2 A dx 3 A da ; 1 


d ) 脱括号，并合并同类项 


(x l dx 2 + x 2 dx l ) A ( a : 3 ^ 1 A dx 2 + x 2 dx 1 A dx 3 + x 1 dx 2 A dx 3 ). 


e ) 将形式 d / A 办写成 dx %1 Adx i2 ,l ^ h <i 2 ^S 的组合，其中 / = ln(l + \x\ 2 ),g = 

sin \x\^x = ( x 1 ，; r 2 , a ; 3 ). 

f ) 验证在 R n 内 


df 


d / 1 A … A df n (x) = det ( r ) (x)dx 1 A 


A dx n . 


« « _ 


dx ^ 


g ) 进行全部计算以证明当1 < < n 时 


df 1 df 1 

dx 11 dx ik 


E 


df 1 A • - ■ A df k = 


dx %1 八 … 八 dx tk 


l^il <i2 


df k 


k 


df 


dX ^ 


dx ^ 


a ) 证明偶次形式 a 与任何次形式可交换，即 aA /3 = /3 Aa 
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ct ； A • • * A a ; (n 次).验证 


b ) 设 


E dpi 八 dy 且 o ; 71 

色 =1 


UJ 






=nldpi A dq 1 八…八 dp n A dq n 

dpi 八…八 dp n A dq 1 八…八 dq n • 


UJ 


=(— 1 ) 


2 


a ) 试将形式 u ^ = df 写成形式 dx \ - , dx n 的组合，这里 / Or ) = (^) + ( 0 ： 2 ) 2 + . . . + ( x n ) n ， 

并求 O ； 的微分. 

b ) 验证，对于任何函数/ € C 2 ( D , M ), 必有 d 2 / E 0,其中 d 2 = dod , 而 d 为外微分算子. 

A ^- Adx ik 的系数叫..、属于 C 2 ( D ， 肢)，则在区域 


4. 


c ) 证明，若形式 

内 d 2 cj 三 0. 

ydx — xdy 

+ y 2 

■ 

如果把重积分号下的乘积 dx l - dx n 理解为形式 A • • ■ A dx n , 则根据例 14 之结果，可 
以形式地得出在重积分内做变量替换后的积分号下的表达式.试据此介绍的方法，做从笛卡 
儿坐标到以下各种坐标的变换： 

a ) M 2 内的极 坐标； 

b ) R 3 内的柱 坐标； 

c ) R 3 内的球坐标. 


a; 




的定义域内，求它的外微分. 


d ) 在形式 


2 


X 


求以下各形式的 限制： 

a ) dx % 在超平面 d = 1上的限制. 

b ) dx A dy 在曲线 z = x (£), y = 2/(0, a < t < b 上的限制. 

c ) dx A dy 在由 

d ) dy Adz ^dz A dx + dx A dy^b M 3 的标准单位方体的边界上的限制 _ 

= dx 1 A … .A dx ^ 1 A dx { A dx i+l A ... A dx n 在 IR n 的标准单位方体的界面上的限 
制，这里位于微分 rfW 上的记号表示从所写的乘积中删去如^ 

7.在 R 3 的球面坐标下，表出以下各形式在以原点为中心 、丑 为半径的球面上的限制： 

a ) dx , 

b ) dy . 

c ) dy A dz . 

映射 f : R 2 —^ M 2 由 （ u ， r ) 

a ) ip * ( dx ) • 

b) if*(dy). 

c ) ip *( ydx ). 

验证：外微分 d : Q P { D ) ^ O p + l { D ) 具有以下性质： 

a) d(oJi H~ 0J2) — dw\ dw2- 

b ) d(un A W2 ) - = dcji Au ； 2 + (- l) degwl oJi Adcj 2j 其中 degu ；! 是形式的次数 • 




定义的 IR 3 的平面上的限制. 


X = C 


e) 


COi 


{u ■ t ?, 1) = ( x , y ) 给出.试求: 


I - ► 


畢 
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c ) \/uj e n p , d ( du ；) = o . 

n f) f 

d ) V/G E ^ dx \ 

试证，具有性质 a )， b )， c )， d ) 的映射 d : W ( L ») — Q ^\ D ) 是唯一的. 

10 . 验证，与映射 ip ： u ^ v 对应的映射 y : n v { v ) ^ n p ( u ), 具有以下 性质: 

a ) + UJ2 ) = + 

b ) A UJ2 ) = ^ ol ?\ A p * cj 2. 

c ) d ( f*co = ( p * dw . 

d ) 若又有映射妒 ： V — 14^，则（分。#广 = 〆 o 岭' 

11. 试证，光滑的 fc 维曲面可定向，当且仅当在它上边存在无处退化的 fc - 形式. 


第十三章曲线积分与曲面积分 


1微分形式的积分 


1. 原始问题，启发性想法，例子 

场做的功 




设 G 为欧氏空间 R n 中的区域. F { x ) 是在 G 内作用的力的连续向量场.场内 
试验质点的位移与所做的功有关.我们来计算，当单位试验质点沿着已知的轨道，准 
确地说,沿着光滑路径 7 ：/^ 7 (/) cG 移动时，场所做的功. 

我们曾在讨论定积分的应用时，涉及过这一问题，所以在这里我们只是回想一 
下问题的解法，指出某些典型的和在后面有用的构成要素. 


我们知道，在定常场 F 中移动一个向量之所 
做的功为 ( F ，0- 


⑴是定义在闭区间/ = 0 彡 
上的光滑映射 丫 .1 — G . 

取闭区间 6] 的足够细的分法，这时，在该分 

法的每个小区间 U = {te I \ U-i ±,以更 

髙阶无穷小精度成立等式 


设亡 


ti 


⑴一 x(ti) « - ti) 


i+1 


83 


从 6 到 6 +1 的平移向量 Ti = h +1 - & (图 83) 对 
应着空间中从点 x { U ) 出发的平移向量= 

不计指出的误差，可认为此向量与轨道在点 X ( U ) 处的切向量& = 
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一致 • 由场 F ( x ) 的连续性，可以认为它是局部常向量，因此与（时间的）间隔厶相 

对应的功 AAi 能够按下式 




或 


AAi w {F(x(ti)),x(ti)Ati) 


计算，而相对误差很小. 

这就是说 


+ ■ 

I l 

由此，令线段 J 的分法无限地加细而取极限，就得到 


( 1 ) 


{ F ( x ( t )), x ( t))dt 


A = 


如果把式子 ( F ( x ( t )), x { t )) dt 改写成 ( F { x ), dx ) 的形式，则当 R n 内的坐标是笛 
卡儿坐标时，这式子就能写成 


F 1 ^ 1 + …+ F n dx 


的 形式; 此后，公式⑴就能写成 


A—I F 1 ^ 1 + * • + F n dx 


( 2 ) 


或写成 


(20 


A = 


公式⑴给出了 （2) 和 （20 中功的 1- 形式沿路径7的积分的确切含义 • 

，它的定义域是除坐标原点之外的 


y 


例1 考察力场 F = 
整 个平面 R 2 . 给定曲线 


+ y 2 ’ x 2 + y 2 


x = cos t，y = sin <，0 < t 彡 27T， 


7i 


及 


= 2 + cos t，y = sin t， 0 < t < 2丌 


7 2 : x 


计算此场沿曲线及 72 所做的功 

• | 

译者注.该近似等式的误差应是比高阶的无穷 小量. 
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根据公式 {1),(2),{2 f ), 得 


y 


X 


dy 


dx + 




x 2 + y 2 

sinf • (— sint ) 
cos 2 1 + sin 2 1 


x 2 + y 2 


7i 


7i 


27T 


cost - cost 
cos 2 1 + sin 2 1 


dt = 2 n 


o 


及 


—ydx + xdy 

_|_ y 2 

— sin t (— sin t ) + (2 + cost ) cos t 

(2 + cos t )^ + sin 2 t 


72 


72 


2 ?r 


dt 


o 


2 tt 


1 + 2 cos t 

5 + 4 cos t 
1 + 2 cos t 

I 

5 + 4 cost . 

1 + 2 cos t 

5 + 4 cos t 


dt 


o 


o 


1 + 2 cos (27 r — u ) 
5 + 4 cos (27 r — u ) 

1 + 2 cos w 

5 + 4 cos w 


du 


dt + 


o 


一 7 T 


7T 


7T 


du = 0 


dt — 


o 


o 


例 2 设 r 为点 { x , y , z ) e IR 3 的径向量，而 r = | r *|, 设在 R 3 除坐标原点外，处处 
给出形如 F = f ( r ) r 的力场.这是所谓的中心场.今求场 F 沿路径7 : [0, 1] 

所做的功.利用 （2) 式得 


3 


\o 


j f { r ) d ( x 2 H - y 2 + z 2 ) 

J f ( r ( t )) dr 2 { t ) = \ f { VW ) ) du ( t ) 

I 

1 

f ( y/u )du = ^( r 0? ri ) 

Jrl 

我们看到，这里记 x 2 ( t ) + y 2 ( t ) 4- z 2 ( t ) = r 2 ( t ), r 2 ( t ) = u ( t ), r 0 = r (0 ),ri = r ( l ). 

这样，在任何中心场内，沿路径7所做的功，只与从场的中心 O 到路径的始点 
及终点的距离 

特别地，对于位于坐标原点的单位质点所产生的重力场 


f ( r)(xdx + ydy + zdz ) 




2 


7 




2 


2 


2 


有关 


ro，n 


得到 


r , 


3 


r 


『1 


^( r 0 j ri ) 


du = — 




u 3 / 2 


2 


ro n 


rl 


b . 通过曲面的流量 


V { x ) 是该 

流动在区域 C ? 中的速度场.此外，在 G 中取光滑定向曲面反为确定起见，我们认 


设在定向欧氏空间 R 3 内的区域 G 中有稳定液（或气）流，而 
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% S 的定向由法向量场给出.要求确定通过曲面 S 的液体（体积）流量，更准确地 
说,就是要求在单位时间内，有多大体积的液体通过曲面^流向曲面的法向量场指 
向的一方. 


为了解决这一问题,注意，如果流速场是常场且等于 V ，则在单位时间内，通过 
由一对向量心，6张成的平行四边形的流量，等于由向量构成的平行六 
面体的体积.若 r ? 是开 的法向量,而液体通过77流向 n 指向的方向，则当7/与标 
架 U 2 给出与灯同样的定向时（即当 r / U 2 是脱 3 中的定向标架时)，此体积等 
于混合积 （ V , U 2 ). 而如果此标架在灯上的定向与法向量反向时，则按 
法向量//指向的流量等于 -( V ,6,6) 

现在回到最初提的问题.为简单起 
见，假定整个曲面 S 能够光滑地参数 
化 W : — 5 C 6?,这里/是平面 K 2 

的二维区间.将 J 分成许多小区间厶， 

它们由沿坐标轴方向的位移向量 n ， T 2 
张成（图 84). 每个这样的小区间的像 

可用《1 = ^( ti ) Ti ,^2 = <^( t 2) T 2 
张成的平行四边形近似.假定 VOr ) 在 
曲面片的范围内变动很小,从而 

可用这个平行四边形代替 ip ( h ), 可以 
认为通过曲面片 ip ( h ) 的流量△巧与 
以常速通过由向量^1,^2张成的平行 
四边形的流量是一 样的； 这样做时，二 
者的相对误差是很 小的, 如果在 S 上 
给出的标架 £ i ,£ 2 的定向与 t ? 同方向，得 




将这些元流量求和，就得到 


㈤ (K 2 )， 

* ， 

t I 

这里 uKx ) = (V ⑻，， •） （见第12章§5例 8) 是流量2- 形式.如果（取区间/的越 
来越细的分法 P ) 取极限，那么，自然认为 


F = 


^2^v(Xi)(^u^ 2 ) =： 


( 3 ) 


F := lim 

入 （ p)—o 


最后这个记号是2-形式沿定向曲面 S 的积分. 


参看前一个译者注. 
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利用形式在笛卡儿坐标中的坐标表示(参看第12章§5公式(12))，我们能把 


F 写成 


V x dx 2 A dx 3 + V 2 dx 3 A dx l + V 3 dx x A dx 2 . 


⑷ 


F 




我们只是讨论了解决所提问题一般原理.实在说，我们只是给出了流量 F 的精 
确定义 （3), 并引入了一些表示式 (3),(4), 但暂时还没得到类似于功的公式 （1) 那样 

的有效计算公式. 

注意，公式⑴是把表达式⑵中的 W ， …， x ' 换成给定路径飞的函数 ( x 1 ， …, 
x ")( i ) = x ( t ) 而得来的.我们记得（参看第12章§5)，这种替换解释为把在 G 内给 
出的形式变成线段/ = [ a ,6] 上的形式. 

完全类似，计算流量的公式也可用在 （4) 式中直接代入曲面的参数方程的方法 


得到 • 


实际上, 


w v (< p ( u )) (< p f (ti ) n , ip f ( ti ) T 2 ) 

=(v?*u ； v)(ti)(ri,T2) 


从而 


= 幻心乡)⑹ ( T 1 T 2) 


形式定义在二维区间 J C R 2 上.在/中，任何2-形式具有 ma ^ Adt 2 
的形式，这里/是 J 上依赖于形式的函数，所以 

(p* u；v (ti) (n 7 r 2 ) = /(ti)di 1 Adt 2 (ri,r 2 ). 

但 ( ft 1 A df 2 (Ti, T2) = .t| 是正交向量 Ti,T*2 所张成的矩形 /i 的面积，因此， 

Adt 2 (Ti,T 2 ) = ^2f(ti)\Ii\. 


当越分越细，取极限，得到 


J /( t ) dt 1 Adt 2 = j 

由⑶式知， （5) 式左边是2-形式 w 2 = A dt 2 沿最简定向曲面 J 的积分，而 

右端是函数/在矩形 J 上的积分. 

还要记住，由形式的坐标式直接做变量替换 z = ip ( t ), 就得到形式的 
坐标表示 Adt 2 , 这里的 ip I — G 是曲面的图. 


(5) 
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从 （4) 式出发，施行这个替换,就得到 


F = 


(p 


V — 


S =^>( I ) 


dx 2 dx 3 

W dt^ 

dx 2 dx z 

w w 

dx 1 dx 2 
dx 1 dx 2 

W 


dx 3 dx 1 

W W 

dx 3 dx 1 


+ V 2 (< p ( t )) 


w 議 


dt 1 A dt 2 


+ V % ⑷) 


最后这个积分，正像等式 （5) 所指出的那样，是在矩形 J 上的普通黎曼积分 
于是，我们求出 




dip 3 


dip 2 


d<p 


W dt 1 dt 2 , 


( t ) 


( t ) 


( 6 ) 


F = 


dt 1 


dt 1 


dt 1 


d ^ p 3 


d ( p 2 


dip 


( t ) 


⑴ 


⑷ 


dt 2 


dt 2 


dt 2 


这里 z = 冰） =( 〆 是曲面 s 的图，给它的定向就是 s 的法向量场指 
示的定向.如果图 9 • I 4 S 在 S 上给出了相反的定向，则等式 （6) —般不成立，但 

从本段开头的讨论即可知道，那时，左、右两端只不过相差一个符号. 

_ 

显然,公式 (6) 是我们所熟知的,用坐标 t \ t 2 表出的流韋元素△朽《 

6) 的和式极限的简单准确写法. 

我们已讨论了由一张图给出的曲面的情况,在一般情况下，曲面^可以分成实 
质上不相交的一些光滑曲面片况，并把通过 <5的流量作为通过各片的流量之和去求 


例3设介质以常速 V = (1,0,0) 做平移 运动. 若在流体所在空间区域内任取 
闭曲面，则因介质密度不变，所取闭曲面包围的体积内的物质的量应当不变.这就是 

说，介质流经曲面的总量应为零 • 

现在,我们取球面 x 2 + y 2 + z 2 = R 2 做为 <9,来检验公式⑹ ■ 

在球面 S 上有一个零面积的集，从而在我们讨论的问题中可把它忽略，并用参 


数式 


x — i ^ cosx ^ sinp ， - 
y — i ? cos 分 sin p ， 
z — 丑 sin 必 
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表示这个球面，这里0 < (/? < 27 T ，—? r /2 < ip < 7 t /2. 

将这劈 式子和 V = (1，0, 0) 代入 （6) 后，得到 


dy dz 


dip dip 


d ( fd/tp = R 


0 却 


F = 


cos (pdip = 0 


cos 


dy dz 


o 


dip d^tjj 


由于积分为零，所以无需考虑沿什么方向（即流入还是流出）进行流量的计算 


例4设在空间 M 3 内有运动着的介质.它的速度场用笛卡儿坐标表示是 

V(x,y,z) = (V\V\V 3 )(x, yi z) = 0r ， 2/ ， z). 

♦ 

_ 

在这种情况下，试求通过球面 x 2 + y 2 ^ z 2 ^= R 2 而进入球内的介质量. 

取上例中所用的球面参数式,并在 (6) 式右端做替换，得到 


jR cos tp sin ip R cos ip sin <p Rsin^p 

—R cos 0 sin p R cos ^ cos p 
R sincosy? —R sin 妒 sinp R cos^ 


7t/2 


2 tt 


dip 


dip 


0 


— tt /2 


tt/2 


R 3 cos ^dip = 4nR 3 


d(p 


_7 r /2 


0 


现在,我们来检査一下,用曲线坐标 M ) 给出的球面的定向，是否与用内法线 

给出的定向一致.容易断定二者不一致.因此所求的流量 F = -47 Ti ? 3 . 

在这种情况所得的这个结果容易予以验证：因为在球面的每一点处，流速向量 
V 的大小是丑，而方向垂直于球面且向外，所以从内向外的流量等于球面面积 4 tt « 2 

乘以尽因而所要的沿反方向的流量就等于_4开丑 

2. 形式沿定向曲面积分的定义 

第1段讨论的问题的解决，导致 fc - 形式沿定向维曲面的积分的定义 • 
首先我们假定5是 R n 内的用一个标准图 中 ' I — S 给出的 fc 维曲面.设 o ; 是 
定义在 S 上的一个 A :- 形式.形式 a ; 沿参数化曲面 < p : I ^ S 的积分用以下方式建 


3 


立 


取 A : 维标准区间/ C 的分法 P ， 它由/在各个坐_轴上的射影（线段）的 

分法导出.在分法 P 的每个区间 A 中取顶点 ii ， 它的坐‘值焉小，以及 fc 个向量 

，它们从 h 出发，沿坐标轴指向厶的与6相邻的诸顶点（见图8 4 ).我们 

的向量$1 = 〆 ⑹ Ti ， … ( ti ) Tfc ,计算 

W($i)(£l ， … ，《 fc) =: (<^W)(*i)(Tl, … ,T/e), 

做出积分和 ㈤ (匕,…，匕）并令分法户的参数 A ( P ) 趋于零求极限 

■ 

因此，我 h 采用 


Ti ， … ? r fc 


求切空间 TS X 
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定义1 ( A :- 形式 a ; 沿用图 J — S 给定的 fc 维光滑曲面的积分) 

y^u ； (xj)(^x ? …， ^) 

I 

I 

幻心)⑹ ( n ， … , T k ). 


lim 


X ( P )^0^ 


S 


⑺ 


lim 


A ( P )^0^- 


若将此定义应用于 J 上的 fc - 形式 f ^ dt 1 A … A dt 气这时 p 是恒等映射)，显 


然得到 


J /( ⑽ 1 


f f { t ) dt l 


k 


k 


⑻ 


， dt 


t \ … f \ dt 


这样，由⑺式推出 


⑼ 




UJ = 


S=<p(I) 


而如从 （8) 式可见,最后这个积分,可化为与形式 v / w 对应的，区间/上的函数/的 
普通重积分. 

我们从定义 1 导出了重要公式 （8) 和 （9)， 但它们本身也能取做原始定义.特别 
当 D 是内的任意区域（不一定是区间）时，为了不再去重复求和的手续，我们直 

接就令 


/( t ) dt 1 - - - dt k , 


k 


A 

而对于用 ip ： D ^ S 给出的光滑曲面及其上的 fc - 形式令 


(80 


A dt 


* * • 


D 


D 


(90 




U ) 


S ^ v >( D ) 


D 


设 S 是任意的分片光滑 A : 维曲面^是定义在 S 的光滑小块上的 A : -形式，那 
么，我们把 S 表为一些光滑参数化曲面的并集 U 况，各反只可能有低维的交集，令 


E 


( 10 ) 


U ) 


Si 


S 


如果没有具体物理意义或其他能用关系式 （10) 式解决的问题，这样的定义就会 
提出所得的积分值与分解式 U 况及各片上选用的参数表示是否无关的问题. 

我们来验证所下定义的4理性. 

◄ 首先讨论 S 是中的区域込，而 A — A 是域 c R fc 到域达 上 
的微分同胚这种最简单的情况.在 At = S 内， A :- 形式 0 ；具有 f ( x ) dx \ A …的 

形状.这时， 一 方面由 （8) 式有 


f ( x ) dx 1 '' • dx k , 


k 


f { x ) dx l A 


A dx 


4 • • 


D 


D 
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另一方面，由 (90,(80 二式，成立 


f (cp ( t )) det ( f f ( t ) dt 1 


k 


dt 


(p uj = 


D 


D 


D t 


但若在内 det ^( i ) > 0, 则据重积分的变量替换的定理，有等式 


k 


/( x ) dx 1 - - - dx k = 


f { ip ( t )) detip \ t ) dt l … dt 


D x =ip(D t ) 


D 


这就是说，我们已经证明了，若在 S 上有同类定向的坐标: r 1 ， …，/与曲 

线坐标 P ， …，戶，则积分 / s u 的值与用哪一组坐标计算无关. 

， t fc 在 S 上给出另一类定向，即当 det ( p f ( t ) < 0 


我们注意，假如曲线坐标 P 

时,显然,最后这个等式的左右两端异号.因此，只有在积分曲面是定向曲面时,才能 
讨论积分定义的正确性问题. 


D x — Sw . D t — S 是同一个 fc 维光滑曲面 S 的两种参数表示，而 
是 S 上的 A ; -形式.我们来比较积分 


今设 


^Px : 


与 


( 11 ) 






D 


D 


，这里 


因为 


( K 1 。外) 


=° ^ 


^t = ( Px° 


(pf * Dt —^ D 


^ ^ 


是 A 到仄上的徼分同胚，所以 Wo ； = y ( p »( 见第12章§5等式 (20)). 因此 , A 
内的形式能从形式用替换 a ; = p ( i ) 得到.然而我们刚刚验证了，在这种 
情况下，当 det ^(0 > 0时， (11) 中的两个积分一样,而当 deV ⑷ < 0时，二者异号. 

因此，我们证明了， 若 ip t ' D t — S ， ip x ' D x — S 是曲面5的同一定向类的参数 
表示，则 （11) 式内的两个积分相等.这样,积分与曲面 S 上的和谐曲线坐标选取的 

无关性得证. 

沿定向分片光滑曲面 S 的积分与将 S 分解为 U 氏时的分法的无关性,可由通 

* 

常的重积分的可加性得到（只要根据两种分法做出 i 细致的分法，并验证在此分法 

下,积分的值与原有的每种分法下的积分值都一样就行了) . ► 

在上述讨论的基础上，现在，理所当然地形成了如下一串形式化的定义，它们对 

应于在定义1中所讲的微分形式的积分的结构. 

定义 r (形 式沿定 向曲面 Sc R n 的积 分). 

a ) 若在区域 D cM k 内给出了形式 f ( x ) dx 1 A ■ • • A dx k , M 


k 


k 


f ( x ) dx 1 A 


f ( x)dx 


dx 


A dx 


_ •螫 


D 


D 
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b ) 若 * S C 是定向 A : 维光滑 曲面# : D ^ S 是它的参数表示，而 w 是 S 上 

的 fc - 形式，则 


=土 


9⑴， 


D 


S 


而且，当 p 的参数表示与$的给定方向和谐时取+号,否则取-号. 

c ) 若5是 IT 内的分片光滑 fc 维定向曲面, ujls 上的 fc -形式 （在 S 有切平 

面的那些点上有定义)，则 


( J ， 


UJ 


Si 


S 


这里 A ， …， Sm ， …是 S 分解为光滑参数表示时的 fc 维光滑面片，片与片之交充其 

量只能是较低维的分片光滑曲面. 

特别地,我们 看到， 改变曲面的定向将导致积分变号. 


习 


1. a ) 设 Ay 是平面 R 2 上的笛卡儿坐标_试说明，形式 


y 


dy 


dx + 


x 2 + y 2 


+ y 2 


是怎样的向量场的功形式. 

b ) 试求 a ) 中的形式 a ; 沿下列路径 7 i 的积分: [0， tt ] 3 * 

( cost ，— sint ) e M 2 ； 路径 73 由诸点 （1，0)，（1，1)， （一 1， 1)， （― 1， 0) 依次用线段连 

接 而成; 路径74由诸点 (1,0), (1,-1), (-1,-1), (-1,0) 依次用线段连接而成. 

设/是在区域 DcK n 内定义的光滑函数,7为内以 Po G 为始点, pi € D 为终点的 
光滑路径.试求形式 uj = df 沿路径 7 的积分. 

a ) 求形式 a ; = dy A 办 + dz Adz 沿 IR 3 内标准单位方体的边界的积分，边界用外法向定向. 

b ) 指出一个速度场，使得 a ) 中的形式 w 是它的流量形式. 

4- a ) 设 是 R 3 内的笛卡儿坐标.试求速度场，使形式 


(cos t, sin i) G IR 2 ; [0,7r] 9 


72 


■ 


xdy /\ dz + ydz 八 dx + zdx A dy 


UJ 


( x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 


是它的流量形式. 

b ) 求 a ) 中的形式沿球面 x 2 + y 2 + z 2 = R 2 的积分，球面按外法向定向. 

C) 试证，场 

d ) 验证: C ) 中的场，通过环面（它的参数方程见第12章§1例 4 )的流量也等于零. 

已知一定量的物质的压力 P 、 体积 V 及温度了之间，存在着关系 /( P ， V , T ) = 0#热力学中 
叫做状态方程.例如, 一 克分子（摩尔）的理想气体，其状态方程用克拉拍龙公式 ^--^ = o 
表示，其中 H 是普适气体常数. 


(^，汉，之） 

( 工 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 


通过球面 （X ^2) 2 + y 2 + z 2 = 1 的流量为零. 




§1 微分形式的积分 


201 • 


因为这些量 P ， V ， T 由状态方程联系着，所以知道了其中两个量，原则上就能知道第三 

个.即是说，任何一个系统的状态都能用，替如， V ；尸坐标平面 R 2 上的点（ V ) 刻画； 这时， 
系统状态的演化过程，作为时间 t 的函数,对应着此平面上的一条路径， 


设汽缸内装有气体，可无摩擦地平移运动.改变活塞位置，靠消耗机械功，可以改变包含 
于活塞与缸壁间的气体的状态.反之，改变气体的状态（例如，给它加热)，就能迫使气体完成 
机械功（例如，靠气体膨胀举起重物).在本题以及下面的第 6 、7、 8 题中，我们将认为所有 
过程进行的是如此缓慢，以致在每个具体的时刻，压力与温度的变化总是施于全部物质上.因 
此在每个时刻，系统都满足状态方程.这就是所谓 拟餘态过程. 

a ) 设 7 是 V ， P 平面上的一条路径，它对应于缸壁与活塞间的气体从状态 W ， 凡到 Vi,Pi 

之拟静态过程.试证，在此路径上，气体所做的机械功4由曲线积分 PdV 确定. 

b) 试求一克分子理想气体由状态 Vo,Po 沿以下诸路径变到状态 Vi，A (图 85) 时所做的 

先是等压线 OL(P =凡)，然后是等容线 LI(V = Vi ); 7 OK / :先 


机械功.路径 

是等容线0尺(7 = V 0 )， 再是等压线 KI(P = Pi )； 7 oi : 等温线 r =常数（在这假定 

下， ^ 0^0 = ^!^). 


lOLI : 


c ) 试证， a ) 中所得之活塞与缸壁间的气体所作的机械功的公式，事实上这是一个普遍公式， 

亦即，这个公式对于任何由变形薄膜包裹的气体所做的机械功都有效 .. 


P 


Po 


系统因其状态的变化所获得的热量，像其所做的机械功那样，不仅与系统的初始及终结状态 
有关，而且与转变的路径有关.热容量是物质获得的热量与其温度变化之比，它是物质及其 
热力学过程的重要特征.热容量的精确定义可如下给出.设; r 是状态平面 F 上的点（坐标为 

或或 m eeTF x 是指示从 o : 出发的位移方向的向量.设 t 为小参数.今 
考察由状态 i 沿平面 F 上的线段到状态 x + k 的位移，设 △ QOrje ) 是在此过程中物质所 




获得的热量， AT ( x , te ) 为物质温度的改变 

AQ ( x , te ) 
AT ( x , te ) 


为物质（或系统）对应于 状态； r 及从这个状态出发的位 


称量 C ( x , e ) = lim 

t 一 ►O 

移方向 e 的热容量. 

特别地，如果系统是绝热的，亦即它与外面的介质没有热交换.这就是绝热过程.在状态 
平面 F 上，与这种过程对应的曲线，叫绝热曲线. 

当状态沿着等温线 （r = 常数）变动时，其对应的热容童为无限大. 

特别常用的是，沿着等容线 （V =常数）及等压线 （P =常数）变动时的热容量 CV = 
C ( x , ev),Cp = C { x , e P ). 实验表明，对给定质量的一种物质，在其状态变化得相当大的范围 
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内，可以认为 CV 与 C P 实际上不变. 一 克分子给定物质的热容量，叫做克 分子热 容量，并用 
大写字母表示（不用小写，以便与其他的热容量区别)，我们假定下边讨论的总是一克分子的 


物质 


据能董守恒定律，在一定的过程中，物质所得的热能 AQ ， 内能的改变 △[/ 及它所做的 
机械功之间，成立着关系 AQ = △(/ + AA . 因此，从状态 xeF 出发的小的变化 te 
下，物质所获热能，应该是在点 X 处的形式 SQ = dU + PdV 在向量 e TF X 的值（参看 
问题 5 c ) 中的功的公式 PdV ). 这就是说，如果把 r 和 V 看成是状态的坐标,而取 T 作为 
变化的参数彳沿非等温方向变动)，那么可得 




dV 


确定了以 T , V 为坐标的状态平面上的点$所作的位移的方向.特别地，当 
= 0时，则变动沿等容线 K =常数的方向进行.于是得到 CV = H .如果 P =常数， 

(在一般情况下， V = V ( P ， T ) 是状态方程/(尸, V , T ) = 0 关于 V 


导数 


dT 


dV 


dT 


dV 


dv 


解出的形式).因此 


dr 




Cp = 


这里右端的下标 P ， V ， T , 指出了当求各偏导数时，固定那个状态参数，把得到的 CV 的式子 

代入 C P ， 即见 




C P -Cv = 


( 


dU 


= 0•尔 


气体实验 （ Joule ① - Thomson 试验）说明，内能只与温度 T 有关，亦即 


dV 


dV 


考虑 


后，在理想气体模型中，把此取作假定.这样一来，对于理想气体， CV = C v 
到对于一克分子的理想气体有= iir , 由此得到关系式 Cp-c v = 

力学方程 


dr 


R ， 称之为迈^ ® 热 


* 


由于一克分子的气体的内能只与温度有关，故可将形式写成 


dU 


SQ = + PdV = C v dT + PdV 

oT 


为了计算一克分子气体在状态沿路径 7 变化时所获得的热量，就需求形式 CvdT + PdV 沿 
的积分.有时使用变量 V 、 P 对此形式更 方便. 如果利用状态方程及关系式 
C P — Cv = R ， 则得 


7 


秦 




p 


6 Q = C P -dV + Cv ^ dP . 

n n 


① 焦耳 (Joule) (1818-1889) 英国物理学家，他发现了电流的热效应定律，并与迈耶各自独立地 

确 g 了热功当量. 

② 迈^ (R Mayer) (1814-1878) 德国学者,就教育背景而言是位医生，他提出了能 1 ：守恒和转化 

定律.发现了热功当量. 
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a ) 试求当气体沿其状态平面 F 上的路径7改变其状态时， 一 克分子气体所获热量的公式 

_ 

b) 把 C P ,C V 看做常数，试求沿问题 5 之 b) 指出的每条路径 


,70/所对应的 


JOLI.yOKl 


Q 值 


C) 试(遵循泊松的思路)求出在坐标为 V,P 的状态平面 F 上，通过点 (Po^Vo) 的 绝热方 

程.（泊松求出了，在绝热情况， PV C ^^ =常数.称 Cp / Cv 为给定气体的 绝热常 

数.空气的绝热常数 Cp/Cv « 1.4). 然后计算使一克分子与外面的介质绝热且处于状 

_ 

态 (V 0 ,Po) 的气体的体积变成 


VI = -Vb, 


2 


需做多少功. 

7. 我们知道，热机工质（例如，汽缸中在活塞作用下的气体）状态变化的卡诺^循环是如下热力 

学过程（图 86). 现有两个能量容量很大的物体，加热物与冷却物（例如蒸汽罐与大气），它 
们分别处于常温。，^(乃> T 2 ) 下.被考察的热机的工质（气体)，具有温度: n ， 且处于状 
态 1. 在与加热物接触，由于沿等温线外压力减小，气体就拟静力学地膨胀变为状态 2. 同时 
机器从加热物吸收了热量 Qi 并反抗外力做了功 4 12 . 在状态2下，气体绝热拟静态膨胀到 
状态3,它的温度暂时还没达到冷却物的温度 r 2 . 这时机器也反抗外力作功 A 23 . 在状态3 
下，气体接触冷却物，用增加压力的方法等温地压缩到状态 4. 这时对气体做了功 A 34 , 而气 
体对冷却物放出了热量 Q 2 . 状态4是这样选取的，使从它能沿绝热线拟稳压缩回到原来的 
状态.这样,气体由状态 4 回到了状态 1, 这时，对气体做了功火 41 .经过这样一个循环（卡 
诺循环)，气体（即机器的工质）的内能显然不变（因为我们已经恢复到初始状态)，所以，机器 
净作功 >1 = j 4 i 2 + 乂23 - 义34 - 山1 — Ql — Q 2 - 


P 




2 


4 


t 2 


3 


V 




86 


Qi — Q2 
Qi Qi 


A 


叫做热 


所加的热量只有一部分变成了所作的功 A 自然地把 n = 


机效率. 

a ) 利用问题6之 a ) 与 c ) 所得的结果，证明对于卡诺循环来说，等式 

Qi Q2 
-= — 

Ti T 2 


成立 


①卡诺 (S. Carnot) (1796—1832) 法国工程师，热力学创始人之一. 
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b ) 试证卡诺第一定理（卡诺的两个著名定理之 一)• 依卡诺揭环工作的热机效率，只与加热 

溫度乃及冷却温度 T 2 有关（与机器的构造及工质的形式无关)， 


设有某个热机，它的工质的状态平面为 F (参看问题7)，7是 F 上的闭路径，它与热机的一 
个工作周期相对应.工质与外部介质交换的热量及其交换时的温度满足克劳修斯 ® 不等式 

<0. 这里峋是在问题6中已谈及的热交换形式. 

a ) 证明，对卡诺循环来说，（参看第7題）克劳修斯不等式变成等式. 

b ) 试证： 如果热机工作周期7可按反方向进行，那么克劳修斯不等式将成为等式. 


SQ 


A 


T 


c ) 设路径7分成71与72两段，在71上热机的工质从外部获得热量，而在 72 上向周围 

介质散发热量.又设：是热机的工质在 71 上的最髙温度，: r 2 是它在 72 上的最低温 


度.最后，设 Qi 悬在上获得的热量， Q2 是在 72 上放出的热量 • 试根据克劳修斯不 
等式证明 


Q2 t 2 
Qi " Ti 


d) 试证，对任何热机的热机效率成立估计式 r? < 

(顺便估计蒸汽机的热效率，已知蒸汽的最高温度不 1 超过 150 e C ， 即 Ti = 423 K , 而冷却 

环境介质—— ？0° C , 即 r 2 = 293 K ). 


(见问题 7). 这是卡 诺第二定理. 


器 


e ) 比较问题 7， b ) 与8, d ) 中的结果，并验证，当给定 T u T 2 的值时，按卡诺循环工作的热 

机具有最大的热效率. 

撤分方程 ^ = 1^1 叫做 可分离变量的 方程. 通常把它写成形如 

dx g { y ) 


9{y) d y = / ⑷咖 


的“变量分离”形式，然后使它们的原函数相等 

f 9(y) d v = J f{x)dx, 

它，试用微分形式语言给这一算法一个具有更广泛意义的数学论证. 


以 


体积形式，第一型积分与第二型积分 


1. 物质曲面的质量 

设 S 是欧氏空间 R 3 内物质曲面.假定已知曲面 S 上质量分布的（面）密度 
p ( x ), 要求确定整个曲面的质量. 

为了解决这个问题,首先应当注意，在点$ € S 的面密度，是点 X 的邻域里的曲 
面部分的质量 Am 与这部分曲面的面积 Ao * 之比当此邻域收缩趋于点 Z 时 

的极限. ^ 

1克劳修斯 (Clausius) (1822 — 1888) 是德国物理学家，他奠定了热理论的力学基础.在热力学中, 

内能及熵的概念属于他，在气体动力学理论中，分子自由程的基本概念也属于他_ 
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将曲面分成许多小块，并假定 P & S 上的连续函数，从而，可以忽略在每小块 
上 P 的改变,用关系式 


Ami ~ p(xi)Aai 


求出况的质量，其中是曲面氏的面积，而私6况. 

将这些近似等式求和，并将分法无限加细求极限，就得到 


⑴ 


pda 


m — 


s 


显然对这里的沿曲面积分的记号需要加以说明，应能导出具体计算公式. 

我们注意，根据问题提法本身，等式 （1) 的左边与曲面$的定向无关，因此，在 

等式右边的积分也应这样.一眼就看出，这与我们在 § i 里详细讨论的曲面积分不一 
样.这个问题的答案在于面积元素的定义.下面就来分析这个问题- 

作为形式的积分的曲面面积 

I 

I 

将§1中形式的积分定义1与引导我们作出面积定义的一整套论述(第 I 2 章,§ 4 ) 
加以比较，就看到，在欧氏空间内，用参数式 ^ D — S 给出的 fc 维曲面 S 的 
面积是某个形式的积分.我们暂时约定称这个形式为曲面^上的 体形式或体元 
素.由第12章§4的 （5) 式,在曲线坐标 中 •• D — S 飞 (即当转到参数域 D 时)，形式 

巩严格说是 ^*0) 应有以下表达式： 




A dt k 1 


1 


( 2 ) 


A 


U ) 




» • * 


d(f d<p 

Wd0 


其中 9 ij ( t ) 

在这个曲面的另一参数式泛： 5 — s 下，它用于沿区域5计算 s 的面积，相应 


，fc 


= 1, 


_ » 




地，则所要的对形式 


detigij^di 1 八…八 di k , 


(3) 


r\ r\ 

o<p dip 


进行积分，其中 知⑺ = 

用矽表微分同胚 V ?- 1 。尹： 5 — D ， 这是从曲面 S 的坐标 f 到坐标 f 的变换.过 
去， 我们已算出 （参看第 I 2 章 § 4 注 5 ) 


= 1，…， A : 


det (知 )( f ) = Jdetigij )^)) - | det ^( t )| 


(4) 


同时显然有 


yjdetigij) (ip{i)) det^ f (^di 1 

比较等式 （2)—(5)， 即可看到，若 detW ( f ) > 0,则分 * u ； = ( D ; 若 det ^( t ) < 0,则 
- a ). 如果 o ; 与心是由5上的同一形式 X 2 分别用转移 < p *, r 得来的，则等式 

D 成立， 


A dt k . 


(5) 


A 




9 9* 


= 


= 或同样的， 4 
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于是我们得到以下 结论: 定义在参数化曲面$上、为求这个曲面的面积需要对 
其积分的那些形式，当曲面的参数表示在^上给出不同的定向时,彼此相差一个符 
号.对于属于$的同一定向类的参数表示来说,这些形式是一样的. 

这样， S 上的体形式不仅由位于欧氏空间中的曲面 *9 本身确定，还与 S 

的定向有关. 

这可能显得很 离奇: 按照我们的观念，曲面面积不应与曲面的定向有关！ 

但是,要知道,我们已得到了某个形式的积分给出的参数化曲面面积定义.因此, 
如果计算结果不应与曲面的定向有关，那么，由积分的性质，对于曲面的不同定向， 
我们就应该对不同的形式做积分. 

_ 

我们来把以上考虑表述成确切的定义， 

_ 

3. 体积形式 

定义1设为具有内积 <，〉的定向欧氏空间，而是斜对称 fc - 形式. 
那么，称 I ?是上与给定的定向和内积相应的体形式，如果它在妒的给定定向类 
的标准正交标架上的值为 1. 


上的值,完全确定了这个形式. 


显然, fc - 形式在标架 e l5 
还应注意，形式0不是由个别的标准正交标架确定,而是由它的定向类来确定. 


，吃 k 


◄ 实际上，如果 

组基底变到第一组基底的变换0是正交矩阵，且 detO = 1. 因此, 


, e fc ) = 1 


P(ei，= detO • • • • efe) = i7(e 1? 


_ 


_ 


m 


如果在 M fc 中固定一个正交标准基 ei ，…， e fc ， 而 7 T 1 ， … ，7 T fc 是妒中向相应坐 
标轴的射影，则显然有 


A 7 r fc ( ei ? 


， efc) = 1 


丌丄 A 


• • t 


且 


j? = 7T 1 八 •… 八 7T fc 


因此， 






« _ « 


P (汔1，…，心) 










这是由有序的诸向量 6, .. 所张成的平行多面体的体积. 

定义2设 s 为位于欧氏空间 ar 中的光滑 / b - 维定向曲面, 则在沒 的每个切 
平面上，存在着与 s 的定向和谐的定向，以及由 M n 中的数量积诱导出的数量 
积，而这表明，也存在体形式 /?( x ). 这时在 s 上产生的微分形式打叫做 s 上由 

s 到 R n 中的嵌入诱导出的体形式（或体元 索). 
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定义 3 定向光滑曲面的面积 是与曲面上选定的定向相应的体形式沿此曲面的 


积分 


当然，这个用形式言语叙述的、直至每个细节都很确切的面积定义，与第12章 
§4定义1是一致的.那个定义是在讨论用参数式给出的 fc - 维光滑曲面 s C nr 时 

做出的. 


◄ 实际上，曲面的参数表示确定了曲面的定向和曲面的一切平面的定向， 
如果^，… 是！^ 的标架， 且属 TS X 内固定的定向类，那么，由体形式 G 的定 

义2与定义3,得 


D ⑷(汔 1，…， （ fc ) > 0 


但这时（参看第12章§4,等式 （2)) 有 


( 6 ) 


f ?( x )(^ ir - ， Cfc ) = 

注意，形式 n { x ) 本身在的任一组向量上有定义，但等式⑹只 

在的定向类中的标架有效. 

还要注意，体形式只对定向曲面有定义,所以，例如对 R 3 中的默比乌斯带谈体 
形式就没有意义，虽然能在此曲面的每个有向小块内讨论这种形式 • 

定义4设 s 为 ET 中的 fc - 维分片光滑（定向或不定向）曲面， 

是 S 的有限个或可数个光滑参数化的小曲面,任二者如果相交，只能是不髙于 A ; 

维的曲面，且 s = 称所有曲面氏的面积之和 为曲面 s 的面积 (或 fc - 维体积 )• 

* 

% 

S 

在这种意义下，我们能够谈 M 3 中默比乌斯带的面积，或同样地也可求其质量, 

假定这个物质曲面具有单位面密度的话. 

定义4的正确性（即所得面积值与 S 分为 S u ，，，， S m ， … 的分法的无关性）可 

用传统的论证方法去验证. 

4. 在笛卡儿坐标下体？ I 形式的表示 

设 S 为定向欧氏空间 R n 中的光滑超曲面 （ n - 1维).以它的连续单位法向量场 

Tt ( x)(x 6 S ) 傲为 S 的定向.设 F 是 R n 中的 （ n - 维）体形式, r ? 是 S 上的 （(n - 1)- 

维）体形式. 一 

如果在切空间中从由了义的单位法向量 》7(： r ) 给定的定向类中取标架 

_ 

心 ，…，^^，则显然可得下面 等式： 


， 


« ■ ■ 


—1 


⑺ 


V(x)(T]^i^- ，U == 0⑷(6,… ，U 

因为，在所设条件下，两边都非负，而它们在数量上相等的原因在于，由向 

4张成的平行体的体积等于底面积乘以髙 W = 


”，6, 


mi 
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但是， 


rf 

麝 

■ 

I 

I 

I 

n 

n—1 

I . 


v 


G … 


V (工 )(》7，€ i ， … i - i ) = 


a ] 


4 * 


n 


y^(—l) t ~ 1 7j l (x)dx 


八 dx n d … ，疙 n-l) 


A • • • A dx % A 




« 擎 * 


的笛卡儿坐标，而微分血 7 上 


" ，:^是: r 关于定向标准正交基 ei ， 

方的弧表示在这一项中不出现咖、 

这样，定向超曲面5 CM " 的体形式有以下坐标表示式 


这里 


，e 


工， 


n 


n 


Q = y ^(- 1 广 1 rf ( x ) dx 1 


Adx n (^ir- ，U 


( 8 ) 


A dx z A 


A 


■ 4 


* • 


从几何方面考虑得知，对于固定的 i e {1，…， n } 有 

〈”(工)，6冲((1， 

最后的这个等式说明， 


⑼ 


， 态 n — 1) = V ( x )( e^ T 疙1 ， • • • ， 疙 n — 1) 


r ] t ( x )0( x ) = (— l ) t ~ 1 dx L A 

对于 K 3 中的二维曲面 5, 常用如或必表示它的体元素.不应把它理解为某 
个形式 a 或5的微分，这只是一个记号.如果是 R 3 中的笛卡儿坐标,则用这 
些记号， (8) 与 （10) 式可 写成： 


( 10 ) 


J\dx n {il^- ，《 n— 1 )- 


A dx l A 


* _ 擊 


4 » • 


da = cos a\dy A dz -cos 02^2 A dx 4- cos a^dx A dy , 
cos a 1 da = dy A dz ^ 


a 2 da = dz /\ dx , (在坐标面上的射影的面积) 


COS 


cos a^da = dx A dy 


这里 ( cosai , cosa 2 , cosa 3 )( x ) 是 S 在 : r G S 处单位法向量的方向余弦（坐标). 

在这些等式中，其实,在等式 （8) 和 （9) 中也一样，为了避免误解，当然，更好是在右 
方置以记号 | S , 表明相应的形式在曲面 S 上的限制，但是为了不使公式过于繁杂，我 

们还是省掉了这些记号. 

5. 第一型 与第二型积分 

I 

在一系列问題中都会出现第⑴型积分，上面所讨论的已知面密度求曲面质量 

的问题是它们的典型代表.常把它们叫做 函教沿曲面的积分或第一型 积分. 
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定义5称微分型式 pO 的积分 


/ 9 ^ 

JS 


( 11 ) 


为函数 p 沿定向曲面 S 的积分， 其中0是 S 上（与计算 积分时 所选的 S 的定向相 
应）的体形式. 

显然,这样定义的积分 （11) 与 S 的定向无关，因为 S 的定向的改变己反映在相 
应的体形式的替换中了. 

我们要强调，实质上这里说的不是函数的积分，而是一种特殊的形式沿着定义 
了体形式的曲面 S 的积分. 

定义 6设 S 是分片光滑的（定向或无定向）曲面， P 是上的函数.将 <9做定 
义4中所描述的分解： S = [ JSi . 则称函数 p 沿各个氏积分之和 E J Si 为函数 

p 沿曲面 5 的积分 （ 11). 1 

■ 

通常，称积分 （11) 为第一型曲面 积分. 

例如，用物质沿曲面分布的面密度来表示曲面质量的积分 （1), 就是这样的曲 


面积分 


为了把第一型积分具有与曲面定向无关的特点标识出来，常称形式沿定向曲面 

_ 

的积分为第二型曲面积分. 

注意，因为在线性空间上，次数等于空间的维数的诸斜对称形式都成比例，所以 
在 k 维定向曲面 S 上给定的任何-形式 w 与 S 上的体形式 U 满足关系 w = p /?, 

其中 f > 凫 S 上与 cj 有关的函数.因此， 




亦即任何第二型积分都能写成相应的第一型积分的形式. 

h 

例1 §1中，积分 （2') 表示的是场 F 在路径7 : — K n 上的功，它可以写 

成第一型积分 


f ( F , e ) ds , 

J y 

这里 S 是 7 上的自然参数，心是长度元素 （1- 形式)，而 e 是单位速度向量，其本 
身并没有 7 定向的任何信息.从用积分（ I 2 )研究的问题的物理意义的角度看，与§1 

的积分 （1) 一样，它也有很强的表 现力. 

例2设 S C 1 R 3 是用单位法向量 n { x ) 定向的曲面 .§1 内速度场. V 通过 S 的 
流量（3)，能写成第一型曲面积分 


( 12 ) 


( 13 ) 
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这里 *9 定向的信息包含在法向场 n 的方向之中. 

(13) 式中积分号下的表达式的几何和物理含义，如同§1纯粹的计算公式 （6) 中 
积分号下的表达式的相应意义 一样， 是明晰可见的. 

我们提醒读者注意，经常遇到 ds e 心 , d 

度向量元素与面积向量元素.用这种表 示法， 积分 （12) 与 （13) 就可写成 t 


nda 这两种记号，这里引入了长 




{ F ， ds ) 与 （ y ， da ) 


从物理的角度来说，这是最合适的写法.为了简单，向量 A , B 的内积 〈 A ， B >， 经常 
写作 


例3法拉第 ® 定律断言，变化着的磁场 B 中的闭导线 r 内产生的电动力，与 
通过闭路 r 所围曲面 s 的磁通量的变化速度成正比.设 E 是电场强度向量.考虑 
到问题中物理量的定向关系以及上边采用的记号，法拉第定律可以表示成如下的等 


式 


d 


E • ds = — 


dt 


沿着 r 积分的积分号上的那个圆圈，是为了强调积分是沿闭回路作的.场沿闭 

回路做的功，常被称 为场沿此闭路的环流 t 因此，按法拉第定律，由变动的磁场所 

产生的电场强度向量的环流量，等于通过闭曲线 r 包围的曲面 s 的磁通量的变化 
速度的相反数. 

例4安培 ® 定律 


j dff, 


ds —- 


€QC 1 2 


(其中 B 是磁感应向量， j 是电流密度向量， e Q ， C 都是量纲常数）断言，由电流产生的 
磁场沿回路 r ,的磁感应环量与流过回路 r 所围曲面 s 的电流强度成比例. 

我们已经讨论了第一型积分与第二型积分.读者会注意到，这两个术语的差别 
非常有限.实际上，如果积分确与用以计算它的坐标系的选择无关的话,我们能积分 
而且只积分微分形式.此外并没有什么其他东西的积分. 


习 


1. 对等式⑺与等式⑼给以正式的证明. 

2. 设 7 是光滑曲线， ds 是 7 上的长度元素. ' 

①法拉第 ( M . Faraday ) (1791 一 1867) 杰出的英国物理学家，电磁场学说的创 始人. 

©安培 （ A . M . Ampfere ) (1775 — 1836). 法国物理学家与数学家，现代电动力学奠基人之 一. 
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a ) 试证 ^ f ( s ) ds \^ J ^\ f ( s)\d 


这里/是定义在7上并且使不等式两端都有意义的函 


5, 


数. 


的长.试证 ]；/ ⑷心 


b ) 设在 7 上 \ f ( s )\ < M ， 而 Z 是曲线7 

c ) 关于沿着 fc _ 维光滑曲面的第一型积分，叙述并证明类似于问题 a )， b ) 的一般性命题 


彡 ML 


a ) 设分布在曲线 7 上的质量的线密度为 P ( x ). 试证，其质量中心的坐标 （ xj ,4 说由下 

_ 

面关系式确定： 




p ( x ) ds ^ i = 1，2, 3. 


p ( x)ds — 


b ) 写出 r 3 中嫘旋线的方程，并求出一段螺旋线的质董中心的坐标.在这里，我们认为曲线 

上质量分布的线密度是等于1的常数. 

C ) 设曲面 S 的面密度为 P ， 试求5的质 量中心 公式,并计算沿半球面均勾分布的质量中心. 
d ) 设曲面 S 上以面密度 P 分布着质置.试求其惯性矩 公式. 


) 车轮外胎的质置为30 kg ， 形如环面，外径1 m ， 内径 0.5 m . 在保持轮子平衡的条件下 
把它安装在平衡架上，拨转它到速度大致相当100 km / h 时，然后用闸瓦将它 制动； 这 

而宽为2 cm 的钢盘上.假定将轮子制动停止时，转动 


些闸瓦散靠在一个直径为40 
轮胎的全部动能都变成了钢盘的热.试估计这个钢盘溫度升高 多少. 钢的比热假定等于 


c = 420 J/(kg . K ) 

) 设在点 ( x 0 , yo , zo ) 处有质量为的质点，又有物质曲线％其线密度为 p 试证7作 
用于 m 0 的力 F 的公式为 


4. 


P 


rds^ 


^ = Grno 

I 

_ 

其中 G 是引力常数， r 是以 ( x - xo , y - yo , z ~ zo ) 为坐标的向置 • 

b ) 对质量分布于曲面 S 上的情況，求相应的公式. 

c ) 求均匀物质直线的引力场. 

d ) 求均匀物质球面的引力场（包括球面所界球体之外场和内场 )• 

e ) 求均勻物质球在空间产生的引力场（包括球内场和球外场). 

f ) 把地球看作是液态球.点距球心之距离记作 r *， 试用 r 表出在任一点处的压力（地球半 

_ 

径为6 400 km ， 平均密度为 6 g / cm 3 ). 

设 71 与 72 是两条闭导线，沿71,72分别有电流凡：.设 ds u ds 2 是这些导线的长度向量 

元素，其方向与电流方向一致，拓 2 是从如到办 2 的方向向量，而丑 M = - Rl 2. 

据毕奥—萨伐尔①定律，由第一个向量元素对第二个向量元素的感应力等于 


4\^\ 


[ds 2 , [dsi } Ri2]], 


dF\2 = 


其中方括号表示向量的向置积，而 CO 为量纲常数 • 
a) 证明，局限在人为构造的毕奥-萨伐尔微分公式的水平上，可能发生 dFi2 ^ dF 2 i 的 

情形，即“作用不等于反作用”. 

CD 毕奥 (Biot) (1774 — 1862), 萨伐尔 (Savart) (1791—1841) 都是法国物理学家 • 
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b ) 试对于导线 71 与 72 间的全部的相互作用力巧 2 与 F 21 ， 写出（积分）公式東并确认 


F \2 = — 巧 1 , 


6-余面积公式（柯劳恩洛德-费德罗公式） 

设 M m 和 iV n 分别是高维欧氏空间中的 m 和 n 维光滑曲面 ( M m , iV n 也可以是抽象 
黎曼流形.但现在这并不重要).假设 m 彡 n . 

设/ : M 

核 kerdf ( x ). 用记号 T ^ M m 表示 kerd /(^) 的正交补，而用 J (/, x ) 表示映射 df { x)\ T ± M m : 
T x x M m ^ T f { x ) N n 的雅 可比. 如果 m = n ， 则 J ( f , x ) 就与通常的雅可比一致. 

设 dv h ip ) 表示维曲面在点 P 处的体积形式. 
a ) 试利用（如果需要）富比尼定理和秩定理（光滑曲面的局部标准形式）证明以下柯劳恩洛 

德 - 费德罗 公式： 


T f ( x ) N n 有非空 


N n 是光滑映射，当 m > n 时，映射 df ( x ) : T X M 


(r l (y))dv n (y)^ 


J (/, X^)dVm (^) = 


Vm — n 


b ) 试证，如果4是 M m 的可测子集，则 


(Anf-^y^dvniy) 


J ( f , x ) dv m ( x ) = 


N 


这是一般的柯劳恩洛德-费德罗公式. 

c ) 试证以下加强的萨德定理（在萨德定理最简单的变形中断言光滑映射的临界点集合的像 

的测度为零).（参看第11章§ 5 练习 8 ). 

如前，设/ : M 

rangdf(x) < 

德定理的最简单的变形. 

d ) 验证，如果/ 

而且 rx 在£»中没有临界点，则 


是光滑映射，而 K 是中的紧集，且对一切 xG K 有 

那么， f Nn Vm-n{K n f-^y^dVniy) = 0. 试由此再一次推出上述的萨 


N 


n. 


是定义在正则区域 D C R n 中的两个光滑函数， 


和 


D 


D 


U : 


― > 


* 

■ 


― > 


da 


dt 


fdv 




| V < 


- l(t) 


e ) 设 Vj ( t ) 是集合 {z G D \ f ( x ) > t } 的（体积）测度且函数 / 在区域 D 中非负、有界. 

试证，/ 咖 = - f R = /。°° Vf ( t ) dt . 

f ) 设 v ? e C ⑴ ( R ， R + ) 且 P ⑼=0,而 / € C ⑴ ( AK ) 且 Vj /| ⑷是集合 {xe D \ \ f ( x )\ 

> t } 的测度. 试证： 




ip o fdv = 
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3分析的基本积分公式 


我们知道，牛顿-莱布尼茨公式是分析学的最重要的公式.本节将得到格林公 
式，高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式以及斯托克斯公式.这些公式，一方面是牛顿 
-莱布尼茨公式的推广，另一方面,它们合在一起构成积分学中最有用的部分. 

在本节前三段中，不追求叙述的普遍性，而是就一些直观材料得到分析中的三 
个古典积分公式.在第四段中，我们将把它们归纳成一个普遍的斯托克斯公式,从形 

式上，可以认为它独立于前三个公式. 


1. 格林公式® 


格林公式如下 


命题1设 1 R 2 是建立了 坐标系的平面，万是这平面内的紧区域，它的边界 

是一条光滑曲线；又设 P ， Q 是闭区域万上的光滑函数_这时，成立以下关系 


II{^-^) dxdyz= L 


( 1 ) 


Pdx + Qdy 、 


其中右端是沿 区域万 的边界硕的积分，奶的方向与区域万本身的方向和谐- 


首先考察万是正方形 


{(x,y) G E 2 |0 ^ x < 1,0 < 2/ < 1}, 


而在 J 内 Q 三0的情况.这时格林公式呈以下形式 


0P 


// 


( 2 ) 


—dxdy =— 


dy 


dl 


现在我们来证明它. 

◄ 把重积分变为累次积分，并应用牛顿-莱布尼茨公式，就得到 


dP 


dP 


// 


dx 


了 dy 


-—-dxdy = 


dy 


dy 


o 


o 


P(x, Q)dx-\- I P(x, l)dx 


(P(x,l)-F(x,0))rfx 






证明到这里就完成了，剩下的就是定义与解释所得到的公 式了. 问题在于最后 
两个积分的差，恰好就是等式 （2) 右端的积分 • 


①格林 （ D . Green ) (1793-1841) 英国数学家和数学物理学家.在威斯敏斯特的牛顿墓被五个小 

墓碑环抱着，上边写着五个光辉的名字：法拉第，汤姆森（凯尔文勋爵)，格林，麦克斯韦，狄拉克 • 
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实际上，分段光滑的曲线那分成了四段（图87)，可以把 
它们看做是以下用参数表示的曲线 


[0,1] 其中 x ^( x , 0 ), 
[0,1] E 2 , 其中 y 占 （1, y ), 
[0,1] — R 2 , 其中 X A ( x , l ), 
[0,1]-> M 3 , 其中 y 34(0, y ) 


7i 


72 


73 


74 


根据 1- 形式 w = Pdx 沿曲线积分的定义，有 


P ( x , y)dx 


^ l ( P { x , y ) dx ) := 


P ( x , 0 ) dx y 


[o,i] 


P ( x , y)dx ：= 


i2( p ( x iy) dx ) ： = / od v = 


[ 0 , 1 ] 


P(xj l ) dx , 


P ( x , y)dx 


^( P ( x , y ) dx ) 


* 

■ 


[o,i] 


- fl ( P ( x , y ) dx ) 


P ( x ^ y)dx r = 


[04] 


此外，根据命题 1 中指出的对区域边界定向的取法，以及曲线 71,72,73,74 所标出的 

定向，显然有 


71 


I 


LJ — 


其中 -7 i 是曲线 7 i , 但其定向与由映射 7 i 给定的定向相反. 

因此等式 （2) 成立 ► 

类似地可验证 


lf(S) dxdy =L 


(3) 


Qdy 


将 (2),(3) 两式相减,就得到关于正方形 J 的格林公式 


imu 


(10 


Pdx + Qdy . 


注意， P ， Q 在格林公式 （1) 及等式 (2),(3) 中都不是对称的.这种非对称性与 ％ y 
的非对称性有关，因为是有顺序的，这种顺序确定了 R 2 上的以及 J 上的定向. 
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证得的关系式（10,如果用微分形式语言表达,就可写成 


duj = 


(i〃) 


dl 


这里的0；是 J 上任意的光滑 1- 形式.上式右端是形式 W 在 J 的边界犯上的限制 

的积分. 


显然可以把 （2) 式的证明 推广： 如果％不是正方形，而是“曲线四边形”，它的 
两个侧边是两条竖直的线段（也有可能蜕化为点），而其他两边是 a : 轴的线段 [ a ，6] 
上的分片光滑函数^ W 2 ㈤ 的图像，那么 


dP 


Si 


(20 


dxdy =— 


Pdx 


dy 


dD 


与此类似，如果有关于 Oy 轴的这样的一个“四边形” D ， 即有两水平边的曲边 

四边形，那么对它就成立等式 


3 Q 


// 


(30 


dxdy 


dx 


dD 


今假定区域万能分为有限个型区域（图 88) .这 
时,对于这个区域公式 （2') 也成立， 

◄ 实际上,根据重积分的可加性,沿区域万的重积分 
等于沿万分解成的一切型小区域上的积分的和.对 
于每个小区域来说 （2') 成立，即沿着它的重积分等于形 
式 P 血沿着它的定向边界的积分.但是在相邻两块小区 
域的公共边界部分上诱导的定向彼此相反，所以在把沿着 
所有区域的边界的积分相加的结果中，它们彼此抵消，显 
然留下来的只有沿区域万 的边界奶 本身的积分. ► 

类似地，如果区域 D 能分解成％型区域,那么对万 
来说 ,(30 型的等式就成立. 

我们约定把既能分解成型小区域，又能分解成型小区域的区域,暂时叫 
做简单区域 •实际上，对于一切实用目的，这已是足够丰富的一类区域了. 

对于简单区域,把两个关系式 (20,(30 都写出来，相加之后即得 （1) 式 
于是对于简单区域格林公式得证. 

在这里我们不打算对它进行更加细致的讨论（关于这一点，请参看后面的习题 
2)，而来展示另一条更好的非常有成效的途径.建立等式 （1') 与（1〃）以后，即可沿 
这条途径进行研究. 

设 C 是用正方形 J 上的光滑映射 : I — C 得到的区域.如果 o ; 是 C 上的光 
滑1-形式,就有 


⑷ 




du := 


(p uj = 


di 


dc 
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其中惊叹号是表示我们已证明过这个等式（参看（1〃)).(4)中两头的两个等式是定义 

或定义的直接 推论; 余下的就是左边第二个等式涉及外微分关于坐标系的无关性. 

这是说,格林公式对区域 c 也成立. 

最后，如果定向 E 域万 能分成有限多个 (7 型域，那么,根据上面已知，沿着区域 
Q 的边界上的积分中，包含在 D 内的部分上的积分必互相抵消，就得到 


dw 


dw 

I 


⑻ 


U ) = 


UJ 






D 


dD 


亦即，对于区域万,格林公式也成立. 

能够证明，任何具分片光滑边界的区域必属于上述这类区域，但我们不去证它， 
因为稍后（第15章）将叙述一种行之有效的技巧,避免与之类似的几何上的困难,而 

代之以解较简单的分析问题. 

我们给出几个使用格林公式的例子. 

I 

例1设在 （1) 中 P =-2 /，Q = : r . 则得 


2 dxdy = 2 cr ( D )^ 


—ydx + xdy 




dD 


D 


其中 a ( D ) 表示区域 D 的面积.于是，利用格林公式即可得到我们曾经遇到过的用 
沿着区域的定向边界的线积分来表示该区域面积的公式 


a ( D ) = K 


xdy 


—ydx + xdy 


ydx — 






2 


dD 


dD 


dD 


特别地，将它用于热机作功问题时，即可推知当热机的工质状态沿着闭回路7 
改变时，热机所做的功 A = f 7 PdV 等于在 P ， V 状态平面上的曲线 7 所包围的区域 
的面积（见§1，习题 5). 

_ 

例2 + 是平面上的闭圆盘.试证，闭圆盘到自 

身的任何光滑映射至少有一个不动点（即使得/⑼= p 的点 p € 5). 


◄ 假如映射/没有不动点.则对于任何 peB , 恰好存在一条以 /( p ) 为顶点 
并且过 p 的射线，此射线4圆盘亙的边界交于点 ip ( p ) € 8 B . 因此，得到一个映射 

B -^ dB . 容易看出，它在圆的边界上是个恒等映射，而在整个圆盘上，它与 
映射/有一样的光滑性.现在我们来证明这样的映射 V 不可能存在 • 

在区域 e 2 \o (去掉原点的平面）中，我们来研究一下在§1例1中已经见到的那 

ydx + xdy 




直接验证即知 rfw = 0 .因为涵 C R 2 \ <9,所以当存在映 


个形式 

射 p : 5 — 乃否时,就能得到 B 上的形式并且有 d ( p*oj = ip*dw - ^*0 = 0.因 
此据格林公式就有 




2 


+ y 2 


X 


d(f^ uj = 0 . 


(fi u ; 




dB 
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但是,^在 ® 上的限制是恒等映射，所以 


(f 0J = 


as 


dB 


但据§1例1，最后这个积分不是零.所得的矛盾说明上边陈述的命题成立. ► 

当然，这个命题对于任意维数的球 B 都正确（见例 5). 此外，它不只是对光滑 
映射正确，对任何连续映射 f : B^B 也正确.在这种普遍情况下，它叫做布劳威 

尔①不动点定理. 

高斯-奥斯特罗格拉镰斯基公式 

格林公式把沿平面区域边界的积分与沿该区域的积分联系了起来.与此类似， 
下面我们引进髙斯-奥斯特罗格拉德斯基公式，它把沿着空间区域边界的积分与沿 

着该区域的积分联系起来. 

命题2设 M 3 是具坐标系 
• 片光滑的曲面； P ， Q，R 是闭城万上的光滑函数 

那么，成立下面关系 


* 


的 空间； 万是 M 3 内的紧区域，它的边界是分 


/// 


3 P dQ dR 

dx dy dz 


dxdydz 


D 


⑹ 


// 


Pdy Adz + Qdz A dx + Rdx A dy 


dD 


髙-奥公式 （6) 的推证，可逐步地重复格林公式的推导，当然要做一些明显的 
改变.为了使这种重复不是那么完全逐字逐句的，我们立即考察的不是 R 3 中的小立 
方体，而是图89中画的区域 D z , 它是由母线平行于 z 轴的柱面，以及定义在同一个 

区域 C ? C 上的分片光滑函数 <^1)^2 的图像做成的两个帽形曲面包围而成的区 
域.我们验证以下的公式对区域成立 


dR 




jj 


⑺ 


Rdx A dy 


dxdydz = 


dz 


dD 


<p2(^ t y) 


dR 


dR 


/// 


dz 


^dxdydz = 


dz 


dz 


i ， y) 


G 


jj ( R ( x , y ,( p 2 ( x , y )) 


— R ( x ， y ， cp 认 x , y)))dxdy 


G 


I 卜 


Jj R { x,y 


: y^2(^,y))dxdy. 




G 


①布劳威尔 ( L . E . Brouwer ) (1881 — 1966), 著名的荷兰数学家 • 他的名字与拓扑学的~^系列基本 

定理，以及导致所谓直觉主义数学哲学概念的数学基础的分析联系在一起. 
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s 2 


S 


Si 


G 


89 


曲面 ShS 2 分别有以下参数表示式 


5 丄： (x,y) | ^ (x ， y ， Wi(x ， y ))， 

灸： (x ， y) I ~^ (x,y,(f 2 (x,y)). 


5!上的曲线坐标 ( x ， y ) 给出的定向与区域万，诱导出的定向是相反的， 而&上 
的定 向与氏 诱导出的定向相同.因此,如果把&与&看做是区域万 z 的用命题2 
所说的方式予以定向的边界的部分，那么，最后那两个积分（连同它们的符号)，可以 

分别理解为形式丑心： A 办沿& 及沿 S 2 的积分. 

柱面 S 有参数表示 （ t ， 2 ) —— { x ( t ), y ( t ), z ), 所以，形式 RdxAdyibS 上的限制 

是零，因此，形式沿 S 上的积分为零. :^ . 

这样，对区域 D z , 关系式⑺成立 .► 

如果定向 区域万 能分解为有限多个型区域，则因在两个这种区域的邻接面 
上诱导出的定向相反，所以，将沿这些界面的积分在相加时就抵消了，结果只剩下了 
沿原区域万的定向界面谷万的积分. 

因此，公式 （7) 对于能分成型区域的区域也正确. 

类似地，可以引入区域仏与 An , 它们的柱形界面的母线分别平行于^轴与 
Ore 轴，并可证明：如果区域 D 能分解成型或 A 型的区域，则对于万成立以下 

两个关系式 


8 Q 


// 


/// 


⑻ 


Qdz A dx ^ 


dxdydz = 


dy 


D 


dD 


dP 


dxdydz = JJ Pdy A dz 


JJJ 


⑼ 


dx 


dD 


于是，如果万是简单区域，即能作 At 型，型，认型的每一种分解，那么，将 
(7)，(8),(9)三式相加，即得对 D 成立的等式 （6). … 
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根据在推导格林公式时已经指出的原因，我们现在也不去研究区域成为简单区 
域的条件,也不再把已证明的结果进一步的精确化（对此可参看习题8或第17章§5 
的例 12). 


然而请注意，用非坐标的微分形式语言,可将奥-髙公式表示成如下形式 


(60 


du = 


w ， 


dD 


D 


其中 o ; 是区域万上的光滑2-形式. 

因为对于立方体 I = I 3 = {( x t y , z ) € E 3 |0 我们 

已经证明了公式（6')，所以，它往更一般的区域类的推广，当然可借助公式⑷和 （5) 

的标准计算进行. 

_ 

例 3 阿基米德定律 _今计算均匀液体对浸入其中的物体乃的压力所产生的合 


力 


在 R 3 中选取笛卡儿坐标使 X ，?/平面与液体的表面一致，而 z 轴指向液体的外 
面.设物体 D 的表面 S 的面积元素为 da , da 的深度坐标为〜则作用于如的压力 
为 pgznda , 其中 p 为液体密度, s 是重力加速度， n 是曲面 S 在曲面元素处的单 
位外法向量.于是要求的合力可用积分 


// 


pgzndcr 


F = 


s 


表不 


设 n = e x cos a x + cos a y + e z cos a ZJ Wl 


da = e x dy Adz + e v dz Adx + e z dx A dy 


(见 §2 第 4 段).这样，利用髙-奥公式⑹就得到 


zdz Adx + e z pg JJ zdx A dy 


fj zdy A dz -\- e y pg Jj 


F — e x pg 


s 


s 


s 


/// 


/// 


/// 


dxdydz 


Odxdydz + e z pg 


Odxdydz 4- e y pg 


— e x pg 


D 


D 


D 


=pgVe z ， 


这里 V 是的体积，而这表示尸=是物体所排开的液体的重量.我们得到了 
阿基米德 定律 : F = Pe z . 

_ 

利用髙-奥公式⑹，可得以曲面沉)为边界的物体的体积 V ( D ) 的 




4 
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公式 


II 


V ( D ) = - 


xdy Adz + ydz A dx zdx A dy 


3 


dD 


JJ 


II 


JJ 


xdy Adz = 


ydz A dx 


zdx A dy . 




dD 


dD 


dD 


M 3 中的斯托克斯公式 


命题 3 设5是位于区域 GCR 3 内以 as 为边界的定向分片光滑紧二维曲面， 
在 G 内给定了 1 —形式 


a ; = Pdx + Qdy + Rdz , 


这时，成立下面的关系式 


ff (dR dQ\ 

JJ \Jy dz ) 


dy A dz 


Pdx + Qdy + Rdz = 


as 


( 10 ) 


s 


dQ dP 

dx dy 


dP dR 


dx A dy . 


dz A dx 


+ 










dz dx 


其中边界的定向取得与曲面 S 的定向和谐. 

(10) 式的另一种写法是 


( 10 ，) 


duj = 


ds 


S 


◄ 如果 <7是 R 3 内由映射 w . 1 — C 得到的标准参数化曲面，这里了是 R 2 的 
正方形，那么，关于 C 的关系式 （10)， 从 （4) 的几个 等式， 并考虑到其中对正方形已 

经被证明且在这些等式中被利用的格林公式，即可推出. 

如果定向曲面 S 能分解成上述形式的简单曲面，则可在等式 （5) 中用 S 代替 

石推出， （10) 式对于这样的曲面也成立. ► 

像前面一样,我们在这里也不去证明，分片光滑曲面能做上面所说的分解，等等. 
现在来看，当用坐标记法时，公式 （10) 的证明是怎 样的. 为了避开实在是繁杂得 
很的式子，我们只把它的三部分中的第一部分，也是基本的一部分详细地加以分析, 
而且还作一些简化.这就是,我们用 x 1 ^ 2 ^ 3 表示点 x ^ M 3 的坐标,而只验证 


dx 2 A dx 1 + ~^ dx 3 A dx 1 , 

OX 6 


dP 


(P(x)dx 1 = ff 

JdS J J 


dx 2 


s 


因为 （10) 式左端的其余两项都可类似地讨论 • 为了 简单， 我们认为^是由定义在 D 
中的光滑映射 


x ( t ) 得到的，其中乃是变元 t \ t 2 的平面 R 2 中的 K 域，它的边 
dD 是一条借助映射* = t(r)(a ^ t < 参数化的光滑曲线（图⑻).这时 

曲面 s 的边界 r = ds 可以写成 
曲线积分的定义，平面区域 D 的格林公式以及沿参数化曲面积分的定义，依次得到 


X 




界 


x(t(T ))， 其中 t 在线段 [a ， /3] 上变动 • 利用沿 


x 
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况 1 


dt 2 


r 


x=x(t) 


7 


7 / [嘉 G 齧) - a 卜£)] 


dt 1 A dt 2 


D 


D 


7 




OP dx l dP dx l 


/； 


dt 1 A dt 2 


dt 1 dt 2 dt 2 dt 1 


a 




D 


3 


dP dx z dx 1 dP dx l dx 1 


dt 1 A dt 2 


90 








^ \dx l dt 1 dt 2 dx { dt 2 dt 1 


D 


dP dx 2 dP dx 3 \ dx 1 


//[( 


dx 2 dt 1 dx 3 dt 1 dt 2 


D 


dP dx 2 dP dx s \ dx 1 


( 


dt 1 A dt 2 


dx 2 dt 2 ^ dx 3 dt 2 ) dt 1 






dx 2 dx 2 


dx 3 dx 3 


dP dt 1 dt 2 


| dP dt 1 dt 2 

dx 1 dx 1 

W W 


IJ 


dt 1 A dt 2 


dx^ 


dx 1 dx 1 

W W 


D 


// 


dP 


dx 2 A dx 1 + ^^rdx 3 A dx 1 


dx 3 


dx 2 


s 


这里的两个点表示根据定义相等，而惊叹号表示利用已证的格 

林公式所作的推导.其余的都是根据恒等变换. 

这样一来，利用 (100 式证明的基本思想,我们就能直接验证（不是援引= 
dip *, 而是在现在的情形下实际地去证明它)，公式 （10) 对于简单参数曲面确实成立. 
表面上我们只对 PA ; 这一项做了验证，但显然对于 （10) 式左边积分号下的其余两 
项 1- 形式，也可完全一样地去验证. 


4. 一般的斯托克斯公式 


公式 ⑴，⑹, (10) 的外表是不同的，可是它们的非坐标记法 （1〃)， (5), (6'), (100 却 
完全一样.这使我们有理由设想，我们所遇到的是某个普遍规律的特殊表现.现在, 
我们很容易猜到它. 


命题4设 S 是连同其边界 OS 都包含在区域 GcR n 内的定向分片光滑 A : 维 
紧曲面，在 G 内给定了光清 （ A ;-1)- 形式 
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这时关系式 


I duj = I uj 

Js _ JdS 


( 11 ) 


成立，其中边界的定向，取得与曲面 S 的定向和谐. 

◄显然 ，一 旦对于 fc 维区间 


fe 


)G R k \0 彡 / O 1 ， 


I k = {x = (x 1 ， 


， fc } 




(11) 式成立,就能像借助 (4),(5) 的普通推理证明斯托克斯公式 (100 那样，去证明公 
式 ( a ). 我们就来验证，对户公式 （11) 确实成立. 

因为在 J fc 上 ， (/e - 1)- 形式 o ; 有如下 形式： 


Qi(x)dx 1 


k 


A dx % A • — A dx 


A 


to = 


• * * 


t 


(对于 i = 1，…， fc 求和，第 i 项舍去了微分 dx ， 所以只要对每一项单独地证明 （11) 
式就行了.设 


k 


= a(x)dx 1 A 


A dx l f\ … t\ dx 


UJ 


» * 


_ 


da 


Adx k . 现在进行计算 


rdx 1 A * - A dx 1 A 


这时，如 =(— l ) 1 


-l 


_ J * 


dx 


% 


da 


k 


i-1 


i 1 i 

f\ … t\ dx 


(- 1 ) 


dw = 


dx 


% 


i k 




da 


k 


dx 1 ^ ^ - dx 1 ^ — dx 


=(-1 广 1 




jfc—1 


o 


k 


i +1 


i-1 




i-1 


=(- 1 ) 


， l，x 




， ^ 


Jk-l 


k 


，… , ^))^ 1 A 

aft 1 ， …，亡卜 1 ，1，汐， 


i+l 


i-1 


— a ( a : 1 , 


A dx 1 A • — Adx 


， 0，x 


，： c 


4 ft • 


fc -1 


， t fc 一 1 〆 


i-1 


， dt 


(-ir 


• « » 




Jk — l 


fc-i 




♦，…，疒 SO 尤 


dt 


+(-ir 


Jfc — 1 


内的 /c - 1 维 方体; 此外,这里做了变量替换 


如同] R fc 中的户，在这里户 -1 是 R 


= t k ~ l 


k 


i -1 j +1 


=t\ 


，x 


1 怎 


，怎 


X 


映射 


k 


fc —1 


) 1 - ^ (工 1 ， …，， f \ 1，？， 

，0，/， 


fc-1 


)e 

, x fc_1 ) G I k 


( t 1 ， …， t 

J fc_1 3t = (t 1 ， -.. ，诀 - 1 ) I~^ ( 工 1 ， 


fc-i 


9 t 


，x 




i-1 


，工 
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分别是方体抄的上界面 r il 5 下界面 Ao 的参数化表示，它们都与 o / 轴正交 
这两个面上的坐标确定的定向标架都是 el , 

, e fc 缺了一个〜界面 4 上的向量 ei 是 J fc 的外法向量， r i 0 上的- ei 也是 
I k 的外法向量.把标架 

次，就变成了 R fc 中的标架 ei ， 

(-1)- 1 是正还是负.因此,上面的参数表示，给了 那样一种定向，如果给它添加 
一个矫正系数 (-1)- 1 就与户的定向和谐了（即当 i 为奇数时，定向 不变； 当 i 为 

偶数时，定向改变). 

用类似的讨论就得到，对于界面 r i () ， 取矫正系数（- iy ，得 r i() 的参数表示给出 


, e fc , 它较的标架 


，1 ； ， 


ei, 


, e k 中的，逐次向后调换，经 i -1 
这说明这些标架的定向是否 一样， 就完全看 


, ei+i, 


，€fc 


的定向. 


因此，最后这两项积分（连同它前面的系数）可分别解释为形式 W 沿着方体 
的面尸 u 及 r i0 的积分，而 A 0 , r fl 取劝在其上诱导的 定向. 

现在注意，在区间户的其余的每个界面上，坐标 X 1 , 

个为常数.因此,在这个界面上相应的微分恒等于零.这样一来，在 r iQ 和以 
外的所有界面上，形式心等于零,它沿这些界面的积分也等于零. 

这就是说，上边得到的沿界面 r i0 和的积分之和，可理解为形式 u ； 沿方体 
i k 的边界 di k 的积分， ar fc 的定向与方体劝的定向和谐. 

因此，公式 


，…， W 中有 


i-1 … i+1 




dw = 


di k 


得证，同时 （ li ) 式也得证 ► 

我们看到，公式 （11) 是牛顿-莱布尼茨公式，重积分化为累次积分的定理以及 
曲面，曲面的边界，定向，微分形式，微分形式的微分和转移这样的一整套定义的结 


果 


格林，髙—奥，斯托克斯公式（1),(6)，(10)，是一般公式 （11) 的特殊情况.此外， 
如果把线段 b ， b ] c R 上的函数/解释成0- 形式0；，而 0- 形式在一定向点处的积 
分解释为是函数在这一点上的值，那么，牛顿-莱布尼茨公式就能看成是公式 （11) 
的最简单（但不是推证出来的）的形态.因此，基本关系式 （11) 对一切维数 


成立 


通常把公式 （11) 叫做一 般的斯托克斯 公式. 我 们在这里摘引 M . 斯皮瓦克的书 
(见文献目录）中序言里的一段话,作为历史资料备查. 

“这个定理①的表述，首先出现在威廉.汤姆森爵士 (William Thomson ; 即后来 
的凯尔文勋爵 Lord Kirven ) 1850年 7 月2日给斯托克斯的信末附 笔中. 作为斯 

密斯奖学金考试的第八题，它公开出现于1854年.这个竞赛考试，每年由剑桥大 
学最好的数学系学生参加，从1849年到1882年斯托克斯教授主持 了它； 到他去世 


® 指的是经典的斯托克斯公式 （10) 
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之时，这个结果就以斯托克斯定理之名而普遍地为人所知了.他的同时代人至少给 
出过三个 证明： 汤姆森发表了第一个，另一个见于汤姆森和泰特所著《自然哲学》 

Natural Philosophy ), 麦克斯韦 （ Maxwell ) 在《电与 

磁》中又给出了一个证明.此后，有更加广泛得多的结果都用斯托克斯的名字命名, 
这些结果在一些数学分枝的发展中起过突出作用.斯托克斯定理对深入思考、综 
合、推广的价值提供了例证”. 

我们指出，形式的现代语言起源于 e . J . 嘉当 ®， 而对于 ir 中的曲面的形如 （ 11 ) 
的一般的斯托克斯公式，看来首先是由庞加莱提出的.对 n 维空间 nr 中的区域的公 
式，奥斯特罗格拉德斯基已经知道，而莱布尼茨写出了第一批微分形式. 

因此，当时把一般的斯托克斯公式 （11) 叫做 牛顿-莱布尼茨-格林-高斯 
奥 斯特罗格拉德斯基-斯托克斯-庞加莱公式并 不是偶然的.由上面所说的可以 

知道，即便这样写也远没有把它的名称写完全. 

现在我们利用这一公式推广例2中得到的结果. 

_ 

例5试证闭球否 C 到自身的任何光滑映射 f U , 至少有一个不动 


(Thomson and Tait，Treatise 


on 




点 • 


◄ 假如映射 / 没有不动点，于是像例 2 中那样，可以作一个光滑映射 
dB . 它在球面涵上是恒等映射.在区域，\ 0中考察向量场& (这里 r 是点 

X = { x 1 ^- , x m ) GM m \0 的向径)，以及与这个场对应的流量形式 


(― A 


A dx l … f \ dx 


m 


攀 • 




({ x 1 ) 2 + ' - ( x m ) 2 ) m / 


| r |m’ 


|ir| ^ i } ? OB 表示它的边界.于是这个场 


(参看§2公式 （8)), 记球 B = 

通过球面沿外法线方向的流量显然等于球面沛的面积,这说明但是，用 
直接计算很容易验证，在 IT 1 \ 0内 du = Q . 由此，就像例 2 那样，利用一般的斯托 


克斯公式推知 


(^*0 = 0 


duj = 


d(p 


(f u? = 


dB 


dB 


这导致了矛盾，从而完成了定理的证明 


习 


1. a) 如果将坐标系 ; r ， 变为坐标系问格林公式 （ 1) 是否会改变 ? 

b) 这时公式 （ i 〃） 是否改变？ 

_ 

①嘉当 (Cartan ， E. J.) (1869—1951) 杰出的法国几何学家 - 
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a ) 试证，当函数 F , Q 在闭正方形上连续， 其偏导数^学 在正方形内部连续，且公式 

ay ax 

( n 中的二重积分（即使作为反常积分）是存在的，则公式 （1) 仍成立. 

b ) 设万是紧区域，它的边界为分片光滑曲线.试证，对于与 a ) 类似的假设下，公式 （1) 仍 


有效. 


a ) 详细证明公式 （2') 

b ) 试证，如果紧区域 DCR 2 的边界由有限多条只有有限多个拐点的光滑曲线组成，则对 

于任一对坐标轴来说， £) 都是简单区域. 

c ) 若平面区域的边界由光滑曲线构成，试问，能否在 R 2 中选出坐标轴，使得这个区域关于 

它们是简单区域， 


) 试证，如果格林公式中的函数 P , Q 满足^ 


1，则区域 D 的面积 a ( D ), 可用 




公式 a { D ) = f 8D Pdx + Qdy 求得. 

b ) 设 a :， y 是平面上的笛卡儿坐标 ， 7 是平面上一条曲线（可能不闭).说明积分 S ^ ydx 的 

几何意义.由此出发，重新解释公式 


<r(D) 


ydx 






do 


y 


^ iv 的面积，以验证 b ) 中的公式. 


c ) 利用这个公式求区域 D =^( x , y)e 

a ) 设 z z ⑷是从区域 A C 1 R ? 到区域 Dz C 上的微分同胚.利用问题4的结果， 

以及曲线积分关于路径的容许参数变换之无关性, 试证： 

I dx = [ \ x f ( t )\ dt , 


b 2 


其中 = dx l dx 2 ^ dt — dt 1 dt 2 , |^ ; (£)) = detx ; ( t ). 

b ) 由 a ) 导出二重积分中的变量替换公式 




f ( x)dx = 


df 


df 


/ 0 的光滑函数.这时，对于参 


设 y ^ t ) 是在定义域内满足条件 

if t 的每个固定值，方程 f { x , y , t ) = 0确定平面 R 2 内的一条曲线 7 t . 于是在平面上产生 
出了一个依赖于参数 f 的曲线族 (7 t >, 称用参数方程$ = x { t\y - y { t ) 给出的光滑曲线 
r C 1 R 2 是曲线族 { jt } 的 包络，如果对于 M 与函数 x ( t ), y ( t ) 的公共定义域中的任何值 

知，点 ^(^ o ), 3/(^0) 位于对应曲线 7*0 上，且曲线尸与0^。相切于此点 • 
a ) 设 x，y 是平面上的笛卡儿坐标,试证，上面给出的包络函数 x ( t ), y { t ) 应满足方程组 


3 


dy 


dx 


笔 (工， y ， t ) 


0, 




dt 


上的 


中的曲面 f ( x , y , t ) = 0在平面 


从几何观点看，包络本身就是空间 
射影的边界. 




(広， y ， t ) 
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b ) 设在以 x ， y 为笛卡儿坐标的平面中，给定了直线族 


+ y sin a — p ( a ) — 0, 


xcosa 


这里的参数是极角 a . 试指出参量 p(a) 的几何意义，并求出当 


p ( a ) = c + a cos a + b sin a 


时，此曲线族的包络，其中 a ，6， c 是常数 • 

C) 高射炮射出炮弹时，与水平面所成的角度 p e [ o ， tt /2], 试求其射程所及的区域. 

d ) 试证， 如果 b ) 中的函数 p ( a ) 是以 2 tt 为周期的函数，则相应的包络厂是一条闭曲线. 

e ) 利用习题4,证明 d ) 中所得的闭曲线 r 的长度为 


p(a)da 


L = 


(假定 p(a)eC (2) ). 

f ) 再证 d ) 中所得闭曲线 r 所包围的区域的面积 a 可按以下公式计算 


(p 2 -p 2 )(a)da, 


2 


dp 


其中 p ( a ) = ^( a ) 


cos ( r , n ) 


ds， 其中 7 为狀 2 中的光滑曲线， r 为点 （％ y ) e 7的向径， 


讨论积分 J ； 

为7在点 （ A 2/) 处的单位法向量且沿7连续变动，办为曲线的长度 元素. 这 
个积分叫做高斯积分. 

a ) 将高斯积分写成平面向量场 V 通过曲线7的流量 ^(V,n)ds. 


9 


—ydx + xdy 
x 2 +y 2 ’ 


b ) 试证，在笛卡儿坐标下，髙斯积分可据§1例1写成熟知的 形式土 J ； 

这里符号由法向量场 n 的选取而定. 

c ) 对闭曲线7是绕原点一次及它所围区域不含原点两种情况，分别计算高斯积分 

d ) 试证： cos ^ r *. ds = dip , 这里 v ? 是向径 

任意曲线 B ?， 高斯积分值的几何意义. 


的极角；并指出当7为 R 2 中的闭曲线及为 


当推导高一奥公式时，我们曾 认为万 是简单区域，而函数 P ， Q ， 丑属于 C ⑴ (万， R ) 类. 试 

_ QP QO 

改进推理，证明，当万为具有分片光滑边界的紧区域，并且 P ， Q ，《 e C ( D ， R ) ，瓦， 巧， 


暑 


dR 


C(D,R), 而三重积分（即便是作为反常积分）存在，则公式⑹仍成立 • 
a ) 设⑹式中的函数 P , Q ， H 还满足条件^ ^ ^ = 1：则可按下述公式计算区 


€ 


dz 


S 


域 D 的体积 V{D) 


_ = // 


Pdy f\dz + Qdz A dx + Rdx A d 


dD 
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b ) 设 f ( x ， t ) 为变置 xeD x C teDtCRt 的光滑函数，且 


df df 


df 


/O 


dx 1 ， 5 dx 


dx 


用条件 f ( x , t ) = Q , t€Dt (参看练习 6) 给出曲面族 { St }, 其包络为中的 n — 1维 
曲面.试写出此包络面所应满足的方程组. 

) 把单位球上的点取作参数 t ; 试在中找出以 t 为参数的平面族，使它的包络为椭球面 


y 


a 2 


b 2 


c 2 


d ) 试证，如果闭曲面 S 是平面族 


cosai ( t)x + cosa2 ( t)y + cosa3 ( t ) 之一 p[t) = 0 


是平面的法线与坐标轴之间的夹角，参数*是单位球面 S 2 C R 3 

f S 2 p ( t)da 求出， 


的包络，其中 
上的变点，则曲面 S 的面积 a 可用公式 


ai, a2» o：3 


CT — 


e ) 试证 d ) 中的曲面 S 所包围的体积，可以用公式 

J p ( t)da 


3 


求出 


fj + fj ^1的体积，以检验这一公式 


f ) 用 e ) 中的公式，求出椭球 

g ) 与 d ), e ) 中的公式在 n 维空间中的类似的公式是怎样的? 


+ 




a ) 利用髙-奥公式验证场;通过曲面^的流置等于它通过球面 | x | = e 的流童，这里 

r | r |， S 为与球同胚且包含坐标原点的光滑曲面 ， e > 0为充 


10 


r 是点 x G E 3 的向径， 

分小的数. 

b ) 证明 a ) 中所说的流量等于 4 tt . 

c ) 将高斯积分 / s 咖(二，蚴 ds 解释为场&通过曲面 *5 的流童. 

d ) 分别对原点含于紧£：域 DCR 3 内及 i 区域之外两种情况，计算沿紧 区域夕 的边界的 

高斯积分. 

e ) 比较习题7和 10 a ) — d ), 指出 n 维髙斯积分和相应的向量场是怎样的？给出问题 a ) — d ) 

的相应的 n 维提法，并予以验证. 

11 . a ) 试证，当作用在闭刚性曲面5 C R 3 上的压力分布均匀时，曲面保持平衡（根据静力学 

原理，问题归结为验证等式 


Jf nda = 0, jj [ r , n]d 


<7 = 0, 


这里 n 为单位法向量， r 为向径， [ r ， n ] 为 r 与 n 的向量积) • 

b ) 体积为 y 的固体，完全沉没在比重为1的液 体中. 试证，液体在物体上的压力的全部静 

力学效应可归结为一个大小等于 V 的力 P ， 其方向竖直向上，并作用在物体所占区域的 

质心上. 
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_ 


设 厂：户 4 Z ) C 是 区间户 C R fc 到空间 IT 的区域中的光滑映射（但不一定同胚)， 

d 中定义了 fc — 形式 a 与一维情形类似，称映射 r 为 k - 道路，并按定义令 X 
考察一般斯托克斯公式的证明，并确认它不仅对 fc 维曲面正确，对于 fc -道路也正确. 

利用一般的斯托克斯公式，用归纳法证明重积分中的变量替换公式（证明的原则，己在练习 
5, a ) 中指出了). 

14. 重积分中的分部积分法. 


1 


* 


r 


% 


设 D 是 lR m 中的具正则（光滑或分片光滑）边界面的有界区域，边界面由外单位法向量 


= ( n 1 ， 


) 定向 


n 




设 /， S 是万中的光滑函数. 

a ) 试证 


fri 1 da. 


difdv 




do 


D 


b ) 试证以下分部积分公式 


fgn l ckr- / f(dig)dv 


(dif)gdv = 


D 


dD 


D 


第十四章向量分析与场论初步 


1向量分析的微分运算 


1. 数量场与向量场 


T ( x ), 它们使对区域中的每个固定点 x , 有一 

个特定的叫做张量的对象 T { x ) 与之对应，如果在区域上给定了这样的函数，就 
说在 D 上给出了一个张量场.我们在这里不打算给张量下定义 
几何中将研究它们.我们仅指出，数值函数 D 3 


在场论中研究那样一些函数 


在代数及微分 




f ( x ) e M , 以及向量函数 


x 


V { x ) G TR ； « R 


R n D D 3 


X ^ 


都是特殊的张量场，并分别叫做数量场与向量场（这些术语我们早就用过) 

中的微分以_形式 U ； 是函数 


a/(x) €£((R n ) p ,M) 

可以称之为区域£>中的 P- 次形式场.这 也是特殊的张量场. 

在这里，我们最为关心的是定向欧氏空间中的数量场与向量场 • 这些场在 

许多应用分析数学的自然科学中起着重要作用. 

2. R 3 中的向量场与形式 

我们知道，在具有数量积〈，〉的欧氏，向量空间 M 3 内，在线性函数 A : R 3 — M 
与向量 A e R 3 之间，有一个对应关系，它使每个这样的函数具有 4(0 = 的 

形式,这里 A 是 R 3 中完全确定的向量. 


R n D D 3 x 


! — y 
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如果空间还是定向的，那么，每个双线性函数 B : R 3 X R 3 — R , 就可唯一地写成 
^ 2 ) = ( B , Ci , C 2) 的形式，这里 B 是 R 3 中某个完全确定的向量，而 （ B ， K 2 ) 
照常是表示向量的混合积,或者说它是这些向量的体积形式的值. 

因此，在定向欧氏空间 R 3 内，对于其每个向量，能用上面所说的方法联系上一 
个线性形式或双线性形式,而给定线性形式或双线性形式,就等价于在 R 3 中给出相 
应的向量. 


如果在 R 3 内有数量积，则在任一切空间 TR $ 中，也以自然的方式产生出内积. 

_ 

我们记得， ™ 纟由附于点 XGR 3 处的向量组成，而 R 3 的定向确定了每个空间 TRI 
的定向. 


因此，如果在 TI 啦内给出 1- 形式 w 1 ⑻或2-形式 uj 2 (x), 则在上面的条件下， 
这就等价于在 TE 〗 内给出了与形式 ^( x ) 对应的向量 A ( x ) G TR 3 X , 或给出了与形 
式 u 2 { x ) 对应的向量 B ( x ) e TM 3 X . 

于是,在定向欧氏空间] R 3 的区域 D 内给出 1- 形式 W 1 或2-形式 a ; 2 , 等价于 

在£>中给出与这些形式对应的向量场4或 

这个对应可由下面的式子明确地表示出来 


^ a ( x ) U ) = 〈雄 ),0 

如)(6，€ 2 )= <刚，6,6〉 


( 1 ) 


( 2 ) 


其中 A { x ), B ( x )^^ 1 ^ 2 eTD x . 

我们已见过为我们所熟悉的向量场 A 的功形式 W = a ;、 及向量场 JB 的流量 


形式 


数量场 f ： D ^ R 可用下述方法使 D 内的 0- 形式或3-形式与之对应 

4 = /， 

ojf = fdV , 

_ 

其中是定向欧氏空间 R 3 内的体积元素（体积形式). 

根据对应关系 (1)—(4), 形式的运算有确定的向量场或数量场的运算与之对应. 

不久就会清楚,这种看法在技术上非常有用. 

命题1同次形式的线性组合，与这些形式所对应的场的线性组合相对应 • 

_ 

◄ 命题1成立是明显的事.然而，我们还是以1_形式为例，写出完整的证明： 


(3) 


(4) 


+ = ai(Ai, •) + 0 ； 2 〈先， ◊ 

= {a\A\ + a2^2, •) 


^ai Ai + a 2^2 




由证明可见，可以把句及 a 2 看成是定义在给定的形式或场的定义域 d 内的 
函数（不必是常数） 
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为了写起来简单，我们用4 B 及>1 X B 表示 R 3 内的向量的数量积与 
向 量积； 以前它们是用〈，〉及 [ ， ] 表示的. 

命题2设是欧氏定向空间 IR 3 内的向量场，则有 


(5) 




A 2 ~ u / A 1 xA 2 ^ 


( 6 ) 


换句话说，对由场 A u A 2 产生的 1- 形式的外积有这些场的向量积 A x xA 2 ^ 
之对应，因为正是这个向量积产生所得的2- 形式. 

同样，对由向量分别产生的 1- 形式与2-形式的外积，有这些场 
的数量积 A . B 与 之对啤 

◄在 R 3 内固定一个正交标准基底及与之相应的笛卡儿坐标: r 1 ^ 2 ^ 3 . 

在笛卡儿坐标下 


\(xm =雄).卜 p ㈤ 心⑹， 

i=l i=l 


o ；3 i = A ^ dx 1 4 - A 2 dx 2 4- A 3 dx 3 ^ 


⑺ 


及 


B 1 ( x ) B 2 ( x ) B 3 ( x ) 

( 6 ^ 2 )= Ci & & 


e 2 


e 2 


cl 


( B 1 ( x ) dx 2 A dx 3 + B 2 ( x ) dx 3 A dx l + B s ( x ) dx 1 A rfa : 2 )(£ i , ^ 2)5 




= B l dx 2 A dx 3 + B 2 dx 3 A dx 1 + A dx 2 ^ 


( 8 ) 


因此，在笛卡儿坐标下，考虑到 （7) 式与 （8) 式就得到 


uj l Al A uj 1 A2 = (Aldx 1 + Afdx 2 + A\dx 3 ) A {A\dx l + A%dx 2 + A\dx 3 ) 

=(AjAg — A \ A ^) dx 2 A dx 3 + ( A^Al — AlA ^ dx 3 A dx 1 
+(^}^2 - AfADdx 1 A dx 2 = o ；3 , 


其中 B = A x x A 2 . 

在证明中使用坐标，只是为了求与 2 - 形式对应的向量 B , 其实等式 （5) 本身与 
坐标并没有什么关系. 
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类似地 ，将 （7) 式与 （8) 式相乘，就得到 


A = (^ 1 ^ 1 + A 2 B 2 + A 3 B 3 ) dx x A dx 2 A dx 3 


u ; 




在笛卡儿坐标下， dx 1 八 dx 2 八 dx 3 是 R 3 内的体积形式，而在体积形式前面的括 

号里，向量 A , B 的坐标的两两乘积之和是位于定义域的相应点: c 处的这两个向量 

A ( x ), B ( x ) 的数量积.由此推知 p ( x ) — A ( x ) - B { x ). ► 

3. 微分算子 grad , rot , div 及 ▽ 

定义 1 定向欧氏空间 R 3 中， 0- 形式（函薮 )， 1-形式, 2-形式的外微分分别 

与求数量场的梯度 ( grad ) ,向量场的旋度 ( rot ) 与散度 （ div ) 的运算相对应,它们分 

别定义 如下： 


dufj 


⑼ 


grad/? 


duj 


( 10 ) 


rot A ， 


du ; 


(ii) 


= :^divS 


根据由等式 (1)-(4) 建立的形式与 IR 3 内的数量场及向量场之间的对应关系; 
关系式⑼一 (11) 分别是作用于数量场及向量场的运算 grad , rot R div 的正确定义. 
这些运算，或通常说的场 论中的算子， 都是作用于形式的某个外微分运算，只不过它 
们作用于不同次数的形式上罢了. 

我们现在就写出这些算子在 R 3 空间的笛卡儿坐标 x 1 ^ 2 ^ 3 下的明显形式来. 
我们已经知道，在这种情况下 


^? = /， 


(30 


l A = A 1 dx 1 + A 2 dx 2 + A 3 dx 3 , 

B l dx 2 A dx 3 + B 2 dx 3 A dx 1 4- B s dx l A dx 2 ^ 
pdx 1 A dx 2 A dx 3 . 


(r) 


( 8 ') 




(4') 


u ; 




因为 


df 




df 


dx 2 + 


= dxJ ^ = df 


dx 1 + 


grad/ 


dx 2 


dx 1 


所以由 （ f ) 得知在此坐标下 


df … df … df 


(9，) 


grad / = e x 


+ e 2 


+ €3 


dx 3 ’ 


dx 2 


dx 1 


这里是 R 3 内固定的正交标准基底 
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因为 


= du )\ — d ( A 1 dx l + A 2 dx 2 + A 3 dx 3 ) 

dx 2 A dx 3 十 


U ) 


rot>l 


dA 3 dA 2 


dA 1 dA 3 

dx 3 dx 1 


dx 3 A dx 3 


dx 2 dx 3 


dA 2 dA 1 


dx 1 A dx 2 ， 


dx 1 dx 2 


所以由式得知，在笛卡儿坐标下 


dA 3 dA 2 


dA 1 dA 3 

dx 3 dx 1 


dA 2 dA 1 

dx 1 dx 2 


(100 


rotA = ei 


+ e 2 


+ ^3 


dx 2 dx 3 


为了便于记忆，我们经常把上式写成如下符号 形式: 


6i S 2 63 

d d d 

dx 1 dx 2 dx 3 

A 1 f 


( 10 ") 


rot-A = 


另外，因为 


w divB : = du ;% = d ( B 1 dx 2 A dx 3 + B 2 dx 3 A dx 1 + B s dx l A dx 2 ) 

dB 1 dB 2 dB 3 

dx 1 dx 2 dx z 


dx 1 A dx 2 A dx 3 . 


所以由 （4') 推知在笛卡儿坐标下 


dB 1 dB 2 dB 3 

dx 1 ^ dx 2 ^ dx 3 


( 11 ，) 


divB — 

由上面得到的公式⑼)， ( lOKllQ 看到， grad , rot 与 div 都是线性微分运算（算 
子).算子 grad 定义在可微数量场上，并把它们对应到向量场.算子 rot 也是向量值 
的，但它定义在可微向量场上.算子 div 定义在可微向量场上，但它的值域是数量场. 

请注意，在其他坐标下，这些算子的表达式，一般说来，将与上面得到的在笛卡 
儿坐标下的表达式不一样.关于这些问题，在本节第5段我们还将讨论. 

还要注意，向量场 rotA 一 般叫做 >4的 旋量， A 的旋量场或旋转量场 • 在最后 

这种情形,有时代替记号 rotA 用记号 curl A . 

作为应用上边所考察的算子的例子，我们用这些算子写出著名的①麦克斯韦方 

程组②.这个方程组把电磁场分量看作空间点 

画了它们的状态. 

① 关于这一点，著名的美国现代学家及数学家费因曼（凡 P . Feynman , 1918—1988) 在其物 

理讲义中以其特有的气质写道：“在人类历史中（比如说，一万年内)，19世纪最重要的事件无疑是 
麦克斯韦电磁定律之发现.以这一重要科学发现为背景，同一个十年内的美国国内战争，就显得不 

过是一个很小的州际事件罢了”. ' 

② 麦 ( D . K . Maxwell ) (1831—1879) ——著名的苏格兰物理学家，创立了电磁场的数学理 

论,他还以研究气体动力学理论，光学及力学等而著称. 


( x 1 ^ 2 ^ 3 ) 和时间 f 的函数，刻 
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IJ 1 (真空中电磁场的麦克斯韦方程组) 

(1) divE = ； (2) divB = 0; 


^0 


( 12 ) 


dB 


1 dE 


3 


(3) rot 五 


;(4) rotB 


明 I _ 

£qC 2 C 2 dt ’ 








dt 


其中 P ( x , t ) 是电荷密度（单位体积中的电量), j ( x , t ) 是电流密度向量（电荷通过单 
位面积之流动速度)， E (： r , f ) 及 B ( x , t ) 分别是电场与磁场强度向量，句及 c 是有量 
纲的常数（其中 c 是真空中之光速). 

_ 

在数学文献中，尤其是物理文献中，所谓哈密顿符号向量微分那不拉算子(哈密 

顿①算子） 


d 


d 


d 


(13) 


V = ei 


+ e 2 


+ e 3 


dx 1 


dx 2 


dx 3 


与上面引入的算子 grad , rot 5 div 同样有广泛应用，其中 { e ^ e 2 , e 3 } 是 R 3 的正交基 
底，而 x 1 ^ 2 ^ 3 是在 R 3 内与之相应的笛卡儿坐标. 

按定义，算子 ▽ 作用于数量场 /( 即作用于函数）就得向量场 


df … df 


df 


V/ = ei 


+ e 3 


+ e 2 


dx 3 • 


dx 1 


dx 2 


这与场 （90 —致，亦即，在梯度的各种表示法中，用那不拉算子表示是最简单的. 

然而，哈密顿利用了算子 ▽ 写法的向量结构，模仿向量的代数运算,提出了它 
的形式运算系统. 

在讨论这些运算之前，我们指出，在运用算子▽时，必须坚持在运用微分算子 

时所坚持的那些原则，并遵守在运用微分算子 D = ^~ 时为避免错误所必 

ax 

4,而不是去 ㈣ ，也不是禮 


d 


D — 


dx 


这就是说,算子 


须遵守的规则.例如 ipDf 等于 

是作用于其右方的那个 量上; 左边的乘式起的是系数的作用，即是个新的微分算 


d 


d 


d 


dip 


子 < p +, 而不是一个函数 


此夕卜， D 2 = D • £>,即 D 2 f = D ( Df ) 


7 / 




dx \ dx 


dx 


dx 


d 2 


dx 2 


现在，如果照哈密顿那样把 ▽ 看成是在笛卡儿坐标下给定的向量场，那么，比 

较 （ 13) ， (9') ， (10〃) 及 (110 诸式就得 


(14) 


grad / = ▽/， 

rotA = V x A , 
divB = ▽ * B , 

① 哈密顿 （ Y . P . Hamilton ) (1805—1865), 著名的爱尔兰数举家及力学家，他陈述了变分原理（哈 

密顿原理)，创立了几何光学 理论; 他还是四元数理论的创始人及向童分析的鼻祖（顺便指出，向童 
这个术语是他首先使用的). 


(15) 


(16) 
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这样就把算子 grad , rot , div 用哈密顿算子及 R 3 中的向量运算写了出来. 

例2在麦克斯韦方程组的写法 （12) 中，只用了算子 rot 及 div . 利用对算子 
V = grad 所说的使用原则，可将麦克斯韦方程组写成下面的 形式： 


P 


(2) V - B = 0; 


⑴ ▽•五 =二 


eo ’ 


一 1 dE 

e 0 c 2 c 2 dt 


dB 


3 


( 12 ，) 


(4) V x B = 


(3) V x JK 






dt ’ 


4. 向量分析的一些微分公式 

在欧氏定向空间 R 3 中，我们曾建立了形式与数量场、向量场之间的联系 (1)— 
(4). 这就使得形式的外积和微分能够与场的相应的运算对应起来（参看公式 (5),(6) 

及⑼ (11)). 

利用这些对应可以得到向量分析的一系列基本微分公式. 

例如，以下诸关系式 成立： 


(17) 


rot (/ A ) = /rot A — Ax grad /, 
div (/ A ) = A • grad / + / divA , 

div(A x B )= 


(18) 


(19) 


rot A — A * rotB 


我们来验证最后这个等式 


d A Ug ) = duj \ ^ u 1 B - u )\ f\dw 

3 3 

— ^B^rotA ~ ^A^rotB 


2 


3 


= du ) 


^divAx 


Ax 


2 


2 


— U ) 久 t\ UJ 


= Wrot A A 


rot-B 


3 


= WjB.rotA-A.rotB ， 


前两个式子可类似地去验证.当然，所有这些等式,都能用关于坐标微分的办法 


直接验证 


如果注意到，对于任何形式 w 有 d 2 o ; = 0,所以，还能断定成立以下的等式: 


( 20 ) 


rot grad / = 0, 

div rotA = 0. 


( 21 ) 


实际上 


^^ grad / = = 0, 

= d(dwj^) = d 2 uj\ == 0 . 


2 


^rot grad/ 




2 




= duj 


rotA 


rotA 
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在公式 （17) — (19) 中，算子 grad , rot 9 div 被应用了一次，而在 （20) 及 （21) 式中 

研究的是二阶算子，它们是逐次作三个原始运算中的两个运算得到的.除了 （20) 及 
(21) 式引进的运算外，还可讨论这些运算的如下组合 形式： 


grad div A , rot rot A , div grad f 


( 22 ) 


我们看到,算子 div grad 是施于数量场上的.这个算子用字母 △(“ Delta ”） 表示, 

称之为 拉普拉斯算子或调和算子. 

由公式 （9'), (11') 推知，在笛卡儿坐标下， 

a 2 / a 2 / d 2 f 

d ( x 1 ) 2 d ( x 2 ) 2 d ( x s ) 2 

因为算子 △ 作用在数值函数上，所以我们可以把它施于向量场4 = e ^ 1 + 

e 2 yl 2 + e 3 A 3 诸坐标分量上，这里 ei ， e 2 ， e 3 是 M 3 的正交标准基_在这种情况下， 


(23) 


△/ = 


+ 63 A * 


注意到最后这个等式，对于 （22) 式中列出的那三个二阶算子，可得下面的关系 


式 


(24) 


rot rot A = grad div A — AA ^ 


我们不去证明这个式子（参看练习 2). 在任意的，不必正交的坐标系中，等式 （24) 可 

作为的定义. 

利用向量代数的语言以及公式 （14 卜 (16), 所有二阶算子 (20)—(22) 都能用哈 
密顿算子▽表示出来： 


rot grad/ = ▽ x ▽/ = 0 ， 

div rotA = V - (V x A ) = 0, 

grad div A = V(V - A ) : 
rot rotA = V x (V x A ), 
div grad / = V • V /* 


从向量代数的观点看，这些算子中的前两个等于零是非常自然的事. 

最后那个等式说明，在哈密顿算子 ▽ 与拉普拉斯算子 △ 之间，有一种简单关 


系: 


△ = ▽ 

①拉普拉斯 （ P , S ， Laplace ) (1749-1827) 著名的法国天文学家、数学家及物理学家，他在天体力 

学、概率的数学理论、实验物理及数学物理的发展中做出了重大贡献 • 
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5. 曲线坐标下的向11运算 

球面 x 2 + y 2^, z 2 = a 2 在球坐标下的方程 R 二 a 特别 简单; 与此例类似, R 3 (或 

R ") 中的向量场 : r ^ A ( x ) 也常在某一（异于笛卡儿坐标系的）坐标系中，具有最简 
单的记法.所以我们现在希望找到一个公式,根据它,能在足够广泛的一类曲线坐标 

下，求出 grad ， rot 及 div 的表示式. 

但是首先应当弄清楚，场 A 的坐标表示应怎样理解. 

我们从能说明问题特点的两个启发性的例子 入手- 

I 

例3设在欧氏平面 R 2 上取笛卡儿坐标 x 1 ^ 2 . 当我们说在 K 2 中给定向量场 
(A\A 2 )(x) 就是指在每点 z = W ) €肢 2 处,给出了一个向量 A(x)e TU 2 X ; 它 
在由坐标方向的单位向量 ei ( x ), e 2 {x) 构成的基底下，具有分解式 

= A 1 (x)ei(x) + A 2 (x)e 2 {x) 

(图 91). 在现在的情况下，空间 TR 〗 的基底 {e 1 (x),e 2 (x)} 实际上与点: r 无关 • 


哧 


A(x) 


e 2(x) 


91 


\o 也可 


例4仍在平面 M 2 内 讨论. 当给出极坐标系（”， ⑷时， 在每点 

取坐标方向单位向量 e^x) = e r (x),e 2 (x) = e ¥> ( x ) (ffl 92). 它们也组成了 内 
的基底,我们也能把场 A 的从点 x 出发的向量 A(x), 按这组基底进行分解： 


€ 


A(x) = A 1 (x)ei(x) 4 - A 2 (x)e 2 {x) 


这时当然把函数序对 (A\A 2 )(x) 看作是场 A 在极坐标下的表示 • 

因此，如果 (^^^( x ) = (1,0), 那么这就是 R 2 中从原点出发，指向径向方向的 

单位向量场. 

场 (A\A 2 )(x) = (0,1) 是将上面向量场中每个向量，沿逆时针方向旋转 | 而得 
的向量场. 


虽然它们的坐标分童都是用常数表出的，但它们并不是® 2 内的常向量场，问题 
全在于从一点过渡到另一点时，场中的向量与据以分解的基底同步地改变* 
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显然，这些场在笛卡儿坐标下的表达式的坐标分量完全不是常量.另一方面，（由 
一个向量平行移至平面上每个点构成的）真正的常向量场，它在笛卡儿坐标下的分 
量是常量，但在极坐标下，它的分量却是变量. 

b , 在做了这些带启发性的探讨后，现在来研究更形式化的曲线坐标系下的向量 


场问题 


首先注意，区域 D c R 3 中的曲线坐标系欧氏参数空间] R ? 的区域 A 
到区域 D 上的微分同胚 ip . D t ^ D , 由于它，每个点 a = p ⑷ e 都获得了自己的 
对应点 t G D t 的笛卡儿坐标作为自己的曲线坐标. 

因为 P 是微分同胚，所以切映射 < p \ t ) : TE ? TRl =(p{t) 是向量空间之间的同 
构.空间 TE ? 内的标准基底心⑴= (1,0,0),6(*) - (0，1，0)，心« = (0,0,1) 对应到 

空间中，由坐标方向向量 心 ㈤ = 

底. TRl 士的任 意向量 A(x) 关于这组基底的分解式 




,i = 1,2,3构成的基 




dP 


A(x) = ai^i(x) + a 2 $2(^) + a 3 $3 ㈤ ， 


对应着向量4 ⑴ G 关于中的标准基底6⑷，&(*)，&⑷的分解式 


A ( t ) = Q ： i£i ⑷ + «2芒2⑷ + a 3《3 W 


，关 


(它们的分量 ai , a 2 , a 3 是一样的!）当 R 3 中没有欧氏结构时，这组数 
于所考察的曲线坐标系，就成了向量 A ( x ) 的最自然的坐标表示. 

然而,这样的坐标表示,与我们例4中的约定不完全 符合. 问题在于与 TR ? 内 

标准基底匕⑷,&(认€ 3 ⑴对应的空间 ng 中的基底匕 ㈤ ⑻，心⑻ . 虽然是由 

坐标方向向量组成的，却未必是由竿位肉章组成,亦即，一般来说 ，^ 1. 

现在我们来研究在 R 3 内存在&氏结构的情况，从而在每个空间 TR 〗 内也存在 

欧氏结构. 

因为 < p f ( t ) : T 

TR ?, 令 (n,T 2 > ：= (^n , ip f T 2 ) ,即可把空间的欧氏结构转移到 TR ? 

中.特别地由此我们就得到向量长的平方的表达式： 

d ( p ( t ) i dip { t ) , 

dt 1 ’ dP 

_ 


ai ， Q ； 2 ， Ct3 


_ 


是同构映射，所以对于 TR ? 内的任意一对向量 


X = ip(t) 


ti,t 2 e 


(t,t) : = {(f f (t)r, ^(t)r)= 

d<p dtp 


二次形式 


(25) 


ds 2 = gij {t)dt % dt 3 , 

它的系数是标准基底向量的两两数量积，并且它完全确定了 rK ? 内的数量积.如果 
在某区域 c 内的每一点上给出了这个形式，那么，如从几何所知，就说在这区 
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域上给出了黎曼度量.依旧是在空间 R ? 的直线坐标 T ? 黎曼度量能在每个 
切空间 TRUt ^ A ) 内引入自己的欧氏结构，它对应于区域 A 向欧氏空间 R 3 内的 

“弯曲”嵌入 f A — 从 


dcp 


如果向量 ^ i ( x ) = 


⑷, i = 1，2,3,在™ g 内正交,则当 f •时， 
9ij{t) = 0. 这就是说我们遇到的是立正交坐标网.按照空间 TR ? 中的术语说，这就 
表示,作为标准基底的向量 ii{t){i= 1,2,3), STR? 内的数量积二次型 （25) 的意义， 
是正交的.为了简单，后面我们将只讨论三正交曲线坐标系.对于这种坐标系，我们 




dp 


已经看到，二次形式 （25) 具有下面特定形式 


ds 2 = ^(t)^ 1 ) 2 + E 2 (t)(dt 2 ) 2 + E 3 (t)(dt 3 ) 2 , 


(26) 


其中 Ei(t) =你 ⑴, i = 1，2,3, 

例 5在欧氏空间 M 3 的笛卡儿坐标 (x,y,z), 柱坐标 ( r , (p } z) 及球坐标 (R,(p ， 0) 
下，二次形式 （25) 分别为 


ds 2 — dx 2 + dy 2 + d 


(26，) 


二 dr 2 + r 2 d(fi 2 + dz 2 

= dR 2 + R 2 cos 2 Odip + R 2 d9 2 . 

因此，这三种坐标系在各自的定义域内都是三正交坐标系 
TR ? 内的标准基底 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 的向量匕⑷乂2⑷，&⑷，如同与它们对 
应的向量 6(^) ^ TR 3 X , 具有 模①⑸ = 孤 因此,坐标方向的单位向量（即按向量 
内积意义下的单位向量）在三正交系 （26) 下，在 TM ? 内的坐标表 示为： 


(26〃) 


(26"，) 


(27) 


，0 ) ， e 3 (t) = [ 0,0，^^ 


，0,0 } ，已2⑴=10, 


己1(尤） = 


\/^2 




例6由公式 （27) 及例5的结果可知，对于笛卡儿坐标系，柱坐标系和球坐标 
系，三个坐标方向的单位向量分别为 


(27，) 


(0,0，1)， 


(1,0,0), % 二 （0，1，0)， 






(27〃) 


0 , -，0 1 ， e z = ( 0 , 0 , 1 ), 


( 1 , 0 , 0 ), 






(27 w ) 


= (1，0,0)， 


0, 0 ’ 云 

①在正交系 （26) 内，匕| =成=执,纟=1，2,3_此，丑 2 ，丑 3 通常叫做拉梅系數或拉梅参数*拉梅 

(G. Lame) (1795—1870) 是法国工程师，数学家，物理学家. 


0, 


，0 


, eg = 


RcosO 
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由上面分析的例3,例4说明，向量场是关于由沿坐标方向的单位向量所构成的 
基底来分解的.因此,与向量 A{x) e TR 3 对应的向量场 A(t) e TRl 不应按标准基 
底6⑷,6⑷，&⑷来分解，而是按照单位坐标方向向量组成的基底 er(t\ e 2 (t) , e 3 (t) 

来分解. 


这样，脱离原来的空间 R 3 , 可以认为在区域 A C R ? 内给定了黎曼度量 （25) 或 
(26) 及向量场 f — A ⑷，此场在每点 t G 处的坐标表示 { A 1 , A 2 , A 3 ){ t ) 可以这样 

得到： 在此点处将向量场 A ⑴按单位坐标方向向量进行分解 A ( t ) = 

d . 现在我们来详细分析形式.在 D 内的任形式,在微分同胚# :乃 
自动地转移到区域认内.我们知道，这一转移，生于每个点 x € D 处，从空间 ri 啦 
到空间 TE ? 内.因为我们已把 ™ 纟的欧氏结构转移到 TR ? 内，所以由向量转移与 
形式转移的定义推知，比如在内确定的形式以⑷= ㈤ ，〉刚好对应于 TR ? 
内的形式^乂⑷= 〈 A ( t )，.〉， 其中 A ( x ) = 〆 ⑷ A ⑴.对于形式也可作类似的 

叙述.至于 0- 形式4——函数,就更是如此了， 

在做了这样的解释之后，以后的讨论就可以只在 A 
的空间 R 3 , 认为在 A 内给定了黎曼度量（ 25 ),给定了数量场 /, P 及向量场 A , B , 
以及形式它们在每点 t G D t 处，由所给的黎曼度量给出的 rM ? 内 

的欧氏结构来确定. 


下， 


中进 行了； 脱离原来 


例7如我们所知,在曲线坐标 t u t 2 , t 3 下的体积形式 dV 具有以下形式 

_ 

dV = A dt^ A dt^• 


对于三正交坐标系，有 


dV ~ \JE\ E 》 E^{€)dtt^ A dt^ A dt^ 

特别地,对于笛卡儿坐标,柱坐标，球坐标,分别有 

dV = dx A dy Adz 

=rdr Ad(p A dz 
= R 2 cos OdR A dtp A d6. 

标量在各种曲线坐标系下都能写成形式 4 = pdV - 

e . 我们的主要问题（现在已经容易解决了）是，已知向量 A ⑷ G TM ? 沿^位向 
ei ( t ) e TR 3 i 的分解 4(*) = W ( f ) ei ⑴，要求形式 wjjt ) 及 uj 2 A { t ) 分别按标准 
形式也 i 及 2 _形式 d V A dP 的 分解; 其中 = 1,2,3) 是用黎曼度量（ 26 )确定 

的三正交坐标系的坐标方向单位向量. 

因为所有的讨论都是对于任意但固定的点 （ 进行的，所以，为了书写简单，可以 
把标志所研究的向量和形式都是属于 t 点处的切空间的符号 t 省略_ 


(28) 


(28，) 


(28") 

(28，〃) 


1 — 


mj 
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因此 ei ， e 2 ， e 3 是内由坐标方向的单位向量 （27) 组成的基底 , A = Aei + 
A 2 e 2 -h A 3 e 3 是向量 A e TR ? 关于此基底的分解式. 

首先,我们注意到，由公式 （27) 可得， 


0，当以 J ， 
1，当€=义 


8), 其中0 = 


dt 3 ( ei ) = 


(29) 


y/E ； 




df A dt 3 ( e k ， ei )= 


(30) 




(V 当 ( i , j ) ^ ( M )， 

1, 当 （ i , j ) = ( M ). 

f . 因此，如果 4 :=〈 A , •〉= aidt 1 + a 2 dt 2 +奶设 3 ,则 一 方面有 

w A ( e i ) = ( A , ei ) = A \ 


其中 « = 


另一方面，由 （29) 式可知 


cj^(ei) = (aidt 1 4- + asdt 3 )(ei) 






VEi 


因此％ = A ^ u 于是我们找到了与向量 A 的分解式 


A = + ^4 2 e 2 + A 3 es 


相对应的形式 u ； i 的分解式 


0 ；\ = A 1 y/E^dt 1 + A 2 ^/W 2 dt 2 + A 3 y/E^dt 3 , 

例8因为在笛卡儿坐标系、柱坐标系和球坐标系下分别有 


(31) 


= A.0Sq^ 


所以从例 6 的结果推知 


\ = A x dx + Aydy + A z dz 


(31，) 


(31") 

(31 w ) 


= A v dr 4 - A^rdip 4 - A z dz 

= ARdR + A^Rcos (pd<p + Ae Rd9. 


今设 B = 5 x ei + S 2 e 2 + S 3 e 3 , 而 


g 


= bidt 2 A dt 3 + b 2 dt ^ A dt 1 + b ^ dt 1 A dt 2 


2 
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这时， 一 方面有 


2 


(e 2 ， e 3 ) : = dV(B,e 2 ,e 3 ) 


oj 


3 


^ B l dV(ei^e 2 ,es) 


S 1 (ei,e 2 ,e 3 ) = B 1 




其中 W 为 TR? 内的体积形式（参看 （ 2 8 ) 与 （ 2 7) 式 ) 

另一方面，由 （ 30 ) 式得 


( 62 , 已 3 ) = (bidt 2 A dt 3 + b2dt 3 A dt 1 + b^dt 1 A dt 2 ){e 2 ,ez) 

= b\dt 2 A 办 3 (e 2 , e 3 )= 


2 


CU 


E2E3 

_ 

比较所得结果即知 h = B l ^E s . 类似地可推知 

*i 

62 = -B 2 \/ £/x£/3, 63 = jB 3 \J Ei E2 _ 

1 

这样，我们求出了与向量 B = B 1 e l + B 2 e 2 + B^e z 相应的形式的坐标表示 


式 


\J 五 2 五 3^2 A dt^ ~h \J £^ 3^1 d>t^ A dt^ H- \/E±E2dt^ A dt 


2 


UJ 


B s 


B 2 


dt^ A dt^ 4* — ^ — dt^ A dt^ ~ y=zdt^ A dt^ 


(32) 


4 


\ f^l 




例 9 利用例 8 中引入的记法及公式 (26 ; ), (26 〃 ) ， (26 〃 0, 在笛卡儿坐标系，柱坐 
标系和球坐标系下分别得到 


(32 ; ) 


2 


= B x dy Adz -\- B y dz f\dx 七 B z dx A dy 


« 


UJ 


(32〃) 
(32，〃) 


= B r rd(p Adz + B^dz A B z rdr A dip 

= Br R 2 cos 6d(p /\d9 -B^RdO A di?4 - BeR cos OdR A dip 

h. 此外，根据公式 （ 28 )， 还能得到 


3 


(33) 




特别地，公式 （ 33) 在笛卡儿坐标系，柱坐标系和球坐标下分别有 


10 


(330 


3 


= pdx A dy Adz 


OJ 


p 


(33〃) 
(33〃，) 


=prdr A dip A dz 

=pR 2 cos OdR A d<p A dO 
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现在，既已得到公式 （31) —(33)，从算子 grad ， rot 及 div 的定义⑼一 (11) 出发， 

就能容易地得出它们在三正交曲线坐标系下的坐标表示式. 

设 grad / = W ei + A 2 e 2 + A 3 e 3 . 根据定义得到 

dujf := df 


= ^ + ^ + 


df 


3 


dt 


UJ 


grad/ 


dt 2 


at 3 


dt 1 


据公式 （31) 由此得到 


1 df 


1 df 


1 df 


(34) 


㈣ = vmdt 


^ ei + 7 S ； d ^ e2 

m n 在笛卡儿坐标系，柱坐标系和球坐标系下分别得到 


grad f = ~ e x + 尝〜+ df 


df 


(34，) 


d^ BZ 


dy 


or t o^p oz 


(34") 


i df 


1 df 


df 


(34 w ) 


= + 




9 


R cos 9 d(p 

给定场 A ( t ) = ( A 1 ei + A 2 e 2 + A 3 e 3 ) ⑷，我们来求旋量场 


dR 


rotA(t) = B ( t ) = ( B 1 ei + B 2 e2 + B 3 es )( t ) 


的坐标 b \ b 2 , b 3 . 

从定义 （ 10) 及公式 （ 31) 出发得到 


== d{A^ y/E\ dt^ + ^ \J E 2 dt^ + A^y/E^dt^) 

dA z y/Ei dA 2 ^E2 


2 


u 


TOtA 


dt 2 A dt 3 


dt 3 


dt 2 


dA 2 y/Ei dA l ^/El 


dA 1 ^ dA 3 y/E^ 


dt 1 A dt 2 


dt 3 A dt 1 + 


dt 2 


dt 1 


dt 1 


dt 3 


据 （32) 式得 


dA^y/El dA 2 x/E^ 


B 


dt 3 


dt 2 


dA X y / E [ dA Z yfEi 


2 


B 


dt 3 


dt 1 


dA 2 yfE2 dA X y/E[ 


B 3 = 


dt 2 


dt 1 


\/EiBi \/^ 2 6 2 \ /五 3 e 3 


d 


d 


(35) 


rot A = 


dt 2 


E x E 2 E 3 dt 1 


y/E^A 1 y/W 2 J^ ^/ElA Z 
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I 12在笛卡儿坐标系，柱坐标系和球坐标系下分别有 


dA, t dA 


dA x dA : 

dz dx 


dA , DA 


(35，) 


rot A = 


e y + 


+ 


e z 


dx 


dy 


dz 


dy 


\ 1( drA ^ dA r \ 

) e ^r{~dr~~d^) ez 


dA r dA 

dz dr 


1 ( dA ^ dr A 


(35〃) 


6 r + 


dip 


dz 


1 ( dA R dRA e 

r v ~de dET 


3 Aq dA ^ cos 6 


1 


^h + — 


de 


RcosO V dip 


dRA ^ J _ dA R 

cos 6 dip 

i . 设给定了场 B ( t ) = ( B 1 e 1 + B 2 e 2 + B 3 e 3 )( t ). 要求 divB 的表达式 
根据定义 （11) 及公式 （32), 我们得到- 


1 


(35"，) 


+ — 


ee 


dR 


R 


dw 2 B = d { B l ^ E 2 E 3 dt 2 Adt 3 + B 2 y / E s Eidt 3 Adt 1 + B 3 y / EiE 2 dt l A dt 2 ) 

d ^/ E ^ B 1 dy / E ^ E [ B 2 ^ dVE^B 


^di 




vB 


3 


dt 1 A dt 2 A dt 3 


dt 3 


汍 2 


dt 1 


据公式 （33) 推知 


dy/E^ElB 1 8^fE^E[B 2 _ dy/E^B 


3 


(36) 


divH = 


dt 3 


dt 2 


dt 1 


由此，在笛卡儿坐标系，柱坐标系和球坐标系下分别得到: 

dB x t dB y , dB z 


(360 


divB = 


dz 


dy 


dx 


dBA ' dB z 


1 (drB 


(36〃) 


dz 


dip 


dr 


r 


OR 2 cos 8 Br dRB ^ dR 2 cos 6 Bq 


(36〃，) 


d 


dip 


dR 


R 2 cos 


可利用 (34),(36) 式求拉普拉斯算子 △ = div grad 在任何三正交坐标系下的 


表示式 


S e 2 + 去 》) 


A / = div grad / = div 


JW x dt 
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例 13 特别地， 根 据公式 （ 37) 在笛卡儿坐标系，柱坐标系和球坐标系下分别有 




(370 


1 d^f 

d<p 2 dz 2 


ld_(dl 

r dr 


(37〃) 


H - 


2 


r 


d 2 f 

R 2 cos 2 9d^ ' B? cos 9 d6 


1 d 


df 




1 d 


1 


(37 w ) 


cos 9 


+ 


ae 


R 2 OR 


dR 


练习 


1. 算子 grad ， rot, div 及代数运算 . 

■ 

验证以下各式，并用符号 grad, rot, div 把它们表出： 

关于 grad: 

a) ▽(/ + 5) = V/ + Vff, 

b) V (/ • g) = fVg + gVf, 

c) V(A • B) = (B • V)A + (A- V)B + B 

d) V =(A- V)A + A x (▽ x 4), 

关于 rot: 

)V x (fA) = /V X A +V/ X A, 

f) ▽ x (A x B) = (B _ V)A - {A - V)B + (V - B)A - (V - A)B; 

关于 div: 

g) V-(M) = V/-A + /V-A, 

h) V • (A X B) = B * (V x A) - A • (V x B). 

( 提 示： A-V 
B(A^C)-C(A^B).) 

a) 将 （ 20) — (22) 内的算子用笛卡儿坐标写出 . 

b) 用直接计算的方法验证 （ 20) 式及 （ 21) 式 . 

c) 验证表示成笛卡儿坐标形式的公式 (24). 

d) 用算子 ▽ 写出公式（ 24 )，并用向量代数式验证它 

根据例 2 中研究的麦克斯韦方程组推出 


(V x A) + A x (V x B), 


X 


e 


d 


d 


1 9 

dx 1 


+ ^ v B;A x(B xC)= 


2 


+ ^4 


A 




dx 2 


dp 


V 


3 =— 


dt 


) 在 ] R 3 内，求出笛卡儿坐标，柱坐标，球坐标下的拉梅参数 H u H 2 ,H 3 . 

b) 利用拉梅参数重写公式 (28),(34)— (37). 


4. 


a 


试在 
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a) 笛卡儿坐标下， b) 柱坐标下， c) 球坐标下分别写出场 A = grad-, 其中 


d) 设场 A 如上，试求 rotA 及 divA . 

设函数/在柱坐标下有 In $的形式.试分别在 

a) 笛+儿坐标下， b) 柱坐标下， c) 球坐标下，写出场 A = grad/, d) 求 rotA 及 d\vA. 

7. 在固定的切空间试求当从] R 3 内的笛卡儿坐标系变到 

a) 柱坐标， b) 球坐标， c) 任意三正交坐标系时的坐标变换的公式. 

d) 应用 c) 中所得公式及公式 （ 34) — (37), 直接验证向量场 gradA,rotA 及数量场 divA, 
△/ 关于为计算它们选取的坐标系是不变的. 

8. 设空间 R 3 做为刚体，绕某轴以不变的角速度 w 旋转•设1；是在固定的瞬间，点的线速度 


_ 


场. 


a) 在柱坐标下写出场 

b) 求 rotv. 

c) 指出场 rotw 关于旋转轴的方向. 

d) 验证： 在空间的任何点处， |rotv| = 2^ 

e) 说明 rot« 的几何意义及 d) 中揭示出的这个向量在空间每一点是常向量这一性质的几 

何意义. 


V. 


场论的积分公式 


1. 用向量表示的经典积分公式 
a . 形式的向量写法 


在上一章中，我们已经看到（参看那里的§2,公式（ 2 3)，( 24 ))，场 F 的功形式岵 

在有向光滑曲线（路径 )7 上的限制，或场 V 的流量形式在定向曲面 S 上的限 
制分别是 


f ! 7 = { F , e ) ds , u \ r\s = ( V , n } da , 


这里 e 是确定 7 方向的单位向量，与沿7运动的速度向量共向，心是7上的长度 

元素（形式)， n 是确定曲面 S 的方向的单位法线向量，而 dtx 是曲面 S 的面积元素 


(形式) 


在向量分析中，经常使用曲线长向量元素如:= eds 及曲面面积向量元素 dtr 
m / a . 使用这些记号，可得 


( 1 ) 


3^ j 7 = ( A : e)ds = ( A , ds ) = A - ds , 

s = ( B , ri)dcx = = B • da \ 


( 2 ) 
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b . 牛顿-莱布尼茨公式 

设/ € C ⑴ ( AR )， 而7 : D 是区域 D 中的道路 

将斯托克斯公式用于 0- 形式 


^7 


一 方面它表示的是等式 


df, 


d^y 


这公式与古典的牛顿-莱布尼茨公式 


/(7⑻）一 /(7( a )) 


dfW)) 




一致，另一方面，据梯度之定义，它又意味着 


(3) 


grad/ 


因此，利用 （1) 式，即可把牛顿-莱布尼茨公式重新写成 


(3，) 


/(7(0) — /(7( a )) = / ( grad /) - ds 


的形式.在这样的写法下,它表示. 

函数在道路上的增长，等于此函数的梯度场沿该道路做的功. 

这是一个相当方便且内涵丰富的记法.除了明显看出,梯度场 grad / 沿路径 7 所 
做的功只与路径的起点、终点有关外,它还使我们得到一个比较精细的结果.这就是, 

当沿函数/的等值面/ = c 运动时，场 grad / 不做任何的功，因为这时 grad /• ds 
此外，如公式左端所指出的，场 grad / 所做的功，与其说与路径的起点与终点有关, 
倒不如说与这些点在/的哪些等值面上有关. 

斯托克斯公式 

我们记得,场在闭路上做的功，叫做场在该闭路上的 环流量 _为了强调积分是沿 
闭路进行的，常常用 ^ F - ds 代替传统的记法/ 7 F . 心.如果7是平面曲线，有时还 

用记号其中的箭头指出了沿曲线7运动的方向_ 

有时在谈到沿有限多个闭路组成的路径积分时,也使用环流量这个词.例如，在 

沿某个带边紧曲面的边界积分时，就使用这个 术语. 

设 A 是定向欧氏空间 IR 3 中的区域 D 内的光滑向量场,而 S 是 D 中有边（分 

片）光滑定向紧曲面，将斯托克斯公式应用于 1- 形式并考虑到向量场旋度的定 

义，就得到等式 


0 






(4) 


^rot-A 


as 
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利用关系式（2)，即可把公式 （4) 改写为经典形式的斯托克斯公式 


(rot A ) ， da 


A - ds 


(40 




dS 


在这种写法下,它表示的是 

向量场在曲面边界上的环流量，等于此场的旋量通过该曲面的流量 • 

照例，这时在上选与 s 的定向和谐的定向. 

d . 高斯-奥斯特罗格拉德斯基公式 

设 V 是定向欧氏空间 R 3 的紧区域少的边界是有界（分片）光滑曲面若 
B 是 V 中的光滑场，则根据场的散度的定义,斯托克斯公式就给出了等式 


(5) 


div 


dV 


借助 （2) 式，并用 R 3 中的体积形式 dV 取代形式4的记法 pdV , 可把等芎 （5) 
改写成经典的髙-奥公式的形式 ' 


\jj B da ^ JJJ div BdV . I 

av v 


(50 


在这种写法下，它表示的是 

向量场通过区域边界的流量，等于此场的散度在该区域的积分. 

经典积分公式摘要 

我们把分析的三个经典积分公式的向量写法总结如下： 


* 


( V /) - ds (牛顿-莱布尼茨公式) 


(3〃) 


^7 


(V x A ) • da (斯托克斯公式) 


(4") 


A , ds = 


ds 


(V - B)dV (髙-奥公式) 


(5") 


B d 




div , rot , grad 的物理解释 


散度 




公式 （50 可用以说明量 divB ⑻的物理意义： dwB { x ) 是向量场 B 在该场定义 
域 y 中的点 z 处的散度.设 V ( x ) 是点 x 包含在 V 中的一个邻域（比如说是球形邻 
域).我们仍用记号 V ( x ) 表示这个邻域的体积，而用 d 表示它的直径_ 
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由公式 ㈤ )，根据三重积分的中值定理，得 


// 


Bda = divB ( x f ) V { x ), 


dV(x) 


其中 X '是邻域 V { x ) 的某个点.如果 d 4 0 ,则 0 ：' 

divB ( x f ) —► divBb ). 这就是说 


，既然 B 是光滑场，所以 


// 


B d 


dV{x) 


⑹ 


divB ( x ) = lim 


V ( x ) 


我们将认为 B 是（液体或气体的）流速场.这时场通过区域 V ( x ) 的边界的流 
量或者说，介质通过此区域边界的体积扩散量，根据质量守恒定律，它的产生只因区 
域内存在汇或源（其中包括介质密度的变化)，且其量等于所有这些因素的强度 之和; 
我们用区域 V ( z ) 内的“源”这个词来表示汇或源的总强度.这就是说， （6) 式右端的 
分数是源在区域 F &) 中（单位体积)的平均强度，而这个量的极限，即 divB (： r ) 是 
在点 a : 处源的单位体积的强度.但是在区域 V ( x ) 中的某个量对此区域体积之比当 

0 时的极限，通常叫做该 量在这 点处的 密度, 而密度作为点的函数，通常叫做该 

量 在空间给定部分上 的分布密度. 

因此，向量场 B 的散度 divB 可解释为源在流动的区域内（给定场 B 的区域 
内）的分布密度. 

例1 特别地，如果 divB = 0,即任何源都不存在，则穿过任何区域的边界的流 
量应为零——进入区域多少，从区域出去就有多少.如公式 （50 所示，确实是这样 


d 


的 


例2电量为 g 的点电荷在空间产生一个电场.设将此电荷安置在坐标原点处. 

据库仑①定律，在点 are R 3 处的场强五=五(0；)(即作用于; r 点处的检验单位电荷上 
的力）具有 


q 


E = 


Atteq | r | 3 


的形式,这里是有量纲常数，而 r 是点 x 的向径 


场 E 在坐标原点之外处处有定义.在球坐标下， 


Q 




所以由上节的公式（36〃0马上看到， 在场 E 的定义域内处处有 divE = 0. 

①库仑 （ S . O . Coulomb ) ( 1736 - 1806 ) 法国物理学家.借助他发明的扭称，用实验方法，发现了 
静电荷间与磁极间相互作用的（库仑）定律. 略 
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这就是说，若取不包含原点的任何区域 R 则由公式 （51 场五通过区域 V 的 
祕 dV 的流量为零. 

今取以原点为中心，丑为半径的球面 


^ | \ X \ = 


并求场丑通过此曲面的流量，曲面取外法线方向（关于球的边界球面的法线).因为 
向量 e K 恰好是球面的单位外法线向量,所以 


q 


Q 


<1 


—- 


. AttR 


E • da — 


47 T£o 丑 2 


47T£o R 2 




Sr 


Sr 


因此（不计有量纲常数印，它与物理单位系统的选择有关)，我们得到含于由球面所 
界之球体内的电荷量. 

注意,在上面讨论的例2的条件下，公式 （50 的左边在球面= Si ? 上的定义 
是合理的，而右端的被积函数，除坐标原点一点外,在球 V 内到处为零.但是，我们 
所做的计算说明，公式 （5') 右端的积分,不能解释成是恒等于零的函数的积分. 

从形式的观点来看，可以不去分析这种情况，而认为场 E 在 O 点无定义，从而 
我们没有根据谈论等式（5')，因为它是对于在整个积分区域内有定义的光滑场证明 
的.然而等式 （50 的物理解释为 JI 量守恒定律，这说明，在正确的解释下，它应当永 

远是正确的. 

我们现在来更仔细地看一看,例2中的量 divE 在原点不确定是怎样一种情况. 
从形式上看，原来的场五在坐标原点处没有定义，但若从 （6) 式出发去求 div 五时， 
则例2指出,应该认为 divE (0) = + oo . 就是说，在 （5') 式右端的积分号下的“函黎 ”， 
除在原点之外,它处处为零，但在原点它是无 穷大. 这种情况相应于,与除原点外 ，一 
般没有电荷，而整个电荷 g 安置在零体积（即在一个点 O ) 中，在这里电荷密度自然 
认为是无穷大.我们在这里遇到了所谓狄拉克① MDelta )- 函数. 

之所以需要物理量的密度，归根到底是为了根据它求积分求出物理量本身的值. 
因此,没有必要把5-函数做为点函数单独地确定它,要紧的是确定它的积分.如果 
认为物理上的“函数” S X 0 ( x ) = 5( x 0 ; x ) 应该对应看这样分布的密度，例如空间中的 

质量，它的整体的质量是一个单位，而其质量却集聚于一点吻处，那么很自然应认 


为 


1，当吻 eF 时， 

0 , 当时. 

这样，从数学之理想化的观点来看，空间中的物理量（例如质量，电荷等等）的可 
能分布概念，应该认为是那样的，它的分布密度是由普通的有限函数与一组奇异 

①狄拉克 ( P . A . M . Dirac ) (1902—1984) 英国理论物理学家，量子力学创始人之一 • 有关狄拉克 
函数的详细内容，将在第17章§4第5段及§5第 4 段中叙述. 


f 6( xo , x)dV 

Jv 


U 


s 
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数 ” (形如狄拉克的5-函数）的和构成的,前者对应于量在空间中的连续分布，后者 
对应于量集聚在个别点上. 

这说明，从这样的角度看，例2中导出的计算结果，能用一个等式 div £?( x ) = 

^-8(0; x ) 来表示.这时， （5') 式右端是对场五的积分，这积分的值实际上可能是 

i , 也可能是零，这就全看积分域 V 是不是包含（电荷所集聚的那个）坐标原点了. 

£ °在这种意义下，我们能够(遵循高斯）断定，通过物体表面的电通量，等于含于 
物体内的电荷之和（而不计及与测量单位系统有关的系数).也应该在同样的意义下, 
去解释 §1 内讨论过的麦克斯韦方程组 （ (12) 式） 中的电荷分布密度 P. 


b 


我们从下面的例子开始对向量场的旋量的物理意义的考察. 

例3设整个空间如同刚体，以不变的角速度 0 ；绕固定轴旋转（设此轴为 Oz ) 
我们来求空间点的线速度场 v 的旋量（这里考察的是在任意固定瞬间的场). 

在柱坐标 （ r, V? ， z) 下，场 v(r *， z) 可 简单地写成： v(r, a 2;) 

公式 （35〃 )， 立刻得到 rotv 

向的向量，它的大小在不计系数的情况下与旋转角速度重合，而由它的方向，依 

据整个空间 R 3 的定向，也完全确定了旋转的方向. 

例3中所推述的场，有点像泄水旋涡液流速度场或龙卷风区域空气运动的涡旋 

状流场.因此，向量场在一点处的旋量,刻画了在这点附近的场的旋转程度. 

注意,场沿闭路的环流量,随场向量值的大小的改变而成比例地改变，而且，像例 

中所断定的那样，可以用它来刻画场的旋转特征.不过，为了完全刻画场在一点周 

围的旋转性，必须计算三个不同平面上沿闭路的环流.现在就来做这件事 • 

取以 o ： 为中心,位于与第 i 个坐标轴垂直的平面上的圆 Si ( x )4 = 1,2,3. 取这个 
坐标轴的单位向量作为 Si ( x ) 的法向量给 尽⑷ 定向.设 d 是 Si ( x ) 的直径.由对光 

滑场4适用的公式（4)，立刻得到 


这时根据§1 

就是说，在这种情况下 rotv 是一个沿旋转轴方 


= (vre 


2 ue 




z 


馨 


3 


A - ds 


dSi(x) 


⑺ 


(rot A) - Si 


lim 




Si(x) 


这里用 Siix ) 表示所考察的圆的面积.这样一来，场4在与第 i 个坐标轴正交的平 
面内沿具单位面积的圆的圆周的环流量,刻画的是向量 rotA 的第 i 个分量. 

为了完全阐明向量场的旋量本身的意义，我们回忆，空间的任何线性变换都是由 
在三个互相正交方向的伸缩，空间作为刚体的平移以及空间作为刚体的旋转（三种 

变换）复合而成的变换.同时任何的旋转可作为绕某个轴的旋转而实现.介质的任何 
光滑变形（液体或气体的流动,泥土坍塌或钢条的弯曲）都是局部线 性的. 再注意到 
例3就可得到一个结论:若有描写介质运动的向量场（介质质点速度场)，则这个场 
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在每个点的旋度给出点的邻域旋转的瞬时轴，绕瞬时轴旋转的瞬时角速度的大小及 
旋转的方向.就是说，旋量完全刻画了介质运动的旋转部分.这些将在下面更明确起 
来.那时,我们将说明应把旋量看做是介质的一种局部旋转分布密度. 


梯度 


关于数量场的梯度，或直接了当地说是函数的梯度，我们已经讲得足够详细了. 
所以这里只提一下要点. 

因为 ^ ad /(0 = ( grad /, C = dm = A (/)， 这里巧⑺是函数 / 沿向量《的 
微分，所以向量 grad / 与函数/的等值面正交.它指示出在每个点处函数值增长最 
快的方向，而它的值 | grad /| 给出了这一增长（相对于用以度量自变元在空间中的位 
移的单位长度）的速度. 

关于作为密度的梯度,将在下面叙述. 

I 

3. —些进一步的积分公式 
a . 高-奥公式的向量形式 

将旋量与梯度解释成某种密度，类似于将散度解释为密度(参看（6))，能从下面 
与高-奥公式有关的经典向量分析公式 得到： 


(散度定理)， 


⑻ 


d<r 


V BdV = 


dV 


V 


⑼ 


V x AdV 


av 


V 


daf (梯度定理)， 


( 10 ) 


VfdV = 


av 


v 


其中第一个公式 （除 记号不同外）与等式 （ 5') — 致， 从而它就是髙-奥公式_将公式 
(8) 用于公式 （ 9) 与公式 （ 10) 中相应向量场的每个分量上，就得出公式 （ 9) 与公式 


( 10 ) 


保留等式 （ 6) 中的那些记号 V { x )4 从公式 (8)—(10) 用同一方式得到 


da ， B 


dV(x) 


(60 


▽ • B ( x ) = lim 

d ― ►O 


V ( x ) 


da x A 


dV(x) 


( 11 ) 


V x A ( x ) = lim 

d—►O 


V ( x ) 


dfff 


8V(x) 


(12) 


V /( ar ) = lim 

ct^+'O 


V ( x ) 
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等式 （8) — (10) 的右边,可分别解 释为： 向量场 B 通过区域 F 的界面的标 
量流，向量场4通过抓的向量流，及数量场/通过抓的向量流.这时位于（6')， 
(11),(12) 式左边的量 divB , rot A , gard /, 可分别解释为相应的这些场源的分布密度. 

注意， (60, (11), (12) 诸式右边与坐标系无关.由此又重新推出了梯度，旋度与散 
度的不变性. 

b . 斯托克斯公式的向量形式 

公式(8)-(10)是高-奥公式与向量场及标量场上的代数运算相结合而得的结 
果.与这情况类似，将这些运算与典的斯托克斯公式（下面三公式中的第一个）结 
合起来就得到下面的三个公式. 

设 S 是（分片）光滑的紧定向曲面，是它的具和谐定向的边界，是曲面 
上的面积向量元素，如是^9上的长度向量元素.这时，对于光滑场 A ， B ， /，成立以 

下关系 


(13) 


d<r ■ (V x A ) 


ds * A , 




dS 


s 


(14) 


( d<r x V ) 


ds x JB , 


x 


95 


s 


(15) 


dsf 


da x V / 




ds 


s 


公式 (14),(15) 从斯托克斯公式 （13) 推出.至于它们的证明，我们在这里省略了 • 

t 

格林公式 ' 

■ 

设 S 是某个曲面， n 是 *5 的单位法向量，则函数/沿向量 n 的导数 D n f 在场 
论中经常用符号#表示.例如， 


C 


dn 




(▽/， d < r 〉 = {▽/， n)da = ( grad /， n)da = D n fda = 


dn 


因此， -~ d < r 是梯度场 grad / 通过面元素 dcr 的流量 • 

和 M 这些记号可将在向量分析与场论中有相当广泛应用的格林公式如下写出 

(9 V /) - d 

JdV 

(£?▽/- / Vy ) - da 


df 


(16) 


▽/ .▽，+/ gV 2 fdV 

Jv 

f ( pV 2 / - fV 2 g ) dV = f 
Jv Jqv 

特别地，若在 （16) 式中令/ =仏在 （17) 式中置 g 三 h 则相应地得到 


， 


dV 




tLiH) d(T ) 


(17) 


df 


(160 


\ Vf \ 2 dV + / fAfdV 


， 


/▽/•d 


dv 


dV 


v 


v 
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(17') 


Vfd 


AfdV 




dn 


av 


dV 


v 


最后这个等式常被称 为高斯定理. 作为例子，我们来证明等式 (16),(17) 中的第 


▽ • (5W — f^9)dV 


("▽/ _ /V5) - da = 


V 


dV 


(▽5 • ▽/ + ^V 2 / — ▽/•▽"- fV 2 g)dV 




V 


(ffV 2 / - fV 2 g)dV= / (gAf- fAg)dV 


V 


V 


在这里我们利用了髙-奥公式以及等式 ▽ • (^ pA ) = ▽# • A + #▽ 


A . 


9 


练习 


1- 根据高-奥公式（ 8 )证明（9)，(10)二式 


根据斯托克斯公式 （13) 证明 (14),(15) 二式. 

a ) 验证，若公式（8)，⑼， (10) 中曲面积分号下的函数当 

当区域 V 无界时，这三个公式仍然成立.（其中 r = | r |， r 是空间 R 3 的点的向径). 

b ) 若在 (13),(14),(15) 式中的曲线积分号下的函数当 

这些公式对于非紧曲面 S C R 3 是否还成立 • 

c ) 举例证明，斯托克斯公式 （4() 及高-奥公式 （50, 对于无界曲面及无界区域， 一 般不再 


，那么， 


时阶数为 O 


r —► cx> 


3 


v 


,试检査 


时阶数为 o 


2 


V 


成立 


) 从把散度作为源的密度出发，说明§1的麦克斯韦方程组（ I 2 )中的方程2指的是磁场中 
没有点源(即没有磁荷). 

b ) 利用高- 奥 公式及§1之麦克斯韦方程组 （12) 证明，试验电荷的任何刚性构形（例如一 

个电荷)，都不能在静电场区域内处于稳定平衡状态，而不受产生此场的（其他）电荷影 
响（假定这时除了建立这个场的力以外，再没有其他的力作用在这个系统上).这个事实 

叫做 Earnshaw S . 定理* 

设电磁场是稳定的，即不随时间而变.于是 §1 之麦克斯韦方程组（ I 2 ) 就分成了两个独立的 

静电学方程组▽，五=丑， ▽><£； = 0及静磁学方程组 VxB 

60 

据高- 奥 公式，方程 ▽. 丑 =! (/> 是电荷分布密度）能化成关系式尺 ▽ 

这里左端是闭曲面 *5 上的电通量，@端是位于曲面 *5 所限区域内的电荷之和 Q 除以有量纲 

常数 e 0 . 在静电学中通常把这个关系叫 做高斯 定律.试利用高斯定律在以下诸情况分别求出 

_ 

电场 

a ) 电场 E 是由均勻带电的球面生成的 • 这时，并证明，在球外，它与把这同样多的电荷安 

置在球心上生成的电场是一样的. 


4. 


a 


点，▽’ B = 0 


部分 






Q 


Eda =—— 
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b ) 电场 E 是由均勻带电的直线生成的. 

c ) 电场£?是由均勻带电的平面生成的. 

d ) 电场 E 是由均勻带电的两平行板生成的，它们所带电量相等，而电荷符号相反. 

e ) 电场五 是由均勻带电球体生成的. 

M 

a ) 试证格林公式 (16). 

b ) 设/是有界域 V 中的调和函数(即/在 V 中满足拉普拉斯方程厶/ = 0). 试根据等式 

(170, 证明此函数的梯度通过 F 之边界的流量等于零. 

c ) 试证在有界连通域内的调和函数，不计常值函数加项的区别，由它在这个区域边界上的 

法向导数确定. 

d ) 根据等式 （160, 证明： 如果/是在有界区域 D 内的调和函数，并且它在 D 的边界 BD 

上处处为零，那么它在整个区域 D 上恒为零. 

) 试证： 如果有界区域内的两个调和函数在该区域的边界上一致，那么它们在整个区域上 
也一致. 

_ 

f ) 根据等式 (16), 验证以下狄利克雷 原理： 在所有在区域边界上取给定值的连续可微函数 

中，区域中的调和函数，且只有这个调和函数，使狄利克雷积分(即函数的梯度的模的平 

方在区域上的积分）取最小值. 

7. a ) 设 r ( p , q )^\ p - q \ 是欧氏空间 R 3 中二点 p ， q 间的距离 •将 p 点固定，得到点 g G M 3 

的函数 r p { q ) — r ( p , q ). 试证 Arf 1 ⑷= ( p ； q ), 其中 <5是5-函数. 

b ) 设 g 是区域 V 中的调和函数.假定公式 （17) 中/ =丄，再考虑到上述结果就得到 


e 


r P 


a 


oV — - Vo da 


切 ( P )= 


证明这是一个真正的等式. 

c ) 如果 S 是以 p 点为中心以丑为半径的球面,试根据上面的公式，推导出下面等式 


gda 


9( P ) 




4 ttR 2 


这就是所谓的调 和函數平均值 定理. 

d ) 试根据以上结论证明，若 S 是由球面 S 所界的球，而 V { B ) 是它的体积，那么等式 


9{p) = 


gdV 


V ( B ) 


也成立. 

e ) 设是欧氏平面 R 2 上的点，把 a ) 中所考察的函数丄（这函数对应着安放在 P 点的点电 

r P 1 

荷的势)取成(该函数对应着空间中均匀带电直线的势)•试证: Aln ^» - 2 ttS ( p , q ), 
其中 S ( p , q ) 是® T 2 中的 5 - 函数. 

f ) 重复 a )， b )， c )， d ) 中的论证，证明平面区域内的调和函数的平均值定理- 
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多維柯西中值定理. 

经典的积分中值定理（“拉格朗日定理”）断言，如果函数/ : D 
DcR n 上连续，则存在点$ € D 使 


* 


在可测连通紧集 


f(x)dx = m^\D\, 


其中 问是 D 的测度（体积 )■ 

a ) 现设 f，ge C ( D , R ), 亦即，/和 p 是在 D 中定义的连续实值函数.试证，成立以下“柯 

西定理”：存在点 《 e Z ? 使 


9(0 / /(x)dx = /(0 / g(x)dx. 


b ) 设 D 是具光滑边界的紧区域，而 /， p 是 Z ? 中的两个光滑向 量场.试证： 存在点 

《6 I )使 


divg (《）• Flux / = div /(0 • Fluxff . 

tfU 


其中 Flux 是向量场通过曲面的流量. 


BD 


§3势场 


1 . 向董场的势 

定义1 设 A 是区域 L > cir 内的向量场，函数 r —R 叫做区域 D 内场 

A 的势, 假如在这区域 内 A = gradC /. 

定义2 具有势的场叫做势场. 

因为在连通 E 域里，不计常数之差，函数由其偏导数确定，所以，在这种 E 域内， 

一个向量场的势场在不计一个常加项的情况下被完全确定. 

在本教程第1卷中，我们曾经顺便谈到过势.在这里我们要比较详细地讨论势 

这个重要概念.请注意,在物理中，当讨论各种力场时,通常说 u & mF 的势，是指 

F = - gradC /; 所以物理中的势与我们在定义1中所引入的势差一个符号. 

例1位于坐标原点的质点 M 所产生的引力场，在向径为 r 的点处的强度 F ， 

据牛顿定律， 可用公式 


( 1 ) 


F = —GM — 


r 3. 


计算,其中 r = | r |. 

这是场作用在位于空间相应点处的单位质量上的力.引力场 （1 ) 是个势场.在 
定义1的意义下，它的势是函数 


(2) 


U = GM- 
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例 2 位于坐标原点的点电荷 g 的电场，在向径为 r 的点处的强度五，按照库 


仑定律是 


Q 


E = 


47T£o 


因此，这个电场像重力场一样也是势场，在物理术语意义下，它的势由下式确定 


Q 


^ = 


4丌£：0 r 


势场的必要条件 




等式 A = grade / 按照微分形式的说法就是 u; l A = dwl = dU . 因此，由于 d 2 ^ = 


0 而推知 


d^\ = 0 


(3) 


这是场4成为势场的必要条件. 

. 在笛卡儿坐标下它具有简单的表达式.若 a = M 1 , 

在笛卡儿坐标下 w = 

连续时）必有 


, A n ), 且 A = gradC /， 则 

并且当势 U 足够光滑时（例如二阶偏导数 


dU 


1， 


， n ; 


，叉 




• • t 


dx i 


dA l _ dA ^_ 

dx ^ dx i ’ 

直接了当地说，这就是有混合导数等式 


(3，) 


d 2 u 」 d 2 U 

dx i dx ： f dxj dx * 


E ^ dx \ 所以在这种情况等式 （3) 与关系 （30 实际上 

i=l 

所以在 R 3 中，场 A 为势场的必要 


在笛卡儿坐标下， 


是等价的. 

在 R 3 的场合，据旋量定义有 du 、 = 
条件 （3) 能够写成 


rotA ， 


rot A = 0 


的形式.这与我们已经知道的关系 rot gradC / = 0是一致的， 

_ 

例3在空间 1 R 3 的笛卡儿坐标下，场>1 = ( x , xy , xyz ) 不是势场，因为，比如有 

_ 

d ( xy ) dx 

例4我们来考察场4 = ( A x , A y ), 它在平面笛卡儿坐标系中除原点之外的一 
切点上有定义，用式子 


dy 


y 


(4) 


A = 


+ 2/ 2 ’ + y 2 

^ ^ 成立，然而我们很快就能判定，这 


2 


X 


给出.这里，场成为势场的必要条件 
个场在其定义域内并不是势场. 


dx 


dy 
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因此，一般来说，必要条件（3)，或在笛卡儿坐标下的条件（30,并不是场成为势 
场的充分条件. 


向置场具有势的判别准则 

_ 

命睡1设向量场 A 在区域 Dc R n 内连续，那么 A 在 Z ) 内为势场的充分且 
必要的条件是它在 D 内的任何闭路7上的环流量等于零： 


鲁 


(5) 


A • ds = 0 


必要性设 A = grad /7. 由此，据牛顿-莱布尼茨公¥ (§2 公式 （ Y )) 有 


A • ds = U(j(b)) - C/(7 ⑷）， 


这里 7 : [ a ， b ] — 如果 7 ( a ) = 7 («0,即是当 7 为闭路时，上式右端显然为零，因而 
左端也是零. 

_ 

充分性 设条件 （5) 已被满足.由此,沿区域 D 内的任何道路（不一定闭）的积 
分，只与道路的起点与终点有关，而与道路上的其他点无关.实际上，如果 W 与72 
是有共同起点与共同终点的两条道路,那么，先沿着积分，再沿着 -72 积分（即 
沿着72的反向道路积分)，所得到的就是沿着一条闭路7的积分. 一 方面由（ 5 )式 
知这积分为零，另一方面，它又是沿着 W 与沿着72的积分之差.因此,这两个积分 

实际是相等的. 

现在，在 D 内固定一个点 cc 0 , 并令 


⑹ 


U(x) 


A • ds. 




其中右端是沿着一条位于乃内从吻出发到达 ® 的道路的积分 • 我们来验证，这样 

定出的函数就是场 A 的势.为了方便,我们假定在 R n 内用的是笛卡儿坐标系 

). 这时 


( X 1 , 


，： r 


A • ds = A 1 dx 1 + … + A n dx 

M 

如果从点: r 沿直线移动一个向量 heua 是相应坐标轴上的单位向量，那么这时函数 
U 得到一个增量 


4 


x % +h 


/(x 1 ， … ， 〆— 。， / 十 1 ， … ， x n )dt, 


U(x-\- hei) - U(x) 




它等于形式 4 •办沿着从 a : 到 : r + k 的这个指定道路的积分•由场 A 的连续性， 
根据中值定理，这个等式可以写成 


C/(x + hei) - U(x) = 々 (x 1 ， … ， x i_1 ， x l +0h,x t+1 , 


,x n )h 
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的形式，其中0 < 0 <1. 将此等式除以/ I ,并令/ 1 趋于零就得到 


0U 


㈣ =刪 


这实际上就是4 = grade /. ► 

注1从这个证明中可以看到，为使场4成为势场，只要条件 （5) 对于光滑道 
路成立就够了，或者，即使只要对于由平行于坐标轴的线段组成的折线成立就够了. 

现在,我们回过头来看看例 4. 当时（参看第八章§1例 1), 我们曾算出场 （4) 在 
圆周: r 2 +沪=1上按逆时针方向转一周的环流量为 2 tt (/ 0). 

因此，根据命题1可得，场⑷不是区域 K 2 \0 内的势场. 

然而本来有,例如 


y 


V 


grad arctg — = 


+ y 2 ’ x 2 + y V ’ 


从而，函数 arctg ^应该是场 （4) 的势才是.这不是矛盾的吗？矛盾暂时还没有，因为 


y 


唯一正确的结论，也是这时应该做出的结论，在于函数 arctg ^并非在整个区域 M 2 \0 

内有定义.确实如此，例如，它在02/轴上的点就没有定义 . $ 

这时，你们可能会说,那就考察点 ( x ， y ) 的极角函数 < p ( x , y ). 它实际上就是函数 

0 点处，只要 ( x , y ) 不是原点，也有定义.在区域 M 2 \0 内， 


axetg -, 不过现在在 

处处展立 


# ^2 dx + 办. 

但是,就是现在也还没有任何矛盾，尽管情况更加微 妙了. 请注意 ^( x ,2/), 实际 
上就是它在我们的区域 K 2 \0 内不是连续单值函数.当点 ( x , y ) 绕着原点逆时针运 
动使极角连续变动,增加 2 tt 时，点又回到了原来的位置.就是说，在这个点上，我们 
得到的不是原来的函数值，而是一个新的值.因此，要么放弃#在 K 2 \0 内的连续性， 


cl(^ — 


要么放弃它的单值性. 

在 E 域 R 2 \0 的每一点的一个（不含坐标原点的）小邻域内，能够分出函数 (f 
的许多连续单值分枝来,所有这样的分枝，彼此只差一个常数 （27 T 的整数 倍). 正是 
这个原因，它们的微商相同，并能做为场 （4) 的局部势.然而在整个区域 R 2 \0 内, 

场 （4) 却没有势. 

在例4中详细分析的情况,在以下意义下可以说是典型的：场4为势场的必要 
条件 （ 3) 或 （ 3'), 局部地说，也是充分条件.我们有 


命题2如果场为势场的必要条件在某个球内成立，那么在这个球内，场是势场 • 

◄ 为了直观，我们首先在平面 R 2 中圆 D = { x， y G E 2 | a: 2 +^ 2 < r 2 } 内的情况 
证明.对圆 D 的点 ( x , y ), 从原点引两个不同的二条折线 7 i ,72 到 （ AW 处，使它们 
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的直线段都与坐标轴平行（图 93). 因为 D 是凸区域，所以这两条折线围成的矩形 I 
完全包含在 D 内. 

据斯托克斯公式及条件 （3) 得到 


duj l A = 0 


dl 


根据对命题1所做的注，我们由此已能得出 a 在乃 
内是势场的结论.此外，根据命题1中充分性的证明.可把 
函数 （6) 重新取做势，这时把 （6) 中的积分理解成从圆心 
沿那样一条折线到所讨论的点的线积分，该折线的各直线 
段都是平行于一个坐标轴的.在现在的情况下，此积分与 

路径 71，72 之选择的无关性，可从对于矩形的斯托克斯定 


理直接得到. 

在髙维情况，由对二维矩形的斯托克斯公式即可推知，把折线积分路径中相邻 
两直线段換成另外两段,且这四段能组成一个矩形,并不会使积分改变.既然用这种 
方法能逐次地把一条折线路径改造成另外任一条到达同一点的折线路径，因此在普 
遍情况下,这个势就能完全合理地定义 .► 


4. 区域的柘扑结构与势 


将例4与命题2加以比较可得，当场是势场的必要条件 （3) 满足时，它是不是 
一定是势场的问题,与这个场的定义域的（拓扑）结构有关.下面（本段及第5段）的 
讨论,将对能保证这样的场都是势场的区域的特征做一个初步的阐述. 

原来,如果区域 D 内的任何闭路都能收缩成此区域内的某个点，而在收缩过程 
中闭路不超出的范围，那么，0内的场成为势场的必要条件 （3) 也是充分的.以 

后， 我们就把这样的区域叫 做羊连通域. 球是单连通的 （因 之命题 2 成 立)， 而打了洞 

的平面 R 2 \0 不是单连通的，因为环绕坐标原点的路径,不能收缩成这区域内的一点 
而不超出区域的范围.这就是为什么并非在 脱 2 \0 中的满足条件 （30 的每个场都是 

区域 M 2 \0 的势场的原因，例如，例4就是这样的场. 

现在从直观描述转入确切叙述.首先说明，上面所说的道路的变形和收缩指的 


是什么 


定义3设在区域 D 内有两条闭路70 : [0，1] — D 及 71 : [0，1] — D . 如果 
存在从正方形/ 2 = e E 2 |0 < t * ^ l,i = 1,2} 到区域 D 内的连续映射 

r : j 2 — A 使对任何 t \ t 2 ^ [0,1] 成立： r ( t l , 0) = 7o(^),^M) = 71 (^), 以及 

r((M 2 ) = r(M 2 ), 就说在区域 d 内有闭路 7 o 到闭路 ％ 的同伦 (或 变形)映射. 

这样，同伦就是映射 r ： I 2 -* D (图 94). 如果把变量 t 2 看作是时刻 t , 则据定义 
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3,在每个瞬时 f = i 2 , 我们有闭路 O 94①).该道路随时间6变化，在 
初始瞬间 t = t 2 = 0 , 它与道路70重合，而在瞬间 t = t 2 ^ l , 它变成道路 71 _ 

因为在任何瞬时 t ^ [0,1], 关系 7 *(0) 
r ( o , t ) = r ( i , t ) = 7 ^ i ) 总成立，这就说道 

路 7 t 是闭路.因此，映射 r :户 — D 在正 
方形 J 2 的一双对边上诱导出了同一个映射 

^ o (^) ：= r ( t \ 0 ) = r ( t \ i ) 

映射 r 是关于道路70逐渐变形为 7 i ， 

这种概念的形式化.这条道路随着时间这样 
变化：在初始时刻 p = 0,它与道路70 — 

致,而在时刻 t 2 = l , 它变成道路 71. 

显然时间也可以让它按反方向进行的， 

那时,我们就从道路得到道路 70. 

定义 4 称两条闭路在一个区域内是同 
伦的，如果能在该区域内使它们彼此同伦， 

亦即，能在该区域内建立从一条道路到另一条道路的同伦. 

注2因为我们在分析中所用的道路通常是积分路径.因此，今后不再特别声 
明，将只讨论光滑的或分片光滑的道路，以及它们的光滑的或分片光滑的同伦. 




% 


Po 




01 


7 0 
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对于 IT 中的 K 域，可以验证，对于区域中彼此连续同伦的（分片）光滑道路，必 

存在它们的（分片）光滑同伦. 

命题3如果区域 D 内的 1- 形式 u ；3 i 能使= 0，而闭路 7 o 与 7 i 在乃内同 


伦，则 


71 


■D 是 7 o 到 7 i 的同伦（参看图 94). 如果 Iq ^ Ii 是正方形/ 2 的 

底边，而 J 0 , Ji 是它的侧边,那么，根据闭路同伦之定义，尸在/ 0 与 A 的限制分别 

同70与 71 重合， 而尸在 為与 A 上的限制给出了 D 内的两条道路 A ) 与汍，又因 

r ( o , i 2 ) =尸 ( M 2 ), 所以道路汍与 /? i 完全重合.由变量替换 
变成了正方形/ 2 中的一个 1- 形式 w = r * uj l A . 这时如= dr * u l A = r * d ^\ = o , 因 

为= o . 因此,根据斯托克斯公式有 


Sr ：/ 2 


― > 


尸⑷，形式 




du ) = 0 


di 2 


里，沿着某些曲线画了给它们定向的箭头,这在后边有用，读者暂时不必去管它们. 


94 
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但是 


0J — 


0J — 


dl 2 


Jl 


lo 


h 


Jo 


+ 


- 


0o 


Pi 


71 


所以 


A 


A — 


定义 5 —个区域叫做 单连通区域， 如果其中的任何闭路都与点同伦（即与不变 
道路同伦). 

这就是说,在单连通区域内，任何闭路能收缩成一点. 

命题4 设在单连通区域内给定场 A 它满足势场的必要条件 （3) 或 （3')， 那么 
它就是 D 内的势场. 

◄ 由命题1及对它的注1,只要验证对 D 内的任何光滑道路7等式 （5) 成立即 
可.由题设，道路7同伦于一个不变道路，即由一个点构成的道路.沿着这样的单点 
道路的积分显然为零.但根据命题3,在同伦下积分不变,这就是说，等式 （5) 对于道 

路7也成立 .► 

注3命题4包括了命题 2. 但是,考虑到一些应用上的方便，我们认为最好还 
是给命题2—个独立的证明， 

注4命题2的证明，并未用到光滑道路彼此能够光滑同伦 • 


向 量势、 恰当形式与闭形式 

定义6设 4， B 都是区域 D GM . 3 内的向量场.如果在 D 内关系 B == rot A 
成立， 就说 A 是 B 在 D 内的向量势， 

回想向量场与定向欧氏空间肢 3 中的形式之间的联系，以及向量场的旋量的定 

义，则关系 B = rotA 能写成4 = du l A . 因此 WdivB = = — 于是，我 

们得到了场 B 在区域乃内为向量势（即 B 是域 D 内某向量场 A 的旋量）的必要 

条件为 


囈 


⑺ 


divB = 0* 

我们常常（特别在物理学中）把满足条件 （7) 的场叫做管量场. 

例5在§1中列出了麦克斯韦方程组，其中的第二个方程恰好满足 （7) 式 
此，自然希望把磁场 B 看作是某个向量场4的旋度，即4是场 B 的向量势.在解 

麦克斯韦方程组时,就是要找出这样的向量势来. 
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正如从定义 1 及定义6所见，关于向量场的标量势及向量势的问题（我们只在 
R 3 中才提出后一问题）是下面的一般问题的特殊 情况： 什么时候微分 p - 形式 J 是 
某个形式 U ^— 1 的微分 dw ^-\ 


定义7称微分形式 J 是区域 D 内的恰当微分形式，如果在这个区域内存在 


形式 o; p - 1 使 w p = dw v ~ l 


如果 W 是 Z ) 内的恰当微分形式，则= 0,因此,条件 


⑻ 


duj = 0 


是形式0；为恰当形式的必要条件. 

我们（在例4中）已经看到，并不是满足这个条件的形式都是恰当形式.因此， 
我们再引入. 

定义8如果微分形式 o ; 在区域 P 内满足条件（8)，就把它叫做 D 内的闭形式. 
我们有 

定理（庞加莱引理）球内的闭形式是恰当形式. 

这里所说的是 R n 内的任意球及任意阶的形式,所以命题2是这个定理的简单 


特例 


庞加莱引理可以这样 理解： 恰当形式的必要条件 (8) 局部地是它的充分条件,这 
就是说，如果满足条件(8)，则对于区域内的任何点，必定存在它的一个邻域，使得形 

式0；在此邻域内是恰当的. 

特别地，当向量场 B 满足条件 （7) 时，则由庞加莱引理推知，这个场 B 至少局 
部地是某个向量场的旋度. 

在这里，我们不打算再花时间去证明这个重要定理（愿意看它的证明的读者可 
在第十五章读到它)，而宁愿在本节最后（借助 1- 形式的知识）对闭形式的恰当性问 

题与此形式的定义域的拓扑之间的联系的一般特点作些说明 • 


我们考察去掉两个点 PuP2 的平面股 2 (图 95) 和在图上画出的道路 7 o ,7 i 

和72的支集.设道路72能够在所讨论的区域的范围内收缩成一点,所以，如果在 D 
内给出一个闭形式 cj ， 那么 w 沿 72 的积分为零.设道路70不能在 D 内缩成一点， 
然而这条道路能与道路同伦,而不改变形式 w 的积分值,显然, o ; 沿 71 的积分1 
以归结为沿着环绕仍顺时针行进的一个回路的积分及两倍的沿环绕 P2 点逆时针行 
进的回路的积分.如果用 T u T 2 分别表示形式 u ； 沿着围绕 Pl 及 P2 的小圆周按逆时 
针方向的积分，即知形式 cj 沿区域 D 中任何闭路的积分将等于 niTt + naTs , 其中 
m , n 2 都是整数，它们指示的是我们绕平面狀 2 中的小洞是沿什么方向及所绕 

的圈数. 


m 
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环绕 Pl , P 2 的圆周 C U C 2 可以做为闭路 7 C D 之集 

合的基底.如果把两条彼此同伦且 o ; 沿着它们的积分值 
相等的闭曲线等同看待，则在这个基底下，任何闭路7,都 

的形式.量 J ； a ； == 7；叫做循环 


能表成7 = 

常数或积分周期.如果区域更复杂些，比如其中有 fc 个独 
立的简单回路，则根据分解式 7 = +…+ n k c k 得到 

+ n fc T fe . 有这样的结果，对任给的一组数 

•， T fc , —定存在着这个区域的闭 1- 形式，正好有这样 
一 组周期（这是德.拉姆定理的特殊情况;参看第15章) • 

为了直观起见，我们把以上讨论限制在平面区域情形， 
然而,这里所说的一切对的任何区域也 都对. 


nici + ri2C2 




+ 


■ 


• * * 


Ti,- 


例 7 在镯形区域 （ R 3 内由环面所界的区域）内，所有 
闭路显然都与绕小洞若千次的圆周同伦' 就是这个圆构成 
了这里的唯一非点化的基回路 c . 

此外，以上所说的一切对髙维道路也都适合. 一 维闭路是圆周映像,或者说是一 
维球面的映像.如果取 A : 维球面的映像代替一维闭路，对它们引入同伦概念，并在给 
定区域 DcR n 内考察 fc 维球面有多少个互不同伦的映像，就得到区域乃的某种 

特征，它在拓扑学中形成了所谓区域 D 的 fc - 同伦群，记作 MD ). 如果在 D 内^ 
维球面的所有映像都同伦于常映像，我们就认为 rt k (D) 是平凡的（它只包含一个元 

素).有这种可能: MD) 平凡，而 n 2 (D) 不平凡. 

例8如果把空间 R 3 去掉点 O 后作为 A 那么在此区域内的任何闭路都能缩 
成一点，而 K 3 内包围点 O 的球面，在此区域之内则不能缩成一个点. 

原来，对于闭 fc - 形式的周期有重要意义的不完全是同伦群 ^ k ( D ), 还有所谓同 
调群 H fc ( D )( 参看第15章). 


例9由上所述，我们可以得到这样的结论，例如，在区域 D = R 3 \0 内，每个 
闭 1- 形式是恰当的 ( R 3 \0 是单连通的)，但并非每个闭的 2 -形式都是恰当的.用 

\0 内的任何无旋场 A 是某函数的梯度，但是并非每个无源场 


3 


语言表示就是 
B(divB - 0) 一定是这个区域内某个场的旋度 


例10与例9正好相反，我们取镯形区域作为从对于镯形域来说，群 
不是平凡的 （参 看例乃，而 7 r 2 ( D ) 是平凡的，因为把二维球面映入 D 内的任何映射 
/ :炉 — D ， 在乃的范围内能收缩成常映射（球面的像可缩成一点).在这个区域内, 

并不是每个无旋场都是势场，但是每个无源场必定是某个场的 旋度‘ 

_ 

译者注.这里“所有闭路”应改为“所有非点化闭路，即所有在区域内不能缩成一点的闭 路”. 
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习 


f ( r ) r 是势场. 


试证任何中心场 A 




♦ 


设 F = -grad (/是有势力场.试证在这种场内，质点的稳定平衡位置在这个场的势的极 


小点处. 


我们已经看到，对于静电场丑，麦克斯韦方程组 （§1(12) 式）可归结为一对方程 ▽ . E 




P 


二 ， Vx 五 = 0. 


So 


条件 ▽ x £ = 0表明至少在局部也有 E = -grad ^点电荷的场是势场，又因任何静 

电场是这种场的和(或积分)，所以它也总为势场.在静电场的第一个方程中令五=-即 
知它的势 P 满足泊松①方程 △# = /. 势#完全确定了场五， 所以场 E 的刻画就归结为 


找出函数 A 即泊松方程的解 


己知点电荷的势（例 2)， 试解下列问题. 
a ) 有二点电荷一它们分别位于空间肢 3 中笛卡儿坐标为 

的点处.试证由这二点电荷产生的静电场，在距这些电荷的距离远大于 d 


) 


d 


o,o ? - 


2 


的点处的势为 


= -： - -gd + o 

47 teo 


r 3 7 ’ 


其中 r 是点的向径 r 的模. 

b) 移动点的位置，使其离开二电荷越来越远，这与把二电荷靠近（即将 d 变小）是等价的. 

若固定 gd 
数 - 

’ 4 丌 e。r 

电荷对 — 及用上述极限过程所得到的结构为偶板子，向量 p 叫做偶 板矩. 取极限 
所得到的函数 V ?叫偶板子势. 

试求当沿着与偶极矩方向成0角的射线无限远离偶极子时，偶极子的势的渐近值. 

c ) 设 < p 0 是由单位点电荷产生的势，0是偶极矩为 J>i 的偶极子势.试证灼 

d) 上面对于一对点电荷用极限过程构造偶极子的方法，可以用于四个点电荷（确切地说是 

具有偶极矩 PUP 2 的双偶极子）并得到 双偶极 子及相应的势 • 一般来说，我们能 得到) 

级多偶板子， 它的势 


这个量，并将 d 变小，那么，作为极限，在区域 R 3 \0之范围内得到函 

为了方便，引入向量 p ， 它的大小就是 P ， 而其方向是从到1称 


: P 




(pi^V)ipo 






^Vo 


—(― i) j (p 厂 v)(pj-i. … （pi. v)v?o = 《ki 




dx i dy k dz l ’ 




其中叫做多 偶板矩的分量 _ 试对双偶极子计算并验证多偶极子的势的公式 • 

e ) 试证当远离聚集电荷时，它的势的渐近主项等于这里 Q 是聚集电荷的总电量. 

f) 考察由符号相反的电荷组成的中性物体(例如分子)，试证，当离开物体的距离较物体的 

尺度大得多时，电势的渐近主项等于 

①泊松 ( S ^ D . Poisson ) (1781—1840)，法国力学、数学及物理 学家; 他在理论上的基础工作有天 

体力学，数学物理与概率理论.泊松方程是在他的重力势与地球引力的研究中出现的 • 


pe 


这里是单位向量，其方向是从物 


4 tV 6 o 
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体指向观察点处 ； p = Qi 是第丨个电荷，而表是它的 向径； 坐标原点选在物体 

的某个点处. 

6 )任何聚集电荷产生的电场，在离开它们相当远处的势，（在渐近意义下）分解成多极子势 

型的函数.试以这个势的前两项为例证明这个断言（参考 d )， e ) 和 f ”. 


检査以下各区域是不是单连 通域： 

a ) 圆 {( a ;，?/) e R 2 \x 2 +y 2 < 1}; 

b ) 空心圆 {( x ， y ) e R 2 jO < x 2 + y 2 < 1} ; 

c ) 空心球 {(x,y,z) € R 3 |0 <x 2 + y 2 + z 2 < 1}; 

d ) 圆环 e 1 R 2 |$ < x 2 + y 2 < l }; 


_ 


2 


e ) 球环 < { x , y , z ) e R 3 f - < x 2 + y 2 + z 2 < l >\ 


2 


f ) R 3 内的镯形域. 

a ) 给出具固定端点道路的同伦的 定义； 

b ) 试证一个区域是单连通域的充要条件是，具共同起点与终点的任意两条道路，在 a ) 的定 

义之下同伦. 


试证 


S 1 (一维球）到二维球面 S 2 内的任何连续映射 f ' 穿 — S ' 沿着 S 2 可缩成一点 
(即缩成不变映射). 

b ) 任何连续映射 S 2 4 也与映成一点的映射同伦. 


a ) 


c ) 任何连续映射 f •• S 1 — S 1 同伦于某映射# ^ np ， 其中 n 是 Z 中的某个数 ， p 是圆周 

上点的极角. 

d ) 球面浐 到镯形区域内的任何连续映射同伦于映成一点的映射 • 

S 1 到镯形区域的任何连续映射，同伦于一个绕着镯的洞跑过 n 次的闭路，其中 




e) 


n € Z 


7. 在区域 R 3 \0 (即去掉点 O 的空间] R 3 ) 内做一个 

a ) 闭且非恰当的2 -形式； 

b ) 无海向量场，使它不是此区域内任何向暈场的旋度. 

8. a ) 在区域 D = R n \0 (空间 R n 去掉点 O ) 内有闭而不恰当的 p < 

b ) 在区域 D = R n \0 内建立一个闭而不恰当的 p 二 n — 1形式 • 

9. 如果 w 是区域 D C R n 内的闭1 -形式，则根据命题2,任何点 xeD 有邻域 f /( aO , 使^ 

在其内是恰当的.下设^是闭形式. 

a ) 试证：如果两条道路 7i : [0，1】 — D，i = 1，2有共同的起点和终点，并且只在闭区间 

[ a , /3] C [0,1] 上不一样，而且它们的像位于同一个邻域 U ( x ) 之内，则& u ; = J； 2 w . 


- 1形式吗? 





b ) 试证： 对于任意一条道路 [0, l }3 t ^ 7 (0 e D , 都存在数 (5 > 0,使得当道路今与7有 

\ j ( t ) - 7(61 < <5时，恒有 


相同的起点与终点，且偏离7不超过5,亦即 


\miKi 


O^t^l 


c ) 试证，如果具有共同起点与终点的二道路 71 , 72 作为固定端点道路，在区域 D 内同伦， 

那么，对于 D 内的闭形式 w 有 / 71 U ； = / 72 0；. 


a ) 稍后我们将证明定义在正方形 J 2 上的任何连续映射 r ： I 2 ^ D 能用光滑映射（甚至 


10 


用多项式） 一 致逼近到任何程度.试由此推出，如果区域 D 内的道路 71 , 72 同伦，则对 
于任意的 e > 0,能找到光滑同伦的道路71,72,使得 


li ( t ) - 7 i ( t )\ ^ = 1,2 


lOIiW 


0<t^l 


b ) 现在用练习 9 的结果证明，如果区域 D 内的闭形式沿着光滑的同伦道路的积分彼此相 

等，那么，它们对于此区域内的任何同伦道路也相等（不必假定同伦是光滑的).当然，对 
于道路本身需要假定有某种正则性，以便沿此道路能进行积分. 


a ) 试证： 如果形式使 o; p = dw ^ 1 = 必卜 1 ，则（至少是局部地）能找到形 

- 1 + do ;^ 2 . (两个相差某形式的撖分的形式，有相同的微分. 


11 


式 y _ 2 ，使得 
这显然能从等式 d 2 o ； = 0推出 .) 


UJ 


b ) 试证静电场的势^ (见练习 3) 可在不计一个附加常数的区别下完全 确定. 如果要求势 

在无穷远处趋于零，这个常数就确定了. 


3 


，其中第一 


由麦克斯韦方程组（§1(12))，得到下面一对静磁方程 ▽• £ 

个方程说明场 J 5 至少局部地有向量势 A ， 即 B = ▽ x A 

a ) 试描述磁场 B 的势4之选择的任意性（参看问题11 a )). 

b ) 设; r ， y ， 2： 是] R 3 中的笛卡儿坐标.试求沿 O 0 轴方向的均勻磁场 B 的满足以下诸附加 

条件之一的势 A ：( i ) 场4具有（0, 4 y ,0) 的 形式； （ ii ) 场4具有 （ Ar ，0,0) 的 形式； （ iii ) 
场4具有 ( A x , A y ,0) 的 形式； （ iv ) 场4关于绕仏轴的旋转不变. 

c ) 试证，选取满足附加条件 ▽ . A = 0的 A 的势的问题能归结为求解泊松方程，更确切地 

说，是归结为求标量 函数也 使对给定的标量函数/满足方程 △# = /. 


0, V x 


_ 


So C 2 


3 


d ) 设静磁场 B 的势 A 能使 ▽ . A = 0. 试证 A 满足泊松向量方程 : AA =- 

引用势的概念就能把求静电场（问题 3) 与静磁场的问題都归结成为解泊松方程的问题 • 


于是， 


€qC 2 


众所周知以下 的亥姆霍兹①定理：在欧氏定向空间 R 3 的区城 D 内，任何 光滑场 F 能分解 
为 无旋场 巧 与管 量场巧 之和 F = Fi + F 2 . 试证，这种分解法的建立可归结为解某个泊 

松方程. 

设给定了一定质量的某种物质，它的状态由热力学的参数 P , ( T ) 刻画.设它在由状态 Vb , 
Po , ( To ) 向状态 V ， P , ( T ) 转变，假定转变过程很慢（拟静态地)，并且是沿着坐标）状 

态平面中的道路7进行的.在热力学中证明了量 S = 只与路径的起点 ( V 0? Po ) 和终 

①亥姆霍兹 ( Helmholtz ) (1821—1894) -德国物理学家与数学家，他是首先发现一般的能量 

守恒原理者之一.顺便指出，正是他首先确切地区分了力与能量的概念. 


13 


_ 


14 
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点 (1/, P ) 有关，其中⑽是热交换形式，这就是说，当固定了其中一个点，例如 （ K 0 ， P 0 ) 后, 
S 就成为所考察的系统的状态 ( V , P ) 的函数.这个函数就叫做系统的熵. 

a ) 试由此推出 0 ；=^是恰当形式，并且 o ; = 

b ) 试利用第十三章§1之练习6所指出的理想气体的形式 JQ ， 求理想气体的熵. 


§4应用例子 

为了具体展示上面所引入的概念的作用，并阐明髙-奥-斯公式作为守恒律的 
物理意义.在这里，作为例证,我们将研究某些重要的数学物理方程的推导. 

1. 热传导方程 

可观察的物体的温度 r = T ( x , y , z , t ), 作为物体中的点及时刻{的函 
数是一个数量场.由于物体各部分进行热交换，场了就可能有所改变.然而这种改 
变并不是随意的，而必须服从一定的规律，我们希望把这种规律明确地表示出来， 

设及是所考察的物体以曲面 S 所限定的部分.如果在 D 内没有热源，那么含 
在内的物质的内能，只能通过热交换来改变，在这种情况下，只有通过 D 的边界 

S 进行能量转移. 

我们分别计算在体积乃内的内能变化及通过曲面的能流，根据能量守恒定律， 

列出这些量的等式，并得到所需要的关系式. 

大家都知道，要使均匀物质 m 的温度升髙 AT ， 所需要的热量为 cmAT , 这里 

c 是该物质的比热.因此，如果在时间间隔内我们的场了的增长量为 △: T 

T ( x , + T ( x ,2/,2, t ), 则区域£>内的内能增加 

cpATdV 


/// 


⑴ 


D 


p ( x , y , z ) 是物质密度. 

由经验知道,在温度变化的相当大的范围内，因热交换，在单位时间内流过物体 

中的小面元加 = wdfj 的热量，与场 -gradr 通过这个面元的流量 -gradT - da 成 

正比（梯度是关于空间变量取的).比例系数 fc 与物质有关，叫做 热传导 系数. 
gradT 前面的负号表示能量从温度髙处向低处流动.这样一来，在时间内，通过 
区域 Z ) 的边界 S 沿外法线方向流出的能量（精确到 〆 △())是 

—fcgradT - d 


这里 


P 




JJ 


( 2 ) 


At 


s 


将 （2) 式表示的量变号并除以后，令 A * — 0取极限，并使之与 （1) 相等， 


得到 


6T 


// 


/// 


(3) 


fcgradT * da. 


dV = 


cp 


dt 


s 


D 



应用例子 


269 


这个等式就是函数 T 的方程，设 T 足够光滑，并对 （3) 式右端利用高-奥公 
式，等式 （3) 就变成 


dT 


/// 


/// 


div (fcgradT) dV. 


cp^rdV = 


dt 


由此，根据区域 D 的任意性，显然可得 


dT 


(4) 


cp-y— = div (fcgradT). 


dt 


这样我们得到了积分等式 （3) 的微分 形式. 

假如在区域 D 内有热源（或热 汇)， 其强度具有密度那么等式 （ 3 ) 


应该换成 


/// 


// 


dT 


/// 


(3') 


FdV. 


fcgradT" • dcr + 


dV = 


cp 


dt 


这时，代替公式 （4), 我们得到方程 


dr 


(40 


div (fcgradT) + F. 


cp 




dt 


如果假定物体的热传导是各向同性且均匀的，则系数 A 是常数，而方程 WO 就 
变成下面的标准形式 


8T 


⑸ 


= a 2 AT + f, 

其中 f = L , 而 〆 =1为温度传导系数' 通常称⑸式为 热传导方程. 

cp cp 

在稳定热交换状态，场了与时间无关，这时方程变成了 泊松方程 

■ 

AT = ip, 

其中 p = 如果还设物体内无 热源， 就得到拉 普拉斯方程 

a 1 

AT = 0. 


dt 


( 6 ) 


⑺ 


我们已说过，拉普拉斯方程的解叫做调和 函数. 调和函数在热物理学里的解释 
是： 它对应于在物体内部建立的那样的温度场，其中热流的运行既没有汇也没有源， 
亦即热源（广义的，也包括汇）不在物体体内 • 例如，在物体 V 的表面上，保持 
给定的热状态 : T t 不变,那么，在体 V 内的温度场,就稳定成某个调和函数的 
形式.拉普拉斯方程 （7) 的解的这种解释,使得能预见到调和函数的许多性质■例如 
在区域 V 内的调和函数，在这个区域内必定没有严格的局部极值，如若不然，则热 
量只能从(向)那些较热（较冷）的部分流出（入）而变冷（热)，这与所说的场的稳定 

性矛盾. 


译者注.通常称它为热扩散系数，相应地， * 叫热传导系数 ♦ 
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连续性方程 

设在所考察的空间内充满某种介质, /) = p { x , y , z , t ) 是介质的密度, v = v ( x , y , 
z , t ) 是介质运动的速度场,它们是空间内的点 ( x , y , z ) 与时间 * 的函数. 

我们将从质量守恒定律出发，利用髙-奥公式，建立这些量之间的关系. 

设£>是所考察的空间中的区域,其边界为反在一段时间以之内，区域乃内 

的物质质量增加了 




/// ( 咖 ， y 


， z，t + At ) - p ( x , y , z , t )) dV . 


D 


在这很短一段时间 A * 内，物质经曲面 S 流向 S 的外法线一侧的流量等于（不计高 
阶无穷小 o ( Ai ) 的误差） 


// 


At 


d 


pv 


s 


如果在区域 D 内没有源及汇，则由质量守恒定律得到 


// 


/// 


ApdV = -At 


pv • da . 


s 


D 


令 At — 0 取极限，就得 


dp 


// 


/// 


pv • da \ 


^dV = - 


dt 


s 


D 


对此等式的右边应用髙-奥公式，并注意到乃是任意区域，就得到，对于足够 
光滑的函数 p ，％ 应成立以下关系式 


dp 


⑻ 


= — div ( pv )， 


dt 


它叫做连续介质的 连续性方程. 

连续性方程的向量记法是 




(80 


■7^7 +V * (pV) = 0, 


dt 


或将第二项拆开，写成 


Op 


( 8 ") 


——— v - Vp + pV * u = 0 


dt 


的形式 


如果介质是不可压缩的（液体)，则通过闭曲面 s 流出的介质体积应为零 


U v 


d 


0, 




S 
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由此（仍据高-奥公式）得到，对于不可压缩介质成立 


⑼ 


divv = 0. 


因此，对于变密度不可压缩介质（水及油）来说,方程 （8〃） 变成如下形式 


dp 


( 10 ) 


+ v - Vp = 0. 


dt 


dp 


如果介质又是均勻的，则 ▽/? = 0,因而 

连续介质动力学基本方程 

现在引入连续介质在空间中运动的动力学方程.除上面已讨论过的函数以 
外，它们在这里仍表示介质在时刻〖及空间点 ( x ， p , z ) 处的密度及速度，我们还将考 
察压力 p = p (: c , 2/，2, i ), 它也是空间点及时刻 f 的函数 • 

在充满介质的空间中分出一个区域 A 设 D 的边界为反今考察在固定时刻作 

用于分出来的这一部分介质的体积上的力. 

某些力场（例如重力场）能作用于介质的每个质量元素上.这种场 提供了 
所谓质量力.设 F = F ( x , y , z , t ) 是由一些外场产生的质量力密度.这时，这些场作 
用在质量元 〆V 上的力为 FpdV . 如果这个质量元在所考察的瞬间具有加速度 a ， 

则据牛顿定律，这就等于说还存在惯性质量力 -apdK 

最后，在曲面 S 的每个面元 rftr = ndcr 上，有由压力引起的面力 —pda 作用，它 

来自与£>内的介质粒子峨邻那些粒子（这里71是 S 的外法线). 

根据达朗贝尔原理，任何物质系统，在其运动的每一瞬间，作用在它上面的全部 
的力，包括惯性力在内，是互相平衡的,亦即它们的合力应为零.在我们的情况下,就 


= 0 


dt 




是 


II 


/// (f 


( 11 ) 


)pdV - 


pd€T = 0 




s 


D 


此和的第一项是质量力与惯性力的合力，第二项是作用在所考察的体积的界面 

s 上的压力的合力.为了简单起见，我们认为所处理的是理想的（无粘性的）液体或 

_ 

气体，其中作用在面积山 T 上的压力是 - pda , 这里的数 p 与空间内面元的方向无关_ 

应用 §2 的公式 （10)， 根据等式 （11) 得到 


/// 


/// (F 


— a)pdV — 


grad^rfV" = 0 


D 


D 


由此并注意区域 d 的任意性，显然推出 


( 12 ) 


pa = pF — gradp , 

在这种局部形式下的介质运动方程，与物质质点运动的牛顿方程完全相当 


第 + 四章向置分析与场论初步 


272 


介质质点的加速度 Cl 是这个质点迤度 v 的导数 $.如果 x = x ( t),y = y ( t ) 

是#质的速度场， 


, Z = 


( t ) 是空间中粒子运动的规律，而 v = v ( x , y , z , t ) 

个的质点得到 


那么，对任何单 


z 


dv _ dv dv dx dv dy dv dz 
dt dt ^ dx dt ^ dy dt + dz dt ’ 


或 


dv 


+ (v - V)v 


dt 


这样一来，运动方程 （12) 变成如下形式: 


dv 


(13) 


〒= ir — - gradp 


dt 


P 


或 


dv 


(14) 


+ (v • V ) t ? = F - -Vp 


dt 


p 


通常把方程 （14) 叫 做流体动力学的欧拉方程. 

向量方程 （14) 等价于由三个标量方程组成的方程组，这些方程中包含着向量 v 
的三个分量以及两个函数 P ， P . 

因此，欧拉方程还不能完全确定理想连续介质的运动.诚然，对它再补充上连续 

性方程 （8) 是自然的事,然而，即使这样，方程组仍然是不定的. 

要想完全确定介质的运动，还得对方程 （8) 及 （14) 补充关于介质的热力学状态 

_ 

的有关信息（例如状态方程 f ( p , p ， T ) = Q 及热交换方程).在本节最后一段里，读者 
将能得到能够给出这些关系的有关知识. 

4. 波动方程 

现在研究在其中有声波传播的介质的运动.显然这种运动也服从方程（ I 4 ),但 

由所研究的现象的特殊性，这方程在给定情况下还可以化简. 

声音是介质状态的疏密交替，并且在音波中,压力偏离其平均值的量非常小—— 

比率约为1%.所以声音是介质的体元素偏离其平衡位置很小的小速度 运动. 然而， 
按照介质的分子运动的平均速度来衡量时， 激发 （也就是波）在介质中的扩散速度可 
与介质分子运动的平均速度相比拟，大大地高于所考察的介质的各个部分之间的热 
交换速度.因此，我们能把气体中的声音的运动看作是在其平衡位置附近的完全没 

有热交换的（绝热的）小振动. 

由于宏观速度 r 本身很小，将运动方程 （14) 内的 ㈨ • ▽)« 舍去就得到等式 


dv 


p—- = pF — \^p 


dt 


如果根据同样的理 由把# v 这样的项也忽略掉，那么上面的等式就可化作方程 


dt 


d 


= pF -Vp 


dt 
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把（关于坐标: r ,2/， z 的）算子 ▽ 作用在上式两端，就得到 


d 


— (V ■ pv ) = V - pF — Ap 


dt 


利用连续性方程 （80, 并引用记号 ▽•/ = -軋 就得方程 


d 1 2 p 


(15) 


=$ + Ap 


dt 2 


如果外场的影响可以忽略，那么方程 （15) 就归结为发声介质内的密度与压力的 


关系式 


d 2 P 


(16) 




由于过程是绝热的，状态方程 f ( p ^ p , T ) = 0就归结为 p 和 p 之向的某个关系式 
p = ^( p ), 由此推出 


d 2 P 


d 2 p 


dp 


= ^(p)^+r(p) 


dt 2 


dt 


又由于声波中压力的振动很小，可以认为 ^ 以 ( PQ ) ， 其中 Po 是平衡 压力. 因此， 

t /?〃 = 0且 


d 2 p 


糊 岛. 由此，最终从 （16) 式:得到 


dt 2 


d 2 p 


a 2 Ap, 


(17) 


dt 2 


其中 a = (^( po ))-^ 这个方程刻画的是在声音运动状态下，介质中的压力的变化 - 
方程 （17) 刻画了连续介质内的最简单的波动过程.它叫做齐 次波动方程. 

简单的物理 意义: 它是在给定的介质内声激励的传播速度，也就是其中的声速（见练 


有很 


UU 


习 4) 


在受迫振动情形，有某种力作用于介质的每个体 元素； 其体密度分布是已知的. 

这时方程 （17) 就换成了与方程 (15) 相应的关系式 




(18) 


当/ 舍 0时，称它为非 齐次波动方程 


练习 


1. 设连续介质运动的速度场 t ; 是势场.试证当介质不可压缩时，场 t ; 的势 W 是调和函数， 

△ V ? = 0( 参看 （9) 式). 

2. a ) 试证流体动力学的欧拉方程 (14) 可以写成 


dv 


—v x rotv = F - gradp 


+ grad 


dt 


2 


P 


(参看 §1 的练习 1) 






现在讨论波动方程 （17) 的最简单的情形，即压力只与空间点 （ x ， y ， z ) 的 o ; 坐标有关的平面 
波情形. 

a ) 试用变量替换 

程的解的一般形式为 

b ) 试把所得到的解释成两个波 / Or ), p (; r ) 沿 Ox 轴以速度 a 分别向左和向右传播的过程 • 




d 2 p 


= 0的形式并证明，这个方 


+ at ， 将此方程化为 

f(x + at ) + g(x — at ), 这里/， S 是 C 2 类的任意函数 • 


x — at^v 


x 




dudv 


: p 




满足柯西-黎曼方程组的一对调和函数叫做 共轭调和函數 • 

e ) 验证函数 /( z ) = + ^) i x ： y ) 是复变量 z 的可微函数，其中 

平面流体力学问题与复变函数论的联系_ 


+ iy . 这就决定了 


如果流动的速度场具有 t ; = (%,%，0)的形式，很自然，称它为 平行平面流， 或者简称为 

平面流. 

a ) 试证，对于平面流，不可压缩性的条件 divt ; = 0及势性的条件 rot ” = 0分别有如 

下形式 


謙 


dv x dv y 


dv x ■ dv y 


= 0 


= 0, 


dx 


dy 


dy 


dx 


b ) 试证，至少在局部，这些等式能够保证满足条件 (- v y , v x ) = grad 嗲和 ( v x , v y ) = grady ? 

的函数 ^( x , y ), ip ( x , y ) 存在 • 

c ) 试验证这些函数的等髙线 <p = c u tP = c 2 正交，并证明在稳定流动中，曲线矽= C 是介 

质质点运动的轨道.这正是把函数分叫做流 函數， 以区别 于速度势函数 P 的原因. 

d ) 试证，在函数 V ?与岭足够光滑的假定下，它们都是调和函数，并且满足柯西- 黎曼方程: 

dip _ d^p d(p _ d * 
dx dy 7 dy 


dx 


这叫做 伯努利 ( Bornoulli ) 积分 


P 


—U = 常数， 




2 


P 


d ) 试从这个等式推出等式 


咖 ， 1 

dt 2 

这等式叫做柯西 积分， 它断定此式左边与空间点的坐标无关. 
e ) 试证，如果这个流动还是稳定的，即场 v 与时间无关时，就得到关系式 




—U = 


+ 




p 


b ) 根据 a ) 中所得的方程 验证： 只有当 P 是势场时，才可能有均勻不可压缩液体的无旋流 

( roti ; = 0), 

c ) 本来（拉格朗日定理)，势场 P = gradf/ 中的流动一旦在某一瞬间是无旋的，那么它过 

去和将来都是无旋的.因此，这样的流至少是局部势场，即 t ; = radv ?. 试验证势场 F 
产生的均匀不可压缩液体的势流，在每个瞬间都满足关系式 
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o 
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\ ^ / 


a 
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+ 


2 




I 

Qu 
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ad 
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c ) 在一般情况 （17) 式中，也认为 a 是波的传播速度，并考虑到关系式 a = (^( po ))' 1/2 ； 

如同牛顿假设温度在音波中为常数，即假定音的振动过程是恒温的，求空气中的音速 

(状态方程是 p = \ R — 8.31 J - mol -1 - K -1 是普适气体常数 ； /x = 28.8 g • mol - 

是空气的克分子量对温度为 or , 即7 1 = 273 K 的空气进行计算.牛顿求得的 

280 m / s ). 

d ) 假定声音振动是绝热过程，试仿效拉普拉斯，求空气中的音速 CjL ， 并使它比牛顿的结果 

更精确，（在绝热过程下 ， p = 这是第13章§1问题6中的泊松公式.试证明若 

' 则 a = 7 W -- 对空气来说 ，7 = 1.4. 拉普拉斯求得 a = 330 m / s ， 这与试 


on 


cn = 


cn 


cn = 


P 


P 


验吻合得很好) 


5. 利用标量势与向量势可把麦克斯韦方程组 (§1(12)) 化成波动方程（确切地说是化为几个同一 

类波动方程).解决了这个问题，将能确认以往说过的事实. 

a ) 由方程 ▽ . B = 0推出至少局部地有 B = ▽ x A ， 这里 A 是场 B 的向 量势. 

能推出至少局部地存在标童函数^ 


dB 


b) 已知 B = ▽ x A ， 试证：由方程 ▽ X 




dt 


dt 


dA 


及5 = ^乂>1中的以义换成另一对满足条件 


c ) 验证，当把场 E = —XV — 

= A + ▽岭的势分，1时，场£7和 B 不改变.这里分是 C ⑺ 类的任 


dt 


ip = ip — 

意函数. 


m 


d ) 试由方程▽•五=上推出势 f 与势>1的第一个关系式 -一 • A 
) 试由方程 c 2 v 


P 






^0 


dE 


=^- 推出势¥>与 A 的第二个关系式 


x 


e 




dt 




c 2 V 2 A + c 2 V(V - A ) + I = 


d 


3 




dt 


^0 


f ) 试用 c ) 证明，解出辅助的波动方程△妒+ / =能在不改变 迟和 B 的条件下 

选出势 P 和 A , 使它们满足补充条件 V A = - i ^ (称此条件为度规条件). 

g ) 试证，如果按照 f ) 中说的那样选择势 f 和义，则由 d ) 和 e ) 可得关于电场的数量势 <p 

与向量势4的非齐次波动方程 


pc 2 d 2 A 

=V x A 


S =c 、+ 


=c 2 AA + — 


€0 


SO 


求出 w 与 a 后，就能得到场 e = ▽#, 
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1线性代数准备知识 


1. 形式代数 


为 X 的 
ex 关于此基底的分解式， 


— 为 X 上的实值 fc - 形式.若 ei ， 

x ik e ik 为向量 


设 X 为线性空间， F k :X 


k 




基底，而 

则由对每个变量的线性性,有 


，办= 




= X L 6 i x 


k 


F k { Xl 


, x k ) = F { x H e il: 

= (〜 ，… ,ei k )x 11 • 


9 


• » 


(i) 


• x 


~ a i\ … ik 


因此,在给定 X 的基底后，就能把 fc - 形式 F k : X k ^ R 等同于一组数 


若…，匕是 X 的另一基底，且％广么 = F k ( e hr - = 


则得到与同一形式对应的数组之间的变换（张量）定律 


1 ,. 


,n ， 


» ■ 


= 0(0” 


( 2 ) 


a i \- ik C i 


a h … jk 




线性空间 X 上 / C - 形式之集浐:= { F * : 4 IR } 本身，关于 fc - 形式的标准加 

法与数乘运算 


(F^ + F^x) :=Ff(x) + F 2 fc (x )， 

( XF k )( x ) := AF fc 0) 


(3) 


(4) 


构成线性空间. 
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对于任意的 A : 和/形式 F k ， F l , 定义 其张量 积运算 (8) 如下 

(F k 0F l )(x u 

因此， 0 沪是 fc + !次的形式.显然有以下诸 关系： 

(XF k )^F l =X(F k ^F l ) 1 
(F a fc + F 2 fc ) ®F l = 

® (Fl + F l 2 ) = F k ® F[+F k ®Fl 
(F k ®F l ) ^ F m = F fe 0 (F l 0 F m ). 


,x k )F l (x k+ir - ,x k+i ) (5) 


^x k+l ) - F k (x u 


， X 允， Tfc+1 


« * v 


( 6 ) 


⑺ 


k 


( 8 ) 


F 


⑼ 


这样，线性空间 X 上的形式之集 S = {浐}关于新引入的运算，是等级代数 

5 二 0浐，其中，在进入直和的每个空间的范围内能进行线性运算，且当 

fc 

^ k , F l ed l 时，有 < g ) 户 e d k+l ^ 

例 1 设 X 1 •■是 X 的共辄空间（它由 X 上的所有线性函数组成)，而 e 1 ， …， 

， e n 是共辄的，即 e '( ej ) = <5 j . 


€ 


是 X * 的基底，它与 X 的基底 


ei， ， . 


因为 e i ( x ) ~ e l ( x ^ ej ) = x ^ e l ( ej ) = x^Sj = 那么，注意⑴式和 ⑼式. 就能 

E 写成如下形式 


k 


把任意 / c 形式: X 


― ¥ 


k 


( 10 ) 


(g) …0 e' 


F 


2. 斜对称形式代数 

现在考察沪中由一切斜对称 fc 形式构成的子空间/?*=，亦即 a ; e 妒指的是, 
对任何不同的指标 i，j e {1, …， n }, 成立等式 


，工 fc ) 


， ifc ) = — u (工 1， • 


，•- 


，而， 


， X j ， 


， X j ， 


， 


• _ 


从任何形式 e 沪，借助于形 式的斜对称化 算子 A :浐 — D fc ， 可得到斜对称 
形式 . 4由以下关系式 确定： 


AF k (xi, •- ,Xk) TT^fari,, 


( 11 ) 




fc! 


这里 




为偶排列时, 


1,当 


1… fc 


…名 fc 


为奇排列时， 


一1， 当 




k 


ii … h 


不是排列时. 


0,当 


k 
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若 F k 是斜对称形式，则由 （11) 可知 AF k = F k . 因此， 々 AF fc ) = AF k , 而且， 
当 CJ €妒时有 Ax ； 

比较定义⑶，⑷，(11)，得到 


这就是说 , A :浐 — 是沪到上的映射 


U ) 




* 


A(Ff + F 2 fc 卜 AF x fc + AF 2 fe , 
A ( XF k ) = XAF 

例 2 注意到 （12) 和 （13) 式，从分解式 （10) 得到 


( 12 ) 


k 


(13) 


k 


r .. ifc ^4( e 11 (8) …0 e lk ), 


AF 


=ai 


所以需求出 0 . • • < g ) e ifc ). 

注意 e i ( x )= x \ 从定义 （11) 就得到 


h (〜） … e 九 (XiH? 


A ( e 3x ® • * * 0 e 3 k )( x \ - - - Xk ) 


—e 




fd 


Jl 


3k 


^1 






(14) 




fc! 


ji 


Jk 


X 


X 


k 


k 


一般地说，斜对称形式的张量积就未必还是斜对称 形式. 所以在斜对称形式类 

中，引入如下外积运 算八： 




u k ( g ) ( jJ l ) 


k 


A to 1 := 


(15) 


a ? 


因此， uj k Acj l 是 k + l 次的斜对称形 

I 3 根据例 2 的结果 （14)， 由定义 （15)， 得到 


k+l 


CJ 


e %1 ( xi ) e t 2 ( a ： i ) 

e il ( x 2 ) e i 2 ( x 2 ) I U2 1 


11 x \ 2 


2 ! 


x 


(16) 


A e l 2 ( x lj x 2 ) = j | Yf^( en ⑧？ 2 )(^ 1 ， 工 2 )= 


ti 


e 


名 2 


X 


2 


■J 4 利用例 3 中得到的等式，关系式 （14) 及定义 （11), (15)， 可得 

(1 + 2 )! 


A ( e 11 (8> ( e 12 A e t 3 ))( xi J x 2 ^ xz ) 


e H A ( e Z2 A e Z 3 )( x \, X2 , xs ) 




1 ! 2 ! 


3! 


2!3! 


^2 T * 3 

x h x 32 

^2 t 名 3 
X 33 X j 3 


K l 3 2% 


龙 1 


3 


2 ! 


ji 


x \ 2 x \ 3 


/y»^2 /y*^3 

^ X1X1 

3 x 3 


^2 


13 


X 


X 


2 


2 


u 


ll 


=X 


3 


怎 2 


4 3 


13 


4 2 


X 


2 


X 


ll J 2 


X 


X 


X 


= x % 2 X % 2 X % 2 




t 3 


H 


X 


X 


3 


3 
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类似的推导，能证明 


e %1 A ( e %2 A e Z3 ) = ( e %1 Ae %2 ) A e 13 


(17) 


将行列式按疔展开，根据归纳原理，即得 


e ll ( xi ) … e %k ( a ： i ) 


(18) 


•，抑 ) 


e n 八…八 e %k ( x \ 




■ 

3 


攀 


e h ( x k ) 


(^ fc ) 


tk 


e 


，一 (不必是空间 JST 的 


同时，由所做的计算看到，公式 （18) 对于任何 1- 形式 eS 
基底形式）也正确. 

注意到张量积以及形式的斜对称化的以上面诸性质，即可得到斜对称形式的外 


积的下列性质 


(cjJ + W 2 ) Aujl = AcJ f +o?2 Au; l y 

{Xu k ) Au l = X(u k Au l ), 

Auj 1 = (~l) kl uj l Au k , 

( u k A UJ 1 ) A = a; fc A (J A u m ) 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 


k 


U ) 


( 22 ) 


◄ 显然，等式 (19),(20) 由关系式⑹一⑻及 (12),(13) 推出. 

对每个斜对称形式 a ; = <8)… ® e ifc , 由关系式 （10) — (14) 及 (17), 得到 

为了证明等式 (21),(22), 利用已经证明了的等式 (19),(20), 只要对形如#八_ 

^的形式来验证它们就够了. 

关于这种形式的结合律 （22) 已经由等式（ I 7 )建立. 

根据等式 （18) 及这里所讨论的特殊的形式的行列式的性质，可立刻得出（ 2 1) 


八…八 e ' 


^1 


® e lk ) = 


UJ Q/%, 




* * 


A 


4 _ 


e 


式 


我们一并证明了，任何形式 u ； eQ k 能表成 


(23) 


E 


A e lk 


；, e %1 A 


Cl 4 


UJ = 


* • « 




1 彡 ii<"<ifc<n 


这样，向量空间 X 上的斜对称形式之集 O = {^ fc }, 关于线性运算 (3),(4 ) 》外 
积 （15) 是等级代数0 在每个线性空间的范围内可进行线性运算， 


而当 J G Q k ,J G 0 时，有 u; k Au ; 1 £ Q k+l 


在直和 ㊉ 妒中，求和是在 A : 从零到空间 X 的维数间进行的，因为斜对称形式 
X fc ^ R , 当它的次数高于线性空间 X 的维数时,必然恒等于零,这可由（ 2 1)式 

(或由 （23) 式及 （18) 式）看出来 • 


k 


UJ 
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3. 线性空间中的线性映射及共轭空间中的共轭映射 

设为实数域（或其他数域，但对 X , Y 是同样的域）上的线性空间.并设 
Z : X — y 为X到 Y 内的线性映射，即对任何 G X及任何数 A G R, 成立 


l ( x \ + X2 ) — l ( ooi ) + Z(0：2) 和 /(Ax) = X ( lx ) 


(24) 


线性映射 l ： X ^ Y 以自然的方式产生一个与它共轭的映射 r ：^y 它 

是从定义在 Y 上的多重线性形式的集合到类似的集合内的映射 ，若碎是 
V 上的 A:- 形式，则按这个定义有 


, ^ k ) - = (^1 ? • • * ， 


( rF ^)( x u 


(25) 


• • • 


由 （24) 及 （25) 看出，是空间 X上的一个 /c- 形式技，即形式 r (路） C 衣 

此外,若形式砟是斜对称的，那么形式 ( l * F ^) = F % 也是斜对称的，即 r (埤） C 礤. 
在每个线性空间於^或邱的范围内，映射 r 显然是线性的，即 

r(F 2 k + F 2 k ) = rrf + rF 2 fc 且 r(\F k ) - a/*f 

现在将定义 （25) 与形式的张量积，斜对称化及外积的定义 (5),(11),(15) 相对照， 


k 


X 


k 


(26) 


就推出 


(27) 


r(F p ^F q ) = (/* f p ) ® (rF q ), 

r ( AF p ) = A ( t * F p ), 

r(u p a cj 9 ) = (rv) 八 （ rvo_ 


(28) 


(29) 


& Y 的基底，且， ( ei ) = c^，i G 

下的坐标表示为 


是 A： 的基底岛， 
}，je{l， … ，n}， 若 A ;- 形式碎在基底 


设 


， 


己1,…, e m 


{1， 


，m 


_ _ _ 


碎 (yi ， …， 讲） = b h ^ jk y{ 


vi k ， 


这里 = (^ii ，…， 4*：)， 贝 U 

\ rF ^)( x lr - , x k ) 


ik x l 


— CLi 


k ， 


•i P V 


ct 因为 


这里 




ik = 办 J’l … 


* . * 


):= F ^( le iir 


i k =： ㈣ )(〜， 

= 碑(柄 ” 




Otl * - 


• _ 
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, e n 分别是的与例5中所说的 X , Y 的基 


|| 6设 e 1 ，…， e m 和 


~1 




底共轭的基底.在例5的条件下得到 


(re 3 )(x) = {re J )(x l ei) = e 3 (x l lci) 

= = x^^Piek) 

%JZ ^k ~ ^ i X% ~ ° i et ( x )- 


=X c : 


t 


m 7 仍用例 6 的记号，并注意（22)，(29)式，现在得到 


r(e 31 f\ … f\l 3k \ = re n 八…八 Ve? k 

= (4 1 e il )A---A(4 fc fc e i *) 
— 1 


dV 1 A 


A e lk 


■ 麝 * 


_ 


龙 fc 




E 




e H A 


A e 


■善 _ 




< … < fc 


注意等式 （26)， 由此就能得出一般的结论 




■ W # 1 A …八❸ 


r 




< … < 




八 … 八 e H 




e 


i M -jk 


l<ii< … <ijt 彡 m 
1 彡 






k 


k 


E 




1 … 1 八 


A e 


ai 




1 彡 


习 


i . 举例证明，一般来说， 

a ) F k ^ F l ^ F l ® F k ; 

b ) A ( F k ^ F l ) ^ AF k ® AF l ; 

c ) 对于 F fc ，Fk /?，并非总有 F k ® F l eO 


是线性空间 X 的基底，而 e 1 ， … ， e n 是久上的线性函数（即 X 的 


a ) 试证，若 e !, 

共辄空间 X * 的元素)，且满足 e 3 ( ei ) = 则 e 1 ， •…， e n 是 X * 内的基底 


， Cn 


k - 形式能构成空间 if = d k ( X ) 的基底 •设 dimX 


b ) 验证，由形如 e n ®^-( g ) e tfc 

试求此空间衣的维数 ( dimd k ) 


= n ， 
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c ) 验证，由形如 A …•八 A 的形式,能构成空间= f ? k ( X ) 的基底，设己知 dimX 

试求 dim 妒. 

d ) 试证 ，若 H = ㊉ 则 dimD = 2' 


= 71, 


3. 设 X 是以 P 为数域的线性空间，称 G 是 X 上的外（格拉斯曼 ®) 代数（通常记作 A ( X ) 以与 G 

中的乘法运算 A 相对应)，如果它是有单位元1且具有以下三性质的结合 代数： 

1° G 能由单位元1及 X 生成，即 G 的含有1及 X 的任何子代数都与 G —致； 

2° 对任何 xex ,^ xAX = 0; 


3° dim G = 2 dim x 


是 X 的基底，则 G 内形如％ A - ■ * A ei fc =: ej(I = { i \ < 

% h ) C {1，2，...， n }) 的元素 1 ， Cl ， * • ’ ， ^ ^2 5 * * * ^ Gfi — 1 八 Gfi ^ 

成 G 的基底. 


a ) 试证，若 ei ， 


< 


， 


* * * 


• 44 


A 构 


,ei A * 


* * 


b ) 根据 a ) 的结论，可以提出代数 G = A ( X ) 的如下的形式构造. 

对 a ) 内所说的集 {1, 2, •■- , n } 的子集 J = { ii , • * * >**：}• 作形式元素 ei ( e { iy 与 
ei 等同而％与1等同)，把它们取做域 P 上的线性空间 G 的基底 . G 内的乘法用公式 


^]bjej I = ajbjejl^ J)€juj 


来定义，这里</， J ) = sgn ]1 C ? - 0. 试验证，这时得到格拉斯曼代数 A ( X ) 




) 试证代数 A ( X ) 在同构意义下的唯一性. 

d ) 试证代数 A ( X ) 是等级 代数： A { X ) = ®^ A fc ( X ),这里 A k ( X ) 是形如叫八 

的元素的线 性包； 同时，若 a 6 A p ( X),fe € A 9 PO , 贝 lj aAfe e A P ^( X ). 试验证 

Ab = (- l ) p <? 5 Aa . 


c 


Aei 


• # « 




a 


4. 设 4 : X — 为线性空间 X 到线性空间 F 内的线性映射 • 

a ) 试证，存在由 A ( X ) 到 A { Y ) 内的唯一的同态 A (4) : A ( X ) — A ( Y ) 在与 X 恒同的子 

空间 A f ( X ) C A ( X ) 上与4 一致. 

b ) 试证，同态 A (>1) 将 A k { X ) 变为 A fc ( y ). A (4) 在 A k ( X ) 上的限制记作 A k { A ). 


，塒为 Y 的基底，并设在这些 

， m }}，{6; J C {1， •. •， n }} 为 


c ) 设 { ei；i = 1，…， m } 为 X 的基底，而 { ej]j = 1, 

基下算子乂对应于矩阵 ( a }). 试证，若 { e /；/ C { l ? 

空间 A ( X ) 及 A ( Y ) 的相应的基底，则算子 A k ( A ) 的矩阵具有= det ( aj ) 的形式， 


i £ l,j £ J , 这里 card / = cardJ 


fc 




Z 为线性算子，则等式 A ( BoA ) = A ( B ) oA ( A ) 成立. 


d ) 试 验证： 若 — y，s 


Y 


①格拉斯曼 ( Grassmann ) (1809-1877) 德国数学家，物理学家和语文 学家; 特别地,第一个高维 

欧几里德向量空间理论以及向童的数量积定义本身，都是他提出来的. 
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1. 流形的定义 


定义1具有可数拓扑基的豪斯多夫拓扑空间®,叫做 n 维流形，假如其上任一 
点都有一个邻域 t/， 它或同胚于整个空间或同胚于半空间 H n = {xe R-lx 1 ^ 


0 } 


c M (或 w : 丑 

M), 叫做流形 M 的局部图，称 R n (或丑 n ) 为参数域，而 C/ 为该图在流形 M 上的 


定义2实现定义1中所说的同胚的映射^ 


U C 


有效城 


局部图赋予每个点 a： g (7 自己的对应点 f e < p ^( x ) eR n 的坐标 • 这样，在图的 
有效域 (7 内导出了局部坐标系，因此，习惯上称映射 A 更完整的表示是序对 ( U 池 


是有效域 C/ 的图 


定义3 —组图，如果它们的有效域之集能覆盖整个流形，就叫做该流形的图册. 


IJ 1球面 s 2 = {xe M 3 ||X| = 1} 是二维流形_如果把 S 2 看作是地球表面.贝 IJ 


地理图的图册就是流形沪的图册. 


内的圆周，即一维球面 S 1 = {xe R 2 ||：r| = 1}，显然是一维流形.一般来说， 
球面 S n = { x ^ M n+1 ||x| = 1} 是 n 维流形，（参看第12章 §1). 

注1显然，定义1所引入的对象（流形 M), 不会因为把 R n 及丑 n 换成与 IT 
RH n 同胚的 IT 内的参数域而改变.例如，这类参数域可以是开的方体 I n = {xe 

} 以及给它加上一个界面所得的方体 / n = {x € R n |0 < 

}. 我们经常使用这样的标准参数域 ♦ 

也不难验证,如果只要每点 a; e M 在 M 中有一个同胚于半空间的茱个开 
子集的邻域 C/， 由定义1引出的对象就不会改变. 

例2设X是具有图册{(%，，)}的 m 维流形, F 是具有图册{(%如) } 的 
维流形，则X x Y 可以看做是具有图册 {( W a (3 , x a 0)} 的 m + n 维流形，这里 
W aP = U a x Yg } 而映射 XM = 把％及如的定义域的直积变成 W a(3 . 

特别地,二维环面 T 2 = 5 1 x 妒(图 69) 或 n 维环面= S 1 


2 


R n |0 < 

1 < 1，且0 < < 1， f = 2, 


< l，i = 1 ， 


，n 


x 


» * « 


，n 


x 


♦ ■馨 


n 


s 1 分别为 


X 


X 


» * * 


个 


如果流形 M 的两张图 （C/i， 的 ), (％，朽）的有效域％相交，即 UiHUj ^ 0, 
则在集合心=<⑹间自然地建立了一个互逆的同胚: k - 


①参看第 9 章 §2 以及本节的注2,3, 
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0 if 经常把这些同胚叫做 


IjlWji'Iji ~> lij * 这里 Wij = 

坐标替换函数， 因为它们在有效域的公共部分 Kn % 内，能实现从一个局部坐标系 
到另一个局部坐标系的转换（图 96). 


定义4定义1中的数 n 叫做流形 M 的维数，通常记作 dim M . 

定义5如果在定义1所说的同胚# : r 下，与点 a ; e C 7 对应的是半空 

_ 

间 if n 的边界 dH n 上的点 p _1 0 r )， 则称: r 为流形 M 的边 界点. 流形 M 的所有边 
界点的集合叫做 流形的边界, 通常用记号 aA / 表示. 

根据内点的拓扑不变性（布劳威尔定理①)，流形的维数与边界点概念的定义都 
是合理的,亦即，它们与定义4,5所使用的具体的局部图无关.我们没有证明过布劳 
威尔定理，但是内点关于微分同胚的不变性，我们是很清楚的（这是反函数定理的推 
论).因为后面的讨论只与微分同胚有关，所以在布劳威尔定理上我们不再滞留. 

例3闭球: T 1 = { a ; € R n || a ;| ^ 1}, 也常称为闭 n 维圆盘，是 n 维流形,它的边 
界是 （n - 1) 维球面 S n ~ l = { a ： G R 

注2若流形 M 的边界点之集不空，通常称它 为带边流形， 而把 流形这 个术语 
(按其字面本来的意思）仍用于无边流形.在定义1中没有医分这两种情况. 

命题 1 n 维带边流形 M 的边界 3 M 是 （ n -1) 维无边流形. 

< 实际上， 0 H n = E "- 1 , 而流形 AT 之图册中，形如 — Ui 之图在 dH n 
上的限制,构成了 的图册 .► 

~~①定理断定，在集 ECW 1 到集 ¥>(£) C R n 上之同胚映射 E — ^( E ) ~ F , 集合丑的内点变成 
集合 VKJ 5) 的内点. 


= 1 } 
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考察平面双摆（图 97)， 它的臂 (2 大大小于臂6,且能自由摆动，而臂&的 
摆动范围为支撑物所限.这样一个系统的构形，在任何具体时刻由两个角度所 
刻画.假如没有限制，则双摆的构形空间，显然等同于二维环面 T 2 = Six 51 . 

如果存在所说的限制，双摆的构形空间可用柱形兒 x #的点参数化,这里沿 
是圆周，它与臂 a 的可能位置相对应,而/》={/3 € R\W ^ A } 为一闭区间，它是刻 

画杆6位置的角的变动范围. 

在这种情形下,我们得到了带边流形.此流形的边由两圆周圮 x {-△} ，圯 x {△} 

组成,这两个圆周分别是沿与线段0的端点 {-△},{△} 的乘积. 

_ 

注3在研究过的例4中看出，有时集 M 上的 
坐标（在例4中即 a , p ) 能很自然地产生出来，而且 
他们本身就能在 Af 上导出拓扑.这就是说，在流形 
的定义1中，不必要总是事先要求 M 上已有拓扑. 

流形概念的本质在于集合 M 的点，能用空间的 
某组子域的点参数化.同时，在 M 的局部上出现 
的坐标系间，产生出一种自然的联系，它表现为空间 
E n 的相应区域内的映射，这就是说，可以认为 M 是 
由空间 IT 的一组区域，按指定的规律,使它们的点 
等同起来而得到的；或直白地说，按指定的规律，把 

它们彼此粘合起来.这样，给出流形，实际上就是给 
出的一组子区域以及这些子区域的点之间的对应规律.我们不滞留于如何把这 

里所说的（粘合或点的等同，在 M 上引进拓扑等）概念进一步精确化 ■ 

定义6如果流形作为拓扑空间是紧的（连通的)，就称它为 紧流形（连通流形） 

例1 一 4内所考察的流形都是紧且连通的.例 4 内出现的柱面兒 x $的边 
界由两个独立的圆周组成，是一维紧而不连通的流形•例3中的 n 维圆盘的边界 
S n-i = d B n 是紧流形，当 


4 


97 


1时，它是连通的.而当《 = 1时不连通（由两点组 


成) 


例5空间本身显然是连通非紧无边流形，而半空 间丑" 是连通非 f 带边 
流形的最简单例子.(在这些情况下，可以取一张图组成图册，且相应的映射是恒等映 


射 .) 


命题2如果流形 M 是连通的，那么它是线连通的 • 

_ 

◄ 固定一点邱 e M 后，考察流形 Af 中的那些点的集私。，它们能用在 M 范 
围内的道路与点 x 0 连接.由流形之定义可知，集合民。在於内不空,既开 又知. 因 

而 = M ► 
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例6若使每个 n 阶实方阵与空间 BT 2 的点对应，点的坐标是把方阵的所有元 
素按照一定顺序写出得到的，则所有非退化 n 阶方阵之群 GL ( n , R ) 成为 n 2 维的流 
形.该流形是非紧（方阵的元素无界）且不连通的. GL ( n , R ) 的不连通性，由它既含 
具正行列式又含具负行列式之方阵推出 . GL ( n ， R ) 中与这样的两个方阵对应的点，不 
可能用一条道路连接起来（如若不然，在此道路上，将有一点，使相应矩阵的行列式 


为零) 


cos a sm a 


0 7 平面 R 2 中，其行列式为 1 的正交变换群50(2, R ), 由形如 

的方阵组成，因此，可把它认作是与圆周，即角参数 a 的变动域等同的流形.因 
此,50(2, R ) 是一维紧连通流形.如果关于平面 R 2 中的直线的反射也是允许的' 
则得到所有二阶实正交方阵之群 0(2， R ). 它自然地能等同于两个不同的圆周，它们 

分别与行列式为1与 -1 的矩阵相对应.因此，0(2, R ) 也是一维紧但不连通的流形 • 

例8设 a 是平面 r 2 的向量，: r a 是由向量 a 产生的一个平面运 动群. 群的 
元素是将 M 2 中的向量平移 na 的平移运算 , n e Z . 在群 r a 的元素 p 的作用下，平 
面上每个点 x 被移到形如： r + 的点 g ( x ). 给定点 x € R 2 , 在给定变换群的每个元 
素作用下所成的一切点的集合，叫做点的轨道.“属于同一轨道”这样一个 R 2 的点的 
性质，显然是 R 2 上的等价关系.而轨道是在此意义下的等价点类 . R 2 内的区域，如果 
它恰含每个轨道的一个点，就叫做给定的自同构群的基本域（确切含义见习题 5 d ). 

在我们的情况下，可取与 a 正交的间距为 W 的两条平行线所界的长条做为基 
本域.应当注意的只是，这两条平行线的每一条都能从另一条移动 a 或 - a 得到.在 
与 a 正交宽度小于 M 的长条范围内，没有彼此等价的点，所以，在这样的长条内有 
代表点的任何轨道都能单值地赋予其这种代表点的坐标.这样，给定的群 A 的轨道 
的商集 R 2 / T a 变成了流形，由上面所说的基本域，容易了解，此流形与那样一个柱面 
同胚，它是将宽为 | a | 的长条的两条边界直线上彼此等价的点粘在一起而成的. 

例9今设为平面 R 2 的一对正交向量, T a , b 是由这二向量产生的平移群. 
在这种情形下,基本域是以 a ， 6为边的矩形 • 在此矩形范围内，只有位于其对边上的 
点才能等价.在将基本矩形的边对应地粘合之后，可以断定，所产生的流形 M 2 /^ a,b 

与二维环面同胚. 

例10我们再讨论平面 M 2 上由下列变换产生的运动群 G ab : a ( x , y ) = (x + 

l , l - y ), b { x y y ) = { x , y -\-\). 

群的基本域是单位正方形，其两水平边上的点等同于一条竖直线上的点， 
而正方形^侧边上的点，则等同于关于其中心对称的点.因此,产生的流形 R 2 / G atb 

①译者注.这里‘‘关于平面 R 2 中的直线的反射”似应改为“关于平面 R 2 中过原点的直线的反 


— sm a cos a 


射， 
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与克莱因瓶同胚（参看第 12 章 § 1 ). 

在这里，我们不再讨论第 12 章 §1 详细分析过的那些有益和重要的例子， 

_ 

光滑流形与光滑映射 . 

定义7称流形的图册是 ( C ^ 类或解析）光滑图册,如果图册中所有坐标替换 
函数都是（具相应光滑性的）光滑函数. 

两个（具相同光滑性的）图册，如果它们的并集构成具同样光滑性的图册，则称 
它们是等价图册. 




例11只用一张图构成的图册，可以认为它是要多光滑就多光滑的.在这方面, 
我们来考察] R 1 上由恒等映射 M 1 ip ( x ) = xgM 1 作成的图册和由映] R 1 到 1R 1 

上任意一个严格单调光滑函数 M 3 


^p{x) G E 1 作成的另一个图册.这两个图册 
的并仍将是一个图册，显然，它的光滑度是函数？及泛- 1 的光滑度中的较小者 • 


X ^ 


特别地，当尹(: r ) = re 3 时,则由图 { M 1 , ^ 3 }构成的图册不是光滑的，因为 
^x 1 / 3 在 x = 0 不光滑.利用上面所说的，可在 R 1 上建立不同的无限光滑的图册， 

而它们的并是具事先给定的光滑性的图册. 

定义8流形 Af 连同在 M 上给出的具已知光滑度的等价图册类，叫做类， 

解析类）光滑 流形. 

■ 

有了这个定义，下面的术语就清 楚了： 类）拓扑 流形 ； C ⑻ 类 流形； 解析流 


形. 


为了在流形 M 上给出具给定光滑度的图册的整个等价类，只要给出这个等价 
类中的任意一个图册就够了.因此，可以认为，光滑流形是一个对 ( M , A ). 其中 M 
是流形,而4是 M 上具给定光滑度的图册. 

流形上具给定光滑度的等价图册的集合，常叫做 该流形上具给定光滑度的光滑 

结构.在具相同拓扑的流形上，可能存在不同的光滑结构,甚至有具相同光滑度的不 

同的光滑结构（参看例1及问题 3). 

再来考察一些例子,我们特别注意其中的坐标替换函数的光滑度 • 

_ 

例12我们称之为实射影直线的一维流形 RF 1 是 K 2 内的通过坐标原点，且 
具有自然的（例如，用直线间的较小夹角衡量的）直线邻近关系的直线束.束内每条 
直线由非零有向向量 ( x \ x 2 ) 唯一地确定，并且两个这样的向量，当且仅当它们共线 
时才给出束中的同一直线.这就是说 MP 1 可以看成是实数序对 ( x \ x 2 ) 等价类的集 

合.在这里，序对中的数至少有一个不为零，并且当两个序对成比例时，就认为它们 
是等价的（等同的).通常称序对 （: r 1 ，：!； 2 ) 为 MP 1 上的齐 次坐标 .借助把 MF 1 解释成 
齐次坐标,容易在 R 1 P 1 上建立由两张图构成的 图册. 设仏,〗= I ， 2 ,是 MP 1 的那样 
的一些直线（序对 ( a : 1 ,^ 2 ) 的 类 )： W _ 0. 与％ 的点（直线 ) p —一地对应着由一个 
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数 g = x 2 / x 1 确定的序对（1，^).类似地，域 U 2 的点与由一个数4 = x ^/ x 2 确定 

的形如(^,/)的序对 一一 对应.这样，在 R 及 t / 2 内，产生了局部坐标,它显然与上 
面在 RP f 内引进的拓扑相符.在这样建立的局部图的公共有效域仍 nR 内，引进 
的局部坐标满足关系^ =⑹ ' 这些关系证明了所建立的图册不止属 

于 (7(°°) 类，甚至还是解析的. 


最好再看看流形 EP 1 的以下解释.直线束的每条直线完全被它与单位圆周的交 
点确定.然而这样的点恰有两个，并且它们是圆的直径的两个端点 • 直线的邻域等 
价于它在圆周上的对应点对的邻墚.这就是说，能够把 RP 1 解释作将直径两端点等 

同起来（粘合在一起）的圆周.如果只敢半圆周，则在它上面只出现一对彼此等同的 
点，这就是半圆周的两个端点.把它们粘合在一起,将得到重新拓扑化的圆周.这样 

来， RP 1 作为拓扑空间，与圆周同胚， 




例13如果考察 R 3 中过坐标原点的直线束，或者说，不同时为零的成比例的 
三实数序组类的集合，则我们得到 实射影 平面腿 P 2 . f 分 3 别由 d # 0， x 2 # 0， rr 3 一 

0定义的区域 Ui ,. U 2, U 3 4 1 ,引入局部坐标系 = 〜（《?，£?)， 

V 00 / 

， i ) =⑷，轉 ,1) 〜 ㈤ ， *§). 关于局部图的 


⑷， 1 ，力 i ) 〜的，句)， 
有效域的公共部分,显然成立关系 g 




例如，在区域 CA nt / 2 内，用公式 




表达从坐标 (tltl) 到坐标 {t\A) 的转换. 

这变换的雅可比等于而因烤 
的点相对应的点处有定义且不为零 • 

这样, RP 2 是二维流形,它有由三张图构成的解析图册. 

沿着与例12内考察射影直线卿 1 的相同的思路，可把射影平面 KP 2 解释成将 
直径两端等同起来的二维球面炉 C R 3 , 或解释成边界圆周的直径两端等同起来的 
半球面.把半球射影到平面上，我们就能把 KF 2 解释成将边界圆的直径两端点等同 

起来的圆盘 （二 维圆盘). 

_ 

例14平面 R 2 上的所有直线全体,可分成两个集: C /—— 非竖直直线， V —— 
非水平的直线 . 以中每条直线的方程有 y ~ U\X -{■ U2 的形式，因而可用坐标 ( ui , u 2 ) 
刻画.与此同时， V 中任意直线有形如 x — v\y + V2 的方程，从而能用坐标 (^1,^2) 
给出.对于交 unv 中的直线，有坐标变换函数 

vr 1 , U2 = - wf 1 * 因此，所考察的集作为微分流形有由两张图构成的解析图册 • 


4，所以它在与所讨论的集合 R n u 2 

X 1 




r 1 , 及乜 i = 


V2 = — 


^1 
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平面上任何直线有形如 ax + by + c = 0 的方程，因而可用三个数的数组 （a， 6, c) 

刻画它，并且成比例的两个数组表示同一条直线.所以可以证明，我们在这里再一次 

• . . 

遇到了例13中讨论过的射影平面 RP 2 . 然而，如果在 EP 2 中容许有不同时为零的 

_ 

任意三数数组，那么现在就不容许有形如（0,0, c) 的三数数组，这里 C # 0.在 RP 2 
中所有这样的三数数组，对应着同一个点.这就是说,本例中所得流形，与由 RP 2 去 

掉一点所得的流形同胚.如果把 RP 2 解释成将其边界圆的直径两端点等同起来的圆 

_ 

盘，那么挖掉圆的中心，我们就在同胚的意义下，得到一个环，而其外圆周的径对映 
点是粘合在一起的.借助简单的剪开，很容易证明，这时所得到的不是别的，正是熟 

知的默比乌斯带. 

_ 

定义9设 M , iV 都是类的光滑流形.映射/ : M — iV 叫光滑映射 ( C ⑴ 
类)，如果点/㈤ e iV 的局部坐标是点 xeM 的局部坐标的类函数. 

当 Z < A; 时，所引入的定义有意义且合理的（与选用的局部图无关). 

特别地， JVf 到 R 1 内的光滑映射是 M 上的光滑函数，而 K 1 (或 1R 1 内的线段）到 
M 内的光滑映射是 M 上的光滑道路. 

因此，光滑函数/ ： M M 1 在流形 M 上的次数不能超过该流形的光滑的 次数. 


流形及其边界的定向 

定义10光滑流形的两个图叫做相容的，如果在它们的公共有效域内从一图的 
局部坐标到另一图的局部坐标的变换是’微分同胚，且处处有正的雅可比 • 

特别地，当两个局部图的有效域之交为空集时,也认为它们是相容的 - 
定义11光滑流形 ( M, A ) 的图册4叫做流形 M 的定向图册，如果它的图是 

两两相容的. 

定义12称流形 M 是可定向流形，如果存在它的定向 图册. 否则，称它是不可 

定向流形. 

流形的两个定向图册之并，如果仍是一个定向图册，则称它们是等价定向图册.容 
易看出，这里所说的“等价’’的确是定向图册集中的等价关系. 

定义13流形 M 的定向图册集按上述等价关系所得的等价类叫做它的 定向图 

册类或定向. 

定义14 一个流形，如果它有指定的定向图册类,就叫做定向流形. 

因此,给流形定向，就是（不管用什么方法）指定一个由它的图册构成的定向图 
册类，为此,显然，只要指出这个特定的定向图册类中的任意一个定向图册即可. 

在第12章§2,§3中给出了给 R n 中的流形定向的各种实用方法. 


會 



第十五章流形上微分形式的积分 


290 




命题 3连通流形，或者不可定向，或者有两种不同的定向. 


◄设4和1是给定的流形 M 的两个定向图册，并给出了从一个图册的图的局 
部坐标到另一个图册的图的局部坐标的微分同胚变换.设 Po e M ， 而分别属于两个 
图册的两张图的有效域 u i 0 , U j 0 都包含点 PQ , 且这两张图的坐标变换的雅可比在与 
点 Po 对应的参数域中的点处是正的.我们来证明，这时对于任何点 P eM 及图册 
A A 中有效域含有 p 的任何图，坐标变换的雅可比在相应的坐标点处也是正的. 

首起我们能明显地看到，若在点 p € M 对图表 A , A 的某一对包含 p 的图，变 
换的雅可比是正的（负的)，则它在 P 对任何这样一对图也是正的（负的)，因为在一 
个图册的范围内，坐标变换都有正的雅可比.而复合映射的雅可比等于它们的雅可比 


之积‘ 


今设五是 M 的子集,它由那样一些点 peM 组成： 在 p 处, 一 个图册的图到 
另一图册的图的坐标变换的雅可比为正. 

因 po G 五,故集合 K 不空.五还是 Af 内的开集 • $际上，对任巧点 peE , 存在 

4与 i 的图册中的图，它们有包含 P 点的有亨域 U ^ Uj . 集 R 与巧是 M 内的 f 
集，所以 Gn 巧也是 M 内的开集.集 c/i n 6的含有 P 的连通分支，既在 c/i nG 
开又在 M 内开.在这个连通分支上，坐标变换的雅可比不会变为零，从而也不会变 
号.因此，在 P 的某个邻域内，雅可比恒为正，这就证明了五是开集.但集五也是 M 
内的闭集.这可由微分同胚的雅可比连续，以及微分同胚的雅可比不为零推得. 

这样，五是连通集 M 的不空的既开又闭的集.因此，£； = M ， 且图册 Al 在 Af 

上给出了相同的定向： 

在图册4的所有图内，把坐标之一变号，例如把 t 1 换成-* 1 ,就得到属于另一 
定向类的定向图册-儿因为从图册乂的任意图到的图的坐标变换的雅可比有 
相反的符号,所以在 M 上任何定向图册或者与4等价,或者与 - A 等价. ► 


定义15称给定图册中的有限图列为图链,如果它的任何两个序号相邻的图的 

有效域的交不空 （ f/i n u i+1 / 0 ). 

定义16 —个图链叫做矛盾图链或无向图链,如果从它的任何一个图向其后一 

个图的坐标变换的雅可 比冰是 正的，链的第一个和最后一个图的有效域相交，但从 
最后的图到第一个图的坐标变换的雅可比是负的. 


命题4流形是可定向的，当且仅当其上不存在矛盾图链. 

◄ 因为任何流形都能分解成一些连通分支，它们可独立地定向.因此，只要对连 
通流形 Af 证明命题4就行了. 

必要性设连通流形 M 是定向的， A 是 M 的给出其定向的定向图册.根据命 
题3中已经证明的事实,流形 M 的任何与图册4的图有光滑坐标变换关系的局部 
图，或者与图册4的所有的图相容，或者与图册_乂的所有图相容.这很容易从命 
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题 3 本身看出来，只要把图册4的图都限制在我们所取的 M 的局部图有效域上， 
而把这个有效域看作是有一个图的连通定向流形.由此推知,在流形 M 上不存在矛 

盾图链. 


充分性由定义1推知,在流形上存在着由有限个或可数多个图组成的图册.取 
这样一个图册 A 并将它的图重新编号.考察图及任意一个使 mnUi # 0的 
图这时，坐标变换 的雅可比，在变换的定义域内，或者处处是负的， 

或者处处为正的.它们不能有不同号的值，如若不然，在集％ nc / i 内就能指出雅可比 
为负及雅可比为正的连通子集 c /-, c / + ， 从而，图链 
就是矛盾的了. 

这样，如果必要，把图（％,%)的一个坐标变号，就能得到一个有同样的有效 
域 R 且与图 ( u u 列) 相容的图，我们仍把它记作原来，满足 u ^ Ui ^ 
0 , [7 i n Uj ^ 0,UiH Uj ^ 0 的两张图 { Ui ,( pi ), (%， 灼)，在做了上边所述的那种处理 
后，是相容的.若不然,我们由这三个图就能建立一个矛盾的图链. 

因此,可以认为图册中其有效域与 f / 相交的一切图是彼此相容的.现在取这些 
图的每一个作标准局部图，能使图册中没有包括在第一阶段中的新图与它相容•在 
这个过程中，不会出现矛盾的情况.因为根据假设，在流形上不存在矛盾图链.继续 
这种步骤，并考虑到流形的连通性，我们将在流形上建立起一个两两相容的图组成 
的图册,这就证明了已知流形是可定向的. ► 

所得到的流形可定向性的判别准则，其实，还有它的证明中的想法,都能成功地 
应用于具体流形的研究.这样，例12中所考察的流形 RP 1 是可定 向的. 从那里给出 
的图册,容易得到 MP 1 的定向图册.为此，只要改变那里所建立的两图之一的局部坐 
标的符号.不过，射影直线 RP 1 的可定向性,显然还可由流形 MP 1 同胚于圆周得到. 

射影平面 RP 2 是不可定向的：在例13中所建立的图册 MP 2 的任一图对是这样 
的，在图对范围内的坐标变换既有使雅可比为正的区域,也有使它为负的区域,如在 
命题4的证明中所见，由此推知，在 RP 2 上存在矛盾图链. 

根据同样的道理，例14中所考察的流形,也是不可定向的.顺便说一下，正如我 
们指出的那样，它恰好与默比乌斯带同胚. 


1维流形，它与原流形具有同样 


命题5定向光滑 n 维流形的边界是定向 

的光滑度. 




◄ 命题5的证明，与第12章§3第2段,关于 R n 内的曲面的类似的命题 2 的 

证明是完全一样的. ► 

定义 17 若 A ( M ) = {( H n , < fi , Ui )} U {( W 1 , ifij , Uj )} 是流形 M 的定向图册，则 

图集 A { dM ) - {( R ^- ScpilaHn ^ n - i ^ C / i )} 是流形 Af 的边界的定向图册.用这 

个图册给出的边界定向，叫做与 流形的定向和谐的边界定向 • 


I 
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在实用上重要且经常使用的给内的曲面，及其边界和谐定向的方法，在第12 

章§2, §3中已有详细叙述. 

4. 单位分解及流形以中曲面的形式的实现 

这里将叙述一种专门的结构，在数学上把它叫做单位分解.这种结构常常成为 
把整体 向题归 结为局部问题的基本方法.后面,在推导流形上的斯托克斯公式时,我 
们将对此作一个具体演示，而在这里，我们利用单位分解来阐明，任何流形都能以维 
数 n 足够大的空间 IT 内的曲面的形式实现. 

引理在 R 上，能构造一个函数/ e C ^( K , R ), 使得当 W > 3时，/⑷= 0;当 

| x | < 1 时, f ( x ) 三 1;而当 1 < ㈣ < 3时，0 < f ( x ) < 1. 

* ，当 40 ， 

当 3J — 0 

_ 

当时（参看第1卷第201页）我们曾验证了 P 证明了 s ⑻⑼= 0对一 

切 II e N 成立， 

因此，非负函数 


e 


出发，来构造一个这样的函数 


现在从熟知的函数 〆 : T ) = 


0, 


-(x+l)~ 


，当 |x| < 1 ， 

当 W > 1 


-(x — l) 一 


e 


e 


G ( x ) = 


0 , 


也属于 C °°( R ， R ). 与它一样， 


G { t)dt 


F ( x ) = 


G ( t)dt 


也属这个函数类，因为有 F \ x ) = G ( x )/ J ^ G^dt 

函数 F 在匡间[-1，1]上严格 递增； 当$彡 -1 时， F ( x ) 三0;当 a ; 彡1时， 


F ( x ) = 1 


现在可取 


f { x ) = F(x + 2 ) + F (- x - 2 )-l 


作为要求的函数. ► 

注若/ : R — R 是在引理的证明里建立的函数，则在 R n 内定义的函数 

f ( x n - a n ) 

C (°°)( E n , R )； 在任何点 x eR n 成立0 < 6>( a ;) < 1;在区间 /( a ) = {x 6 

R 71 ^ -a^ < 1 “ = 1 ， 

i ( a ) = {xe - a^l ^ 3 ,i = 1，…， n } 内 


9(x x r- ,x n ) = /(x 1 - a 1 ) . • 


蠡 * 


* 


满足 


G 


} 上有三 1, 且函数 0 的支集 suppO 包含在 K 间 


，ra 
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定义 18设 M 是 C ⑻ 光滑类的流形， X 是 M 的子集.称由函数 e a = CW ( M , 

K ) 构成的函数组五二 { e a , aeA } 为集 X 上的 fc 阶光滑或 <7 fc 类单位分解，如果 

1。 0 < e a { x ) ^ 1对任意函数 e a eE 及任意 xeM 成立； 

2。 每一点$ € X 在 M 中都有邻域 U ( x ), 使得函数组丑中只有有限多个函 
数在 U ( x ) 上不恒等于零； 

3° E e Q (; r ) ^ 1 在 X 上成立 • 


eE 


注意，由条件 2' 对任何 xGX , 在和式中，只有有限多项不为零. 

定义 19设 £) = { o ^(3 eB}^MX CM 的开覆盖.称五= { e ^ aeA } %X 

的从属 于覆盖 D 的单位分解， 如果五是 X 的单位分解，且每个函数 e a €五都包 

含在集族 £) 的某个集合内. 

_ 

命题6 设 = 1，... ， m } 是流形 M 的某个 fc- 阶光滑图册中的有限 
多个图构成的图组，它们的有效域构成紧集 KcM 的 覆盖. 那么在 K 上存在着从 
属 于覆盖 = 的 C ( fc ) 类单位分解. 

◄ 对任一点 z 0 e A ：， 首先引入以下构造.依次取含 x 0 且与图外： R n ( ff n ) — Ui 
对应的区域％，点 to = < PT \^) e M . n ( H n ), 函数阼 -1 0 ) 及其在图糾的参数域上 
的限制仏(这里叩）是引理的注里所指的函数). 

设 A 。 是以心 e F 为中心的单位方体与图朽的参数域的交集，实际上，仅当 
的参数域是半空间丑 n 时，久。才与叩 - M ) 不同，而 J t 。 才与相应的单位方 
体不同' 关于每点 x ^ K , 每个容许值 z -1,2, 

的所有的 M 内的开集 ipi ( It ) 构成紧集尺的开覆盖.设1,2, …， 是 
由这个开覆盖选出的紧集尺的 f 限覆盖.显然^ ( It ,) C Ui , . 我们在上定义一 
个函数 dj ( x ) =軋。.把 6 j { x ) 延拓到整个流形 M 上,使它在 J / i , 之外为零. 

这个延拓到 M 上的函 k 仍记作据& € ( M , R ) 的作法, supp ^ C ; 在 M 

上 0 < Sjix ) < 1，在叫(\) C 上 ^-( x ) = 1. 这时，函数 dix ) = ? i ( x ), e 2 ( x ) 

0 2 ( x)(l - 9 i ( x )), - - - , ei ( x ) = $ i ( x ) - (1 - 0 f _ i ( a :)) - 






和相应的点 f cpfb ) 建立 


，m 




(1- Oxix )) 组成所求的单位分 
只需验证，在 X 上会 ej { x ) = 1成立，因为对 K 的单位分解、 紧集尺 的从属 

J_1 ， m } 的其他要求，函数组{ 61 ，…， q } 显然是满 


* # 4 




覆盖 , U it } c{Uui = h 

足的.但是由于对每个点 xeK , 总有某个集 9ij ( i tj ) 包含它,而在这集上对应的函 
数&恒等于1,所以在尺上成立 


* 4 » 


Y ( e j ( x ) = (l-e 1 {x)) 


(1 - Oi(x)) = 0 




J=1 


译者注，这句话似 应是： 实际上，仅当图外的参数域与半空间不同时此。才可能与 0 ( t - t o ) 
不同，而 h 。 才可能与相应的单位方体不同. 
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推论1若 M 是紧流形， A 是 M 上的 C ( fc ) 类图册，则在 M 上存在从属于图 

MA 的图的有效域的有限单位分解 {ei ，… ,ei}. 

◄因 M 是紧的，故可认为图册4是有限的.如果在命题6中令 K = M , 那么， 
命题6的条件就都成立了 ► 

推论2对流形 M 中的任何紧集 K 及任何 包含仄 的开集 GCM , 存在函数 

/ : M — 1R, 它与流形 M 同样光滑， 在尺上 f { x ) 三 1 且 supp/ C G. 


◄ 对每点 xeK , 覆盖上一个邻域 C /( x )， 使 U ( x ) 位于 G 及流形 M 的某个图 
的有效域的范围内.从紧集 K 的开覆盖 { U ( x ), xeK } 中选有限覆盖,并做出 K 上 

从属于它的单位分解 { e 1? * 


, e /}- 函数/即为所求. ► 

推论3每个（抽象给出的）紧光滑 n 维流形微分同胚于维數 iV 足够大的 
空间内的某个紧光滑曲面. 


◄ 为了不使证明的基本思想被不重要的细节复杂化，我们只对无边紧流形的情 
况进行证明.在此情形下, M 上存在有限光滑图册 A = {< p i : I ^ U i ,i = l r -- , rn }, 
其中/是狀 71 内的 n 维方体.选一个稍小的方体使得尸 C J 而且 {R = ipi ( r),i = 

} 仍然是 M 的覆盖.在推论2中取 K == r,G = I,M = U n , 并做出函数 

/ G (7(°°)(股'趿)，使当 * e /' 时有/⑷ E 1而且 supp / C I . 

今考察映射 wr 1 : Ui -^ = , m ) 的坐标函数 4 W ， …"(工)，并借助它 

们在 Af 上引进下列 函数： 


， m 


-i 


)( x ) * 当 ; r G C / i ， : 


(/ 


^Pi 


Vi ( x ) 


fc = 1, 


i = 1 ， 


，n 


， m ， 


# * 4 


0, 


y(x) = (ylr - - ， 2 /? ， … ， … ^Vm)( x ) ^ 


•n 


在任一 1 点 x G M , 映射 M 3 

的秩达到最大,从而等于 n . 实际上，若 x e %则 ^\ x)=te PJo < fi - l ( x )^ l 且 


X I— ^ 


2/?(妁⑷ ）=々 ， fc = 1 ， 


，n 


• 黌 


(x)) G R m n+m , 

i —► y ( x ) 显然有 

内的像上的 一一 映射.我们来 
验证最后这个断言.设 p ， g 是 Af 的不同点.从覆盖 M 的组 { W,i = l ，...， m } 中找 
出含有点 P 的区域％这时 / o % _1 b ) = 1,如果/。化 1 ⑷< L 则 y ( P ) # ^⑷随 
之成立.而如果 / opr 1 ⑷=1,则 P ， q & Ui , { p ) = t k ( p ), ( q ) = t k ( q ), 且即使对于 

同一值 /c € {1， …， n } 也有疗 ( p )— 螃⑷.这就是说， y ( p ) _ Y ( q ). ► 

关于任意流形能以 IT 1 中曲面的形式实现这样一个一般的惠特尼 ( Whitney ) 定 


Y ( x ) = ( 1 /⑻ X 1 ⑻， 

) 之外， / opr 1 ⑷三0,则一方面此映射与映射 


最后，考察映射 M 3 


0( P 


X f — ^ 


令在 = 1， 

相同的秩 n ， 另一方面，它显然是 M 到 M 在 


， m 


* # -4 


m*n+m 


理,读者可査阅专门的几何文献 
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习 


1. 验证，假如只要求每点 X e M 有邻域 U ( x ) c M 同胚于半空间的开子集，定义1所弓 I 


入的对象（流形）并不改变. 


证明 


) 例6的流形 GL ( n , E ) 是不紧的，并恰有两个连通分支 


b ) 流形 SO { n , R ) (参看例 7 )是连通的, 


c ) 流形 0( n ， R ) 是紧的，且恰有两个连通分支. 


设 （ M ，4) 与 （ M ， i ) 是具同样光滑度的两个 C ( k ) 流形.称这两个光滑流 f (或它们的光滑 
结构）是同构的，如果在图册4义下，存在那样的 C ⑷类映射 f : M — M ， 它有同一光滑 


类 C ( k ) 的逆映射厂 1 : M — M 


a ) 试证， R 1 上具同样光滑性的结构彼此同构 


b ) 验证例11中的命题，并说明它们与习题 a ) 是否矛盾. 

C) 试证，在圆周—维球面）上，任意两个 C ( oo ) - 结构是同构的.注意，这一断言对于维 

数不超过6的球面仍然正确，而在 f 上，米尔诺①证明了，存在不同构的 C ( oo ) - 结构. 


冰)，它 

的有效域 r 包含10,而对于集 snc /， 在图#的参数 t = ( t 1 ， …， r ) 的变化区域内存在由 
关系 t^ k = 0 ,…， r = 0定义的 fc 维曲面与之对应.则称 s 为流形 M 的 fc 维子流形. 

a ) 试证，由流形 M 的结构在 S 上自然地诱导出 fc 维流形结构，它与流形 M 的结构有同 

样的光滑度. 

b ) 请自己证实 R n 内的 k 维曲面 S 确实是 R n 的 fc 维子 流形. 

c ) 试证从直线 R 1 到环面 T 12 内的光滑同胚映射 / : E 1 ^ T 2 的像 /( R 1 )， 可能是 T 2 的 

处处稠密的子集，这时它将不是环面的一维子流形，尽管它还是抽象一维子 流形. 

d ) 如果对 n 维流形 M 的子集 S 中任一点 xo , 都能找到流形 M 的局部图，其有效域 C / 含 

有仰，且集合 Snikf 在图的参数域内对应于空间 M n 的某个 fc 维曲面，就认为 SCM 

是 n 维流形 M 的 fc 维子流形.试验证，这并没有改变原来的子流形概念的外延. 

设 X 是豪斯多夫拓扑空间（流形)，而 G 是空间 X 的同胚变换群.称群 G 为空间 X 的离 

散变换禅， 如果对于任意两点 
得集 {p e G \ g ( Ui ) nU 2 ^0} 是有限集. 

a ) 由此推知，对任何点 x € 它 的轨道 { g ( x ) € X\g e G ) 是离 散的，而它的 稳定子 

■ 

G x = { g £ G \ g ( x ) = x } 是有限的. 

b ) 验证，若 G 是距离空间 X 的等距变换群，且具有 a ) 中所给出的两个性质，则 G 是 X 

的离散变换群. 

c ) 试在离散群 G 的轨道的集合 X/G ±, 引入自然拓扑空间（流形）结构. 

米尔诺 （ J . Milnor ) (1931 —)——最卓越的美国现代数学家之一，他的主要工作在代数拓扑与 

拓扑流形两个方面. 


4. 设 S 是 n 维流形 M 的子集.如果对任意的点功 e 有流形 M 的那样的图 




■ 


€X (也可能重合)，总存在它们各自的邻域 U U U 2 , 使 


3^1 5 3^2 
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d ) 具离散变换群 G 的拓扑空间（流形）的闭子集 F 叫做群 G 的基本域，如果它是 X 的 

开子集的闭包，而且，形如 g ( F ) 的集合 （p e G ) 两两不相交，并构成空间 X 的局部有 

限的覆盖.试说明，在课文的例 8—10 中，群 C ? 的商空间（轨道） X / G 怎样借助“ 粘合” 
某些边界点从 F 做出. 

6. a ) 利用例12,13的结构，建立 n 维实射影空间 R ¥ n . 

b ) 试证，当 n 为奇数时, RP n 是可定 向的； 若 n 是偶数，则 EP n 是不可定向的. 

c ) 验证,流形30(3, R ) 与 KP 3 同胚. 

7 . 验证，例14所建立的流形实际上与默比乌斯带同胚. 

8. a ) 李群 @是装备了那样的解析流形结构的群，其中映射 ( 9 u 9 2 ) 

是 G x G 到 G 和 G 到 G 内的解析映射.试证例6,7内所讨论的流形是李群. 

b ) 拓扑群（或连续群）是装备了那样的拓扑的群，群的乘法及求逆运算，作为 G x G — 

G，G — G 的映射，关于在 G 中装备的拓扑连续.以有理数群 Q 为例证明，并非每个拓 
扑群都是李群. 

c ) 试证每个李群，在 b ) 中定义的意义下是拓扑群. 

d ) 已经证明®,任何拓扑群 G ， 如果它是一个流形，则必是李群（即 G 作为流形，有使群变 

成了李群的解析结构).试证，任何群流形（即任何李群）必是可定向的流形. 

9. 拓扑空间的子集系叫做局部有限的，假如空间的每个点，都有一个只与集系中的有限多个集 

相交的邻域.特别地可以谈论空间的局部有限覆盖. 

称一集系内接在另一集系内，假如第一个集系中的任意一个集，至少包含在第二个集系 
的一个集中，特别地，可以谈论某集的一个覆盖内接在另一这样的覆盖中. 

a ) 试证，在 ST 的任何开覆盖内，可内接一个 R n 的局部有限覆盖. 

b ) 将 a ) 中的 R n 换成任意流形 M ， 解所得的问题. 

c ) 试证，在 BT 上存在从属于它的任何给定开覆盖的单位分解. 

d ) 验证，断言 c ) 对任意流形仍然成立. 


a ' 1 分别 


gi • 92,9 


微分形式及其在流形上的积分 


1. 流形在其一点的切空间 
我们知道，对于在 时刻化 通过点 

x ( t ) G R n ( R n 内的运动)，有瞬时速度向量《= K 1 , •• - , e n ) 与之对应 K =啡 0 ) 
(土 1 ，… , X n )( to )). 这些 与点； To e 有关的向量《的集，自然地与算术空间等 

①李 （ M . S . Lie ) (1842-1899) ——著名的挪威数学家，连续群（李群）的 鼻祖; 罗巴切夫斯基国 

际奖的得奖者之一（因将群论应用于几何论证于1897年获的奖）现在，李群在几何、拓扑及物理 

的数学方法中，有根本的意义. 

® 这就回答了所谓希尔伯特第5问题. 


x ( t 0 ) G R n 的每个光滑道路 IR 3 t 


x 0 = 
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同，并记作 TRSo (或 ^x 0 (® n )) - 如同空间中的线性运算，在™&中引进作用在 
元素€ e ™； 0 上的相应的线性运算.这样就产生了一个线性空间 TM； 0 , 称之为]^ 

在点 x 0 ^ R n 的切空间. 

忘掉事情的原由和那些启发性的论述，现在就可以说,形式上 rE； 0 是由点吻 e 

W 1 和与之相关的那个线性空间组成的对 (xo,M n ). 

今设 M 是光滑的 n 维流形,其图册 A 的光滑性不低于(: ⑴类. 我们要定义流 


形 M 在点 p 0 € M 处的切向量 < 与切空间 TM Pq . 

为此，我们利用上面对切向量所作的运动瞬时速度解释.在流形 M 上取一条在 

pit) G M, 流形 M 的图的 


时刻穿过点 p 0 = p ( t 0 ) e M 的光滑道路] R 3 t 
参量（即局部坐标）用 x 表示，在$的下角附上与图相应的角码，而坐标分量号码 
写在 x 的右上角.这样，当图 ( Ui , ipi ) 的有效域％包含点时，在它的参数域内， 
道路 7 对应于该参数域中的道路 * ^ % -1 = ^ i ( t ) ^ R n ( H n ), 根据光滑映射 
RBt i-U p ( t ) e M 的定义,它是光滑的. 

这样，在图的参数域内（这里外是映射 P = <Pi(xi)), 产生了点 Xi (to) 

在其他的这样的图（％,%)中，相应地有点 

自然认为，这就是我们希望把它叫 




l ( p 0 ) 及向量& = Xi ( t 0 ) G TR 

Xj{to) = ipj 1 (po ) 及向量 6 ^ 

做流形在点 p 0 eM 处切向量《的东西在不同图中的坐标表示 

在坐标之间，有光滑互逆变换函数 






⑴ 


= (工 j )， = ¥^(心）， 


由此，对 (^(^ o) ? 0) 有以下关系： 

Xi(to) = V?ji0rj(to)) ， a ： j(*o ) =朽 j ( 工 i(<o ))， 

等式 （3) 显然是从微分 （1) 式所得到的公式 

I 

I 

Xi(t) = <Pji(Xj(t)) - Xji^.Xjit) = (Pij(Xi(t))Xi(t) 


( 2 ) 


(3) 


推出来的 


定义1设 M 是光滑 n 维流形， p G M 对满足 Ui ^ p 的任一局部图 （C/i， 抑),记 
其参数域中与 P 相应的点为; ri = ^ 1 ( P ) ,而 在〜 的切空间记作 TR ^.. 如果对 
每个这样的空间 TRl , 都确定了一个向量& e TR ^ 而且关系式 (3) 成立，则说定 

义了一个流形 M 在点 p e M 的切向量 f 

这样 一来, 如果把映射灼 i 的雅可比矩阵的元素写成 
得到了同一向量《的两种坐标表示的显式关系： 


^的形式,我们就 


dxj 1 


⑷ 


卜 I ；莽 


红\ fc = 1，2,…， n ， 
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这里的偏导数在 P 的对应点％ = < p ~ 1 ( p ) 处取值. 

我们利用 TM P 来记流形 M 在点 peM 的一切切向量的集合. 

定义2如果把 TM V 与相应的空间 { TH ^ ) 等同起来，在 TM P 上引入线 
性结构，即把 TM P 的向量之和看成那样一个士量，它在 TR « { TH ^ ) 中的坐标表示 
等于各个加项的坐标表示的和.向量乘以数的乘法，也类似&定义 , 1 那么，这时所得 

到的线性空间，通常记作 ： TM P 或 T P ( M ), 并称之为流形 M 在点 peM 处的切空间. 

由公式 (3),(4) 看出，在 TM P 内所引入的线性结构，与图的具体选择无关，即在 
此意义下定义2是合理的. 

于是，我们定义了流形的切空间.切向量与切空间可以有各种解释（参看问题 
1). 例如，把切向量等同于线性泛函就是其中之一.这种等同基于在内观察到的 

以下事实. 

每个向量 （e ™- o 相当于某个光滑道路 z =冲）的速度向量，即 x ( t )\ t=t0 , 

x { to ). 这使我们能够定义给定在上（或点吻的邻域内)的光滑函数/ 

在点吻处沿向量以 TRS 0 的导数巧/(吻)，即 

^f(x 0 ) ：= ^(/ox)(t) 


同时 


⑼ 


i— ^0 


或 


D dM = /’( 怎 oK ， 

这里 //( Z 0) 是/ 在点吻 处的切映射 （/ 的微分). 

按公式 （5),(6) 由向量 《 e TR ； 0 确定的泛函 ZV C ⑴ 0 FT , R ) R ， 关于/显然 

是线性的.由公式⑹也可看出，量 D ^ f ( x 0 ) 当固定了函数/时，线性地依赖于 
即向量的和对应着相应的线性泛函之和，而向量 C 与数相乘，对应泛函乘以同一数. 
因此,在线性空间 TR 5 o 与相应的线性泛函的线性空间之间，存在着同构.剩下 
来的是,指出线性泛函巧的一组特征性质来确定它，以便得到切空间 TRJ 0 的新的， 

当然是与已往的解释同构的解释. 

我们注意到，除了上面指出的线性性之外，泛函巧还具有以下的性质 

D《(f . g )( x 0 ) = D ^ f ( x 0 ) - g ( x 0 ) + /( x 0 ) - D ^ g ( x 0 ) 


⑹ 


⑺ 


这是乘积的微分规律. 

在微分代数中，钚 A 的满足关系 ( a - b) f = a f - b + a - b f 的可加映射 

法(确切的说，叫环4的微分法).因此，泛函 A : C ⑴ ( IT ， R ) — R 是环 C ⑴ ( R n ，) 

的微分法.但以关于空间 C 7 ⑴ ( R n ， lR ) 的线性结构还是线性的. 

，若具有性质 

l(af + (3g) = al(f) + 01(g) ， a, G R ， 

Kf ， 9) = Kf)9(xo) + f{x 0 )l(9)^ 


o ! 叫做微分 


a 


可以验证，任何线性泛函 Z : C ^( R n , R ) 


⑻ 


(9) 



微分彤式及其在流形上的积分 


299 




则它必有巧的形式，这里 《 e TM ； o . 因此，酆在点吻的切空间 TMS o , 能解释成在 
C ^\ U n , R ) 上满足条件 (8),(9) 的泛函（微分法）的线性空间. 

与空间 TR ； o 的基向量 

函： D e J { x 0 ) 


， e n 相应是计算函数/在点吻的偏导数的泛 


e i ，■. 


d 


因此，在空间 TM - o 的泛函解释下，可以说泛函 


㉟ 伽 




(_ d _ d 1 

\ dx 1 J ’ dx n j 


构成了 TR ； o 的基底. 

若《 = K 1 , …， f 1 ) e ™； 0 , 则对应于向量《的算子巧具有巧 =0 &的形 


式 


完全类似地, <7 ㈣ 类 n 维流形 M 在点 p 0 eM 的切向量《能解释成（或定义 
为）在 ( M , R ) 上具有性质 (8),(9) 的微 分法/ 的空间的元素.当然，这时在关系 

式⑼中的: r 0 , 要代之以 po . 从而这个泛函 Z 也就与点 Po eM 有关. 切向量 （ 与切 
空间 TM P 的这种定义,形式上不需要引用局部坐标表示，显然在这个意义下,它是不 

变的.算 子/在 局部图 ( U ^ cpi ) 的坐标 ㈤ ，…， 切 下，有& 


d 


d 


= D ^i 

的形式.数组& 1 ，...，⑺自然叫做切向量 z € TM P 。 在图 ( Ui ^ i ) 的坐标下的坐标. 
同一泛函 Z e TM Po 在图和 ( Uj . ipj ) 中的坐标表示，根据微分 规律， 满足关 




dx } 


dxl 


系 


d 


d 




l dx 7 ! 1 ^ 


(40 


dxY 1 ’ 


dx 7 ! 


它自然是重现了关系式 （4) 


* 


流形上的微分形式 

现在，我们来讨论与切空间 TM P 共轭的空间 T * M P , 亦即，空间 r * M p 是 TM P 
上的实线性泛函的空间. 

定义3与流形 M 在点 peM 处的切空间 TM P 共轭的空间 T * M P , 叫 做流形 

M 在点 p 的余切空间. 

I 

若流形 M 是(7 (00) 类的,/ € C (00) ( M ， R )， 而 k 是与向量$对应的微分法，则对 
固定函数/ € (7 (00) (从，®)，映射 《 H Z e / 显然是空间 T * M P 的元. 在 M = R n 的情 
况，得$ 4 D ^ f ( p ) = f ( p )^ 所以,所建立的映射€ — k /， 自然被称为函数/在点 P 
处的微分，通常记作 df { p ). 

如果、(或 TH n ^ ,当 p e 时）是在流形 M 的图 ( U a ,( p a ) 内与切 

〜⑻ ^ (p) 

空间 TM p 相对应的空间，则与 TE ^_ 1(p) 共轭的空间 Tm^_ 1{py 自然认为在此局 
部图内的描绘（表现)了 T * M P . 在^細& ( U a ,< p a ) 的坐标&,...，#)下，与空间 

™； (或 TH ^- Hp ) 当 p e 抓0的基底 


參 


I 相对应在共轭空间内 


d 


d 


’ dx 


dxl 



第十五章流形上微分形式的积分 


• 300 


3 


有与其共轭的基底{也 1 ，…，办 n M 我们知道， dx^o = e , 所以血 M n 

ax ^ 


咚这 


d 


些共轭基底在另外一个图 ( u 0 ，仰) 内的表达式，可能并不这么简单，因为， 

dx l a d 

dxl dx 1 ' 


dx 3 


dx % 

^dxi 


) 


dx a = 




dx \ 


0 


0 


定义 4 称是 n 维光滑流形 M 上的 m 次微分 形式，如果在 M 的每个切 
空间 TU V ±(pe M ), 定义了斜对称形式 u m ( p ): ( TM P ) 

实际上这不过是,在流形 Af 的图 ( Ua . ipa ) rt , 与空间 TM P 相对应的每个空间 

TM'h 、(或 TH n . lf J 给出了对应的 m - 形式 u ; a ( x a ), 这里: r a =冗 1 ^),于是， 

^Pa ( P ) ( P ) _ 

两个这样的形式 OJ a ( x a )^0( X 0) 是同一形式 W ( p ) 的表达式的事实，用关系式 


R 


( 10 ) 


( 〜 )(((1) ⑴ … . ， {^m)a) ^ 吟 0^)((6)/3,… ， Km)/?) 


表示，其中 X a ^ X (3 分别在图 （ W ，％) 和 ( Uf 3,( ff 3) 内表不点 p G M ， 而 （《 l ) a ，…， 
(6 n ) a , (6)/3, …， { Ub 分别在图 （ W ， ％)和（％，抑）内表示向量之 

把所说的这些形式化地写出来，就是 


，之 m G 了 M p 


1， 


* * 


(20 


9/3af (3?/3) ，工 /3 = Woc/3(Ta )， 


X a 




(30 


这里，像通常那样#扣及分别是坐标变换函数 
映射外 a =:(抑《)*，<43 =: 实现了 Rn (丑 n ) 在点 

正如 § i 第3段所说,这时共轭映射 ( if^r - =： ^实现形式的转移， 

而关系式 （10) 的确切表示是 


、而它们的切 
处的切空间的同构. 


O 


99 (3 ° 


，尤/3 


( 10 ，) 


0 ； a ( x Q ) = (^ct )^/3 { p ^(3 ) : 


这里 a ，/3 是平权的指标（可以互换位置) 

已知映射 ip ^ AXa ) 的矩阵 ( cj ), (4) 


0蚝 


( x a ) 因此，如果 


UJ a ( x a ) = 〉: 


( 11 ) 


叫 …‘ 啦 A … A dx % ^ 


1 ^^1 


且 


X , b h - - jm 邱 


( 12 ) 


A dxjf ， 


0^(即) 


A 


• * ft 
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则根据§1中的公式 （30) 得 




f\ … f\ dx 


1 彡 h<+ .〈irn 彡 n 


3( x 袞， • • 


，山 /3 


E 


rr (&X 1 八…八 dx 1 ^ ， 


(13) 




3 () 


照例是表示由相应的偏导数构成的矩阵的行列式. 


这里 


d () 


这样，同一形式 o ; 的各种坐标表示，可由变量的直接代换从一个得到另一个（打 

开相应的坐标微分并根据外积规则进行后边的代数变换). 

如果约定形式 w a 是定义在流形上的形式 U ； 到图 ( U Q ^ a ) 的参数域中的转移， 

那么，显然有 
况下的复合映射 


< UJ ， 并且认为 UJ a = ( f^O 这里，在给定的情 

o (^ 1 )*起着把映射 ㈣ ” aY 在形式上加以具体化的 




作用 


定义5称 n 维流形 M 上的 m 次微分形式 a ; 属于 C ( fc ) 光滑类， ( C ^ 光滑微 
分形式）如果在给出 M 上光滑结构的图册的任何图内，它的坐标表示 


E 




A dx 


— (p 


■ » 


1 矣 


的系数 ％...‘>«) 都是 c ⑷类函数. 

由公式 （13) 可见,假如流形本身有类的光滑性，例如，当 M 是 C (00) 流 
形时，定义5是合理的. 

对于在流形上给出的微分形式，以自然的方式（逐点地）定义加法，数乘及外积 

R , 按定义，函数是零次形式).其中前两种运 

时，通常 

Qp 的外积是形式 


运算（特别地，乘以函数/ 

算，把 M 上的 C ( fc ) 类 m - 形式的集合 /4 m 变为线性空间.当 k 

把这个线性空间记作显然，形式 


M 


e QT 1 和 




i + m 2 




rrn+ms _ A 。爪 2 


3. 外微分 

定义 6 把具有以下三条性质的线性算子 d 考一 12^+ 1 叫做外 微分： 

1 。 d :项 — nl +1 作用在任何函数/ e 吨上，与将此函数作普通微分 df 




样 


A 这里 


G 


2 。 d{u mi A a; 7712 ) = dw mx 八 a; m 2 + (― 1) 


mi 


G 




3° d 2 := d o d = 0, 

最后这个等式表示的是，对任何形式 a ;， 形式 d ( dw ) 是零形式 
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因此，条件3°的存在，表明将只考察光滑度不能低于 C ⑵ 类的形式， 

实践上,这意味着考察的是 C ㈣ 流形，而 d 是把映入 Q m +1 内的算子. 

在具体图的局部坐标下，算子 d 的计算公式（同时还有算子 d 的唯一性)，可由 
以下关系式 得出： 






A dx lrn 


d 


• * * 


1 < Z 1 <C # ( ^ ^ 几 




(14) 


dCi 1 .. rifn (x)dx tl A 


A dx 


• • ■ 




E 


d(dx tl A … A dx tin ) = 0 




1 < ^ < 打 


现在，算子 d 的存在性，可由以下事实 推出： 在局部坐标系中用 （14) 式定义的 


算子,满足定义6的条件 . 

特别地，从上面所说的可以推知，如果 
的坐标表示，即 


是同 一 个形式 a ; 

那么， C ^ a 与也是同一形式 （ cL ；) 的坐标表示，即 
ip * a 0 ( kj 0 . 因此,关系式 ♦» = < P * a p ( duJ 0) 成立，它的抽象写法就是算子 d 

与形式的转移运算 〆 的交 换性： 


及 




dw 


(15) 


d(f^ — ^p*d 


4. 形式在流形上的积分 


定义7设 M 是 n 维光滑定向流形，在它上边的坐标¥，■.. ， x " 和定向由具 

M 确定.设 cj 是 M 上的 n - 形式，而 


参数域 C ET 的一个图 

a(x)dx 1 A … A 咖 71 是它在区域 Ar 上的坐标 表示. 这时 


: D 


^Px 


a{x)dx l 八…八 dx n ， 


(16) 


其中左边是被定义 的形式 o ; 沿定向流形 M 的 积分，而右端是函数 a ( o 0 沿区域 D 
的 积分. 


若仍 •• D t — M 是另一个由一张图组成的 M 的图册，它在 M 上给出的定向与 
由图册％ : 

比 det ^(0, 在区域内处处为正 At 内与形式^对应的形式是 


M 给出的定向是一样的，那么，坐标变换函数 z = p ⑷的雅可 


― > 


(f^(a(x)dx 1 八…八 dx n ) = a(x(t)) det A - . 

根据重积分的变量替换定理，等式 


Adt n 




a ( a ;( i )) det <p f (t)dt 


dt 


a(x)dx 


dx 


D 


D 


成立.它说明了关系式 （16) 的左端与在 M 上所取的坐标系无关.因此，定义7合理 
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定义8设 0 ；是流形 M 上的形式.我们把 M 中使 U ){ x ) ^ 0的点的集的闭包 
叫做形式 w 的支集 .. 

用 snppu ; 表示形式 cj 的支集，在 0- 形式的情形，即 o ; 是函数时，我们曾遇到过 
这一概念，在形式支集之外,在任何局部坐标下，形式的坐标表示是与给定形式次数 
相同的零形式. 

定义9在流形 M 上给出的形式 u ; 叫做具紧支集的形式，假如 suppo ; 是 M 中 


的紧集 


定义10设 a ; 是 n 维光滑流形 M 上的具紧支集的 n 次形式， M 由图册4定 

向.又设々： A — W 2 = 1, ■ , m } 是图册 Z 的有限多个图构成的有限图 

组,其有效域 …， U m 覆盖 suppo ;， 而 ei , ••- , e k 是从属于这个覆盖的 suppo > 上 

的单位分解.把某些图重复若干次，即可认为 m = fc 且 suppe^ C C/i，i = 1， • ■. ， m. 


称 


(17) 


W ( 聊 ) 


为具紧支集的形式 o ; 沿定向流形 M 的积分；这里 ( Pi ( eiU )) 是在相应的局部图的坐 

标变化区域 A 内，形式 ^ Mui 的坐标表示. 

我们来证明这定义的合理性. 

◄设 I = : 5) — G } 是在 M 上给定的与图册火具有同样的光滑结构 

及定向的另一个图册，并设 , h ，.. 是 suppw 的相应的覆盖以及从属 

于它的 suppo ; 上的单位分解 • 引入函数 /ij = eiCj , i = 1，… ， m;j = 1，…，屯并令 


注意 ， supper c Wij = Ui n Uj , 由此，并根据沿由一个图给定的定向流形的积分 
定义7的合理性得到 


汚 K ) 


) = 


^Pi )= 






Di 


将这些等式关于 i 从1到 m , 关于 j 从1到说求和，并注意 E 仏 = E fij = 

1 3 1 

“ 就能得到我们所需要的恒等式. ► 

斯托克斯公式 

定理设 Af 是定向光滑 n 維流形，而 w 是 M 上具紧支集的 n - 1次光滑微分 
形式.则成立 




(18) 


dcv^ 


dM 


其中流形 M 的达界 dM 的定向取得与 M 的定向和谐.若 = 则 / M du ; = 0 
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不失一般性可以认为，流形 M 的所有局部图的坐标（参数）的变化区域，或 


者是开的方体 I = {xe M n |0 < d < M = 1,…， n }， 或者是对方体 J 加上一个（确 

定的!）面而成的方体 I = { x ^ U n \0 < x 1 ( 1八0 < i < 1 ， i = 2,…， n }. 

包含在一张形如 


借助单位分解，定理的论断可归结为 
i — u 的图的有效域[/内.形式0；在这张图的坐标下的表达式是 


U 或 


suppu; 






^2 


A ■ • ■ A dx % A 


A dx n . 


u )= 


• • 4 


这里的符号照例表示这个因子空缺. 

由于积分是线性的，所以只要对和中的一项 


= ail^jdx 1 A ， • 


(19) 


A dx % f \ \ dx 


OJi 




来证明我们的断言即可.这个形式的微分是 n - 形式 


i-i 


( x ) dx 1 A 


( 20 ) 


du；i = (— 1 ) 


A dx 


* _ 


dx 1 


U 的图，形式 （19),(20) 在 （18) 内的两个积分都等于零 

/；而如果考虑到富比尼定理及关系 : 


对于形如 

第一个等于零是因为 suppcti C 
^(1)-^(0)=0,则根据同样的理由，得到第二个积分也等于零.这就把 8 M = 0 的 

情况一并都解决了. 

因此,剩下的是对图 : f — U 验证 （18) 式. 

如果 i > 1,则对于这样的图，从上述推理得,两个积分也都等于零. 

而如果 i = 1，则 


^ : 


f UJ\= f = / 穿 ^ ⑷如 1 … dx n 

Jm Ju Ji 


2 


dx — ^dx 


L 


^ x n ) dx 2 … dx 


ai(l ， x 2 , 


o 




ujx = 


dM 


dU 


因此,在 n > 1 情况证明了公式 (18). 

1时，只要把定向线段 [ a ,0\ 的端点表做与/?+,并令 0- 形式 
g ( x ) 沿此定向点的积分分别为 1㈤ 与+^(/?) 5 那么，这种情况就是牛顿-莱布尼 

茨公式 .► 


当 


n = 


对于刚才证明的定理做几个注释 
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注1在定理的叙述中，对流形 M 及形式0；的光滑程度什么都没说.在这种情 
况下,通常就表示这些对象的光滑度是 C ㈣ , 但由定理的证明显然可见，当流形 M 
及形式 o ; 的光滑度都是 （7 ⑵时， 定理就成立. 

注2由定理的证明，还可从公式 （18) 本身看出，如果 supper 是严格位于 M 内 

(即 suppo ; fl dM = 0) 的紧集，则 = 0. 

注3若 M 是紧流形，则对 M 上的任何形式％其支集 suppo ; ,作为紧集 M 
的闭子集，仍然是紧集.因此,这时 M 上的任何形式都是具紧支集的，且等式 （18) 
成立.特别地，当 Af 是没有边界的紧流形时，对于 M 上的任何光滑形式，必有等式 

f M du = 0 成立. 

_ 

注4设流形 M 本身不是紧的，则对于 M 上的非紧支的形式化公式 （18) — 
般来说不再成立. 


例如，在标准笛卡儿坐标下,考察定义在圆环 M = {( x , y)e M 2 |l ^ x 2 + y 2 ^2} 

，这时， M 是紧的二维定向流形，它的边界 


xdy — ydx 


内的大家熟知的形式 

由两个圆周 G = {( x , y ) eR 2 \ x 2 + y 2 = «} 组成, i = 1,2_因为心= 0,所以据公式 

(18) 得到 


2 


+ y 2 


dw = 


0 = 


c 2 


c t 


M 


这里圆周 G 与 c 2 都是沿着逆时针方向运行的.我们知道 




Ci 


c 2 


这就是说，如果代替 M 而来考察 M = M \ Q ，则= C 7 2 , 且 


do? = 0 ^ 27T = 


8M 


M 


练习 


M，i = 1，2,在点 p e M 相切，如果 

71 (0) = 72 W = P ， 且在有效域1/包含 P 的每个图 P : K n ( H n ) — 的局部坐标系中， 

成立关系式 


1. a ) 称光滑流形 M 上的两条光滑道路 7 i 


R 


|# _1 0 71(亡）一¥ ? 一 1 。72(01= 0 (亡)，当亡 

试证，如果等式 （19) 在上面说的一个坐标系内成立，那么，它在光滑流形 M 的其 
他这样的局部坐标系内也成立. 

b ) 道路在点 p 相切这个性质，是 M 上通过该点的光滑道路之集合上的等价关系.按照这 

种 关系组成的等价类，叫 做在点 peM 处的切径束, 试建立§3 第 1段中所设想的空间 
TM P 的向量与在点 peM 处的切径束之间的-对应关系_ 


( 21 ) 


0 
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c ) 试证，如果道路 7i ， 72 在点 P G M 相切，而/ € C ⑴ ( M ， R )， 则 


d/ 0 7i 


( 0 ) = ^ 4 ^( 0 ). 


dt 


dt 


d ) 试指出，对于每个向量 f e TM P , 具有性质 (8),(9) 的泛函 Z = k (= D ^) : C ( oc ) ( Af ， R )— 

R 是怎样与之对应的，这里 x 0 = p . 具有这些性质的泛函，叫做在点 peM 的微分法. 

I 

验证，在点 P 的微 分法/ 是局部算子，即若 fuf 2 e C ^( M , R ) 且在点 p 的某邻 
域内 / i ( x ) = / 2 ( x )， 则 iA = Z / 2 . 

e ) 试证，若 rc 1 ， … ，; r n 是点 p 的邻域内的局部坐标，则 Z = 

点 x 处对/的偏导数运算 ，: r 是与点 P 对应的点.（提 示： Mk 部坐标写出函数 f \ u ( p ) : 

R . 注意，对于函数 / e C (00) ( lR n ， IR ) 成立分解式 /( x ) = /( O ) + f ： x ^ iix ), 这 

i=^l 

里 且讲⑼ = 


d 


d 


r 是在 


，其中 


dx i 


dx % 


M 


df 


( 0 ), i = 1 , ■■- , ti). 

£) 验证，若 M 是类流形，则在点 peM 处微分法的线性空间，与本节第1段内 Af 

在 p 点的切空间 TM P 同构. 

a ) 若在光滑流形 M 的每点 p G M 处，固定一向量 $( p ) € TM P , 就说在流形 M 上给出 

了一个 向量场 •设 X 是流形 M 上的向 量场. 因为根据前面的练习，任何向量 X{p) 

: TM P 都可解释成在对应点 p 处的微分法，所以对于任何函数/ € 可 

以做出一个函数 Xfip ), 它在任意点 P 处的值，就是 X ⑻对/作用的值，即/沿 
场； C 的向量 X{p) 的微分值 • M 上的场 X 叫做 C ( oo ) 类光滑的，如果对于任何函数 
/G C ( oc ) ( M ， R )， 函数 X / 也属于 C ( co ) ( M , R ) 类. 

试给出向量场的局部坐标写法，以及等价于前边在光滑流形上引进的（0 (00) 类）光 
滑向量场的用坐标形式写出的定义. 

b ) 设 X ， Y 是流形 M 上的两个光滑向 量场. 对于函数/ € C ( oo ) ( M , R ), 建立 泛函: 

[ X , Y}f := X { Yf ) - Y ( Xf ). 试验证， [ X , Y ] 也是 M 上的光滑向量场，叫做 向量场 

X,Y 的泊松括号. 


dx i 




c ) 试在流形上的光滑向量场中建立李代数结构. 

a ) 设 X 与 a ; 是光滑流形 M 上的光滑向量场与光滑 1- 形式•令 o ; X 表示将 w 作用于场 

X ,在流形 M 的相应点处的向量.试证，是 M 上的光滑函数. 

b ) 考虑到练习2,证明下面的关系式成立 


duj^x.Y) = x^y) -y^ 1 ^：) 


其中 X ， Y 是光滑向童场，心 1 是形式 o ; 1 的微分， dw \ X , Y ) 表示将心 1 作用在同一 
点处场 X , Y 的向量对上. 
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c) 验证，在 cj 是 m 次形式的一般情况下，下面的关系式成立 


duj ( Xi : …， X m + i ) 

m+1 


^2(- iy ^ xMx u - 

i-l 

+ (- l ) i + j ^([ X u X j }, X lr ^ 


• , Xij …， X m + i ) 


， Xj， …， X m+ i) 




表示空项，是场 XuXi 的泊松括号，而 XiCJ 是函数 CJ (為，…, 


这里记号 

,X m+1 ) 沿场 Xi 的向量作微分.因为泊松括号是定义不变的， 所以， 得到的关 

系式可以看作是外微分算子 d : Q ^ Q 的相当复杂，但不变的定义 • 


U 


d) 设0；是光滑 n 维流形 M 上的光滑 m- 形式.设（6,… ,im)i JiM n 内的一组向量， 

它们在图 CM 下对应于向量6,… ，6n e tm p •用 ru 记由 R n 内的 
向量 ,U)i 构成的平行多面体, Alii 是向量 （A6，... 所张成的平行多面 

体.这些平行多面体在 m 中的像 ^(no^(Ano 分别用 n，An 表示.试证 


，（ m+i) = lim 


o A m+1 


a ( xn ) 


4. a ) 设 / :M — iV 是 m 维光滑流形 M 到 n 维光滑流形 AT 内的光滑映射.试利用流形的 

切向量的切径束解释（参看练习1)，建立由/诱导出的映射 /* ( p ) : TM P 

b ) 试证映射厶是线性的，并把它用流形 M 与 iV 相应的局部坐标写出来，说明为什么把 

/*( p ) 叫做映射/在点 P 处的微分，或/在此点处的切映射. 

设/是撖分同胚.试验证， [ X , Y ] = [ f , X , f , Y ]. 这里是 M 上的向量场，而 [•,•] 是它们 
的泊松括号（参看练习 2). 

c ) 由§1已知，切空间中的切映射 Mp ) : TM P -^ TN q=np) 产生共轭空间中的共轭映射 

r { p ), 一般来说，这里的共轭空间是定义在空间 TN fip 、与 ： TM P 上 fc - 形式的空间. 

设 u ; 是 iV 上的 fc - 形式； A / 上的 fc - 形式广0；由以下关系 定义： 

(/*o ； )(p)(^i, • •-，^) : = o?(/(p))(/*6, ■■- ， /*60 ， 

_ 

这里 6 ,… jfc € TMp . 于是产生了映射 r : f 2 k { N ) ^炉 ( M )， 这是从 iV 上 fc •形 
式的空间 X 2 fc ( iV ) 到 M 上 fc - 形式的空间 Q k { M ) 内的映射. 

设 M ， iV 都是类光滑流形.试验证映射广有以下的 性质： 

i ° r 是线性映射； 

2° /*(o；i A o ； 2) = A /*CJ2 ； 

3。 do /* = 厂 od ， 即 d (/ V )= 广 ( do ;); 

4 。 （/yAr = / ro / 2 ' 

d ) 设 M ， AT 都是 n 维光滑定向流形，而 … M — iV 是 M 到 AT 上的微分同胚 • 试证，若 

w 是 TV 上具有紧支集的 n - 形式，则 


TN 


/(P). 




^(Af) 


M 
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1，当 p 保持 定向； 

1，当 p 改变定向. 

) 设 A 3 映射 i : s — A ， 把每点 XeB 对应到集4内的此点本身，就说 i 是 B 到 

A 内的典型嵌入. 

若 w 是流形 M 上的形式，而 M ' 是 M 的子流形，则由典型嵌入 i : M ' — M 在 
上产生的形式 ro ； 叫 做形式在上的约束或限制. 试证斯托克斯公式 （18) 的正规 
写法应是 


这里 e = 




duj = 


dM 


其中 i : 3 M — M 是到 Af 内的典型嵌入，而在上所取的定向是与 M 的定 
向和谐的定向. 


a ) 设 M 是 n 维定向。 ㈣ 光滑流形，是在 M 上具紧支集的 C ( oo ) 光滑 n - 形式 

,具有以下的 性质： 


的空间 • 试证，存在唯一的映射 / M : f 2 c n ( M ) 

映射]是线 性的； 

2。如果 f : I n ( I n ) — (7 C M 是 M 的定向图册中的一个图， suppo ; C U : 且在 
这个图的局部坐标: r 1 ， …，#下有八…八 dx 71 ， 贝 IJ 


1 ° 


a ( x ) dx 1 - * * dx n ^ 


/ n (/ n ) 


此式右边是函数 a 沿方体 I n ( I n ) 的黎曼积分. 

b ) 上面所指出的映射，是不是总能延拓成定义在 （ M 上所有光滑 n - 形式的空间） Q n { M ) 

上，且具有同样性质的映射 / M : a n { M ) 

c ) 试利用以下这两个事实（参看§2练习 9): “从流形 M 的任何开覆盖中，可选出至多可 

数的 M 的局部有限覆盖”及“对 M 上的这种覆盖存在从属于此覆盖的单位分解”，定 
义 n - 形式沿定向光滑 n 维（不一定紧）流形的积分，使它对积分取有限值的那些形式 
具有上面指出的性质 1°，2。. 试证，对此积分，公式 （18) —般不再成立，并在 A / = ET 
及 M = / T 情况，给出一个保证公式 （18) 成立的加在 w 上的充分条件 • 


― ► 


a ) 利用微分方程 i ： = v { x ) 的解的存在性与唯一性，及对于初始条件的光滑依赖性证明, 

R n 内的光滑有界向量场 v { x ) 可以看做是稳定流的速度场.准确地说，就是证明存 
在这样的光滑依赖于参数（时间） t 的微分同胚族外 

d ( p t ( x ) 


R n ， 使对于固定的值 


R 


=幻(外 ㈤ )，并且仰⑻=显然， 


e R n ，< M 工) 是我们方程的积分曲线， 

R n 刻画的是介质质点在时段 t 内的位移.试验证映射 族外： 


dt 


R 


映射外 ： E 

是单参数的同胚群，即(^)- 1 


= ，外 2 ◦ Pn = 抑 2+n 


b ) 设 r 是 R n 内的向量场，而外是 M n 中由场〃产生的单参数同 胚群. 验证：对任何光 

滑函数/ 6 C ( oo ) ( E n , E ), 成立如下关系式 


Jim -(/(^ t ( x )) « f ( x )) = D v { x ) f . 

t ― ^0 t 

如果引用练习 2 的记号 v ( f ) := D v f , 而且记得 fo < p t =： ip ; f , 就能得出 

lim - /) ⑻ = v ( f )( x ). 
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c ) 现在自然也能给出 R n 内的任意次光滑流形沿着场 r 的微分的定义，即令 

■ 

v(a;)(x) := lim —(iplu; — oj)(x) 


形式 v { lo ) 叫 做形式 o ; 沿场 t 的李 导数， 常常用专门的记号 L V 0 J 表示它.设 X 是 
任意光滑流形 M 上的场，试定义形式 a ; 沿着 X 的李导数 L x u . 

d ) 试证在 C (oo) 流形 M 上，李导数具有以下 性质： 

1° Lx 是局部运算，即若在点 xeM 的一个邻域 C / C ； M 内，场和形式 

分别相同，则 { Lx x i > J \){ x ) — ( Lx 2 U ) 2 ){ x ) 

I 

Lx^ k (M) c Q k {M). 

L x : n k ( M ) ^ Q k {M) 是线性映射 ， fc = 0 , 1 ， 2 , • • •. 

4° Lx (奶八奶）=八 八 

5 。 若 / e 卩 0 ( M )， 则 L x f = df(X) =: Xf. 

6。 若 / e 则 Lxdf = d(Xf). 

) 验证，由上面的性质 1° 一 6°，能唯一地确定算子 loc 


UJ\,U)2 


* 


o 


2 


o 


3 


e 


7 .设 A / 是光滑流形， X 凫 M 上的向量场，而 a ； 是 M 上的 fc 次形式 


用关系式 ( ixu ;)( X lr ^ : - , X fc _ i ) 确定的 ( fc -1) 形式， ka ；， 也 

记作 Xjo ;, 叫做场 X 与形式 a ; 的 内积， 其中 A ， …是 M 上的向量场_对于〜形 
式（即 M 上的函数）令 X 」/ = 0 

a ) 试证，若在图 < f ： R n ^U CM 的局部坐标: r 1 ， …， F 下，形式 a ; (确切的记法是 ij \ u ) 

的表达式是 


1 ..， i k dx n 八…八 dx tk ，而 


A dx Zk = —ai 


E 


ai 1 ^^i k (x)dx %1 A 


* « ■ 


k \ 


，则名抑 = 


: d 


X l au 2 . . i k dx t2 八… A dx %k . 


X = X 1 ^- 


(fc —1)! 

，则 ixdf = X 


dx i 


idf 


=X(f) = Dxf 


b ) 再验证：如果 d / = 

c ) 设 X ( M ) 是流形 M 上向量场空间，而 O ( M ) 是 M 上的斜对称形式环 • 试证，只存在 

一个映射 i : X ( M ) x Q { M )^ Q { M ) 具有以下的性质： 


dx i 


dx i 


1。 i 是局部运算，即若场 x u x 2 及形式奶， 0 ； 2 分别在点 xeM 的一个邻域内 
一致，则 ( ixi ^ i )( x ) = ( ix 2 ^2){ x ); 

2。 (炉⑽ C 

3。 ix : O k { M ) Q k ~ l { M ) 是线性映射； 

4。 若 UJ1 e n kl ( M ), 0J2 e D fc 2 ( M )， 则 ix(u；i A UJ 2 ) = %x^i Ao ； 2 + (-1) 


fci 


A 




5。若 a ; 6 /2( M )， 则 i x a ; = u ( X ), 而若 / e O 0 ( M )， 则 = 0 


8. 试证下列诸 断言： 

a ) 算子 d ， ix 及 Lx (参看习题 6, 7 ) 满足所谓同伦恒等式 


( 22 ) 


Lx = ixd 4 - dix. 


这里久是流形上的任意的光滑向量场 
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b ) 李导数与 d 及 ix 可交换，即 


Lx o d = do Lxj Lx ° ix — ix ° Lx 


c ) [Lx^iy] = [Lx^Ly] = L [X)Vh 这里，照例对任何使 AoB-BoA 有定义的算 

子 A 万，记 [汔别 = 4 o 丑 -S O A 在现在的情况，所有括号[，]都有定义， 

d) L x fu) = fL x uj + d/A i x uj, 这里 / € /2°(M), 而 cj e 

(提示.在本题内， a ) 是基本的.它可用比如归纳法去 验证； 归纳是对算子所作用的 
形式的次数做的 .） 


4流形上的闭形式与恰当形式 


1. 庞加莱定理 

本节将补充介绍闭微分形式与恰当微分形式的知识,这逵概念，在第14章§3中 
由于讲述空间 R n 的区域内的向量场理论，已作过说明.像前面一样，用 ^ P ( M ) 记 
光滑流形 M 上所有光滑实值 p 次形式的空间，而 Q ( U )= 


定义 1形式 a ; e f 2 P ( M ) 叫闭形式,假如 dw = 0. 

定义2 形式 a ; €讲 ( M),p > 0, 叫做恰当形式，假如存在形式 a € 

_ 

使 w = dcx . 

流形 M 的所有闭 p 形式的集记作 ZP ( M )， 而 M 上所有恰当 p 形式的集记作 


B p ( M ) 


对于任何形式 w G Q ( M ), 关系式①负 da ;) = 0成立，它说明 Z ^( M ) D BP ( M ). 
我们已由第14章§3知道，一般地说，这个包含关系是严格的. 

方程 da = a ; (关于 a ) 的可解性这个重要问题，当形式满足必要条件= 0时， 
是与流形 M 的拓扑结构密切相关的，下面将给出一个比较全面的说明 • 


定义 3 称流形 M 为可缩 （于一点邱 e M ) 的， 或 单点同伦的， 假如存在光滑 
映射 h: M x I — M, 这里 J = 0 6 R |0 < f < 1}， 使 h{x, 1) = o ：， 而 h(x,0) = x Q . 

例 1空间 IT , 借助于映射 Zi ( cM ) = b 收缩于一点. 

定理 1 (庞加莱） 设流形 M 可缩于一点，则 M 上的任何闭 （ P +1)- 形式 ( P 彡 0) 
都是恰当形式. 

◄ 证明的非平凡部分，由下面的对于任何流形都适用的“柱”结构组成. 

①由于算子 d 引入的方法不同3—性质或为需要证明的断言，这时，常把它叫做庞加莱引理， 
或把它放到算子 d 的定义中去. 
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考察“柱” M x I (M 与单位线段 J 的直积）及使 M 分别等同于柱 Af x J 的 
两底的映射 ji ： M-^Mx IJi ( x ) = ( x , i),i = 0 ,h 这时，自然产生相应的两个映射 
jf : x /) — QP ( M ) ,它们是把 Q p {M x /) 的形式中的变量 f 代之以相应的 i 

的值 （=0,1) 的运算,这时，当然 di = 0. 

做线性算子 K : Q p+1 {M xl )^ QP { M ), 它在单项式上的取值如下 定义： 


Adx 1 ^ 1 ) ：= 0 , 


K ( a ( x J t ) dx Zl A 


a 1 


a ( x , t)dt ] dx %1 A • ■ * A dx % 


K ( a ( x , t)dt A dx Zl 八…八 dx tp ):= 


P 


我们所需要算子 K 的基本性质是，对任何 a ; e Q^ +1 (M x /) 成立以下关系式 


( 1 ) 


K { dw ) + d ( Kiv ) = - 


只要对单项式验证这一性质就够了，因为所有算子 K , dJU 5 都是线性的 • 

A dx ip+1 ，则 Kcj = 0, dKuj = 0, 


如果 u = a ( x ^ t ) dx l 




A 


_ _ 


da 


dt A dx il 八…八 dx Zp+1 + [ 不含也的项]， 


duj = 


dt 


a » 


rf / 1 八…八 dx 1 ^ 1 


K ( duj ) — 


A dx 1 ^ 1 = jIuj - JqUJ , 


( a ( x , 1) — a ( x , 0)) dx n A 


4 • * 




从而关系式 （1) 成立 • 

如果 a ; = a ( x , t)dt A dx 11 A 


A 血 S 则 j { u ) = j ； a ; = 0. 此外， 


* t • 


t 


—dt A dx lQ A dx H f \ … t \ dx 


K { dw ) = K 


P 


龙0 


? (I & dt ) 


dx %0 A dx %1 八…八 dx lp , 


io 


(a 


dx 11 八…八 dx %p 


a ( x y t)dt 


d { Kuj ) = d 




dx t0 A dx %1 八…八 dx lp 


^0 




t 


dx z ° A dx %l A - - Adx 


P 


i 。 


因此，在这种情况下， ( l ) 式也成立① 

①在上式中，能在积分号下对泰量进行微分的理由，可参看第 I 7 章 § i . 
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今设 M 是可缩于点 x 0 eM 的流形上 : MxI ^ M 是定义3中指出的映射 
是 M 上的 ( P +1)- 形式.这时，显然心。 : M -^ M 是恒等映射，而 hoj 0 ：M 
是 M 到一点 x 0 的映射，所以 （ jj 。 h^)u 


，⑴ 


Xo 


― > 


而 U 。 / I * V = 0. 因此这时由 （1) 式 


0；, 




推出 


K ( d { h ^ cj )) + d(K { h ^ u )) 


( 2 ) 


u ; 




如果加上 o ; 是 M 上的闭形式这个条件，那么，因为 d ( h ^) = h ^( dw ) = 0,从 
(2) 式即得 


d { K { h * u )) 

K ( h ^ uj ) e Q p ( M ) 的外微分，亦即 u ； 是 M 上的恰 


0J 




于是，闭形式 a ; 是形式 


a 




当形式 


1 2设是 IR 3 内变量 x , y , z 的光滑实值函数.要从方程组. 


OR dQ 




dy dz 


dP dR 


(3) 


__ 二 _ O 


dz dx 


H c 


求出函数 P 、 Q , R . 

要使方程组 （3) 相容,显然函数 A , B , C 必领满 足关系 

8 A dB dC 

dx + dy + dz 


= 0 , 


它与形式 


u ; = Ady A d 2 + Bdz A dx + Cdx A dy 


在 R 3 内的闭性等价. 

如果能找到形式 


a = Pdx + Qdy + Rdz 


则方程组 （3) 可解 


使 da 


0；， 




根据定理1的证明中叙述的方案，再考虑到例1内所建立的映射&经过简单 


的计算，就得到 


(I 


A { tx , ty ^ tz ) tdt ) (ydz — zdy ) 


K ( h ^ uj ) = 


a 




u: 


B ( tx ， ty , tz)tdt ) (zdx — xdz ) 


+ 


a 


C ( tx ^ ty r tz)tdt ] {xdy — ydx ). 


+ 
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直接验证即知 da = u ). 

注选取满足条件 da = u ; 的形式 a 通常有很大的任意性.例如当用任何形如 
+初的形式代替形式 a 时,显然也满足这个方程. 

根据定理1,在可缩流形 M 上,满足条件 da = d(5 = uj 的任意两个形式 a , /?,其 
差是一个恰当形式.实际上, d(a -灼= 0,即形式 (a - 的在 M 上是闭的，因此，根 
据定理1，它是恰当的. 


a 


同调与上同调 


m 


据庞加莱定理，流形上的任何闭形式是局部恰当的.要把这些局部的原像粘成 
整个流形上的一个形式，并不是总能做到的，这与流形的拓扑结构有关.例如，在第 

局部地是点 ( x ， y ) 


—ydx + xdy 


14章§3内考察的打了洞的平面 R 2 \0 内，形式 

的极角函数 p 的微分.然而,这个函数在区域 M 2 \0 内的延拓，当这延拓 

沿着一个绕过小洞（点 O ) 的闭路进行时,就导致多值性的产生 • 对其他次数的形式 
情况大致也是这样.流形内的“洞”，可能各种各样，不只是针孔，也可能是像环面或 
8字形小面点有的那样的洞.高维流形的结构可能相当复杂.流形作为拓扑空间的结 
构，流形上的闭形式和恰当形式的相互关系，这两个问题之间的联系是用所谓流形 

的（上）同调群来描述的. 

流形 M 上的闭实形式与恰当实形式，分别构成线性空间 Z p ( M ) 与 BP ( M ), 并 


x 2 + y 2 


且 Z p { M ) D B ^{ M ) 


定义4称商空间 


⑷ 


H P { M ) := Z p ( M )/ B p { M ) 


为流形 M 的(实系数） p 维上同调群 • 

因此，两个闭形式 U 3\ , U )2 ^ ZP ( M ) 位于同一个上同调类，或说它们是上同调的， 

是指叫 -吻 e 即它们只相差一个恰当形式，形式 a ; e ZP ( M ) 所属的上同 

调类记作 

因为 ZP ( M ) 是算子逆 ： 识 ( M ) — QP +1 { M ) 的核，而 BP ( M ) 是算子 dP~ l : 
qp -^( M ) Q p { M ) 的像,所以经常把⑷式写成 


H p ( M ) = KerdF/lmdP 


计算上同调，通常是一件困难的 事情. 然而我们可以做一些简单明显的一般观察. 

由定义 4 推知，若 p > dimM, 则显然 HP ( M ) - 0. 

由庞加莱定理知，如果 M 是可缩的，则当 p > 0时， fP ( Af ) = 0. 

在任何连通流形 M 上，群 tf 0 ( M ) 与 R 同构，因为 H °{ M ) = 而当在连 

通流形 M 上定义的函数/ : M — E 满足关系 d / = 0时，有/ =常数. 
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因此，例如对于空间 ET 得到： 当 p > 0时，有 HP ( R n ) = 0,而 H 0 ( R n ) 

一断言（除最后这种平凡的关系）等价于当 M = R ^ 时的定理1,并且也叫做庞加莱 


这 




定理 


所谓同调群与流形 M 有更直观的几何联系. 

定义5将 p 维方体尸 (= RP 映入流形 M 的光滑映射 c : /p M , 叫做流形 
M 上的奇异方体. 

这是光滑道路概念往任意维数 P 的情况的直接推广.特别地，奇异方体可能是 
将方体 P 变为一点的变换. 


定义6任意有限个流形 M 上的奇异 p 维方体的形式的实系数线性组合 

叫做流形 M 上的 p 维（奇异方体的）链. 

k 

像道路那样，两个奇异方体，如果能用具正雅可比的参变量微分同胚变换从一 

个得出另一个,则说它们是等价的，而且视两个等价的奇异方体是等同的.如果这种 

参变量的变换是具负雅可比的，则称这两个（定向相反的）奇异方体 c 和 c _ 是相反 
的，并记作 c _ == 

流形 M 上的 P 维链，关于标准的加法及乘以实数的运算，显然构成线性空间. 
我们用 C P ( M ) 表示这个空间. 

定义7称吧中的1维链 


—c 


沿 := E 5> i 严〜 


(5) 




为 财 内的 p 维方体 p 的边界， 这里句 

的映射，它是由方体^的相应边界往 ir 内的典型嵌入诱导出的映射.确切地说， 

_ 

若 IP -^ = {X e R^-^O ^ x m ^ l，m = 1，…， p - 1}， 则 Cij ( x ) = (5 1 ，…，知 — V ， 

# +1 ， … ,xP) e w. 

容易验证,这样定义的方体边界,与取标准定向方体尸的边界的运算是完全一 
致的（参看第12章 §3). 

_ 

定义8 p 维奇异方体的边界是 （ p -1) 维链 


W 是从 p - 1维方体到 IT 内 


-1 




dc 


+3 




定义9流形 M 上 p 维链 EafcCfc 的边界是 p - 1维链 


k 


^ akdck 


d 
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因此，在任何 p 维链空间 C P ( M ) 上，定义了线性算子 


0 = d p ： C P ( M ) ^ C p ^ i ( M ). 

根据关系式 （5), 对任何方体可以验证 d ( dl ) = 0. 因此 dod = d 2 = 0 普遍成立. 
定义10设 Z 是流形 M 上的 p 维链.如果加= 0,就称它是 p 维闭 链或斤 闭链- 


定义11如果流形 M 上的 p 维链6是某个 p + 1维链的边界，就称6为流形 


上的 p 维边界闭链 


设 Z P ( M ) 与 B P ( M ) 是流形 M 上的 p 维闭链与 p 维边界闭链的集.显然， 

Z P ( M ) 与 B p ( M ) 都是域 R 上的线性空间，并且 Z P ( M ) D B P ( M ). 


定义12我们把商空间 


⑹ 


H P ( M ) := Z P ( M )/ B P ( M ) 


叫做流形 M 的 p 维（实系数）同调群. 

因此，如果两个闭链 ^, z 2 e Z P ( M ) 的差々 - z 2 e B P ( M ) ， 即它们只相差某个 
链的边界，则称 zi ,^ 2 位于同一个同调类中，或说它们同调.闭链 z € Z P ( M ) 的同调 

类记作[斗 

如同上同调的情形,我们又可把 （6) 式改写成 

H P ( M ) = Kevd p / lmd p + i . 

定义13设 c : J — M 是奇异 p 维方体， w 是流形 M 上的尹形式.就称 


⑺ 


为形式 a ; 沿此奇异方体 c 的积分. 

定义 14设 5： a fcC fc 是 p 维链，而是流形 M 上的浐形式.就把 a ; 沿着这些 

奇异方体积分的线 fc 性组合 E 叫 / efc ^叫做形式^沿着该链的积分. 

fc 

由定义5—8及13,14推知，对于沿着奇异方体的积分,斯托克斯公式 


⑻ 


duj = 


成立,这里 C 的维数是 p ， w 的次数为 P -1. 如果再把定义9考虑进去，就得到结论 

斯托克斯公式（8)，对于沿链的积分仍然 有效. 

■ 

定理2 a ) 恰当形式沿闭链的积分为零. 
b ) 闭形式沿链的边界的积分为零. 
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c ) 闭形式沿闭链的积分，只与闭链的同调类有关. 

d ) 闭形式沿闭链的积分，只与形式的上同调类有关. 

e ) 如果 p 次闭形式叫， 0 ； 2 与 p 维闭链 zi , z 2 满足 [ A ] = [ uj 2 ], [ zi ] = [ z 2 ], 那么 


a ) 因为32 = 0，所以由斯托克斯公式丄‘=乜0； = 0 


b ) 因为 ‘ = 0，所以由斯托克斯公式，]^0； = ]；‘ = 0. 

C ) 由 b ) 推知 

d ) 由 a ) 推知. 

e ) 由 c ) 与 d ) 推知. ► 

推论由公式 ( u ;, c )^/ c cj 给出的双线性映射 Q p { M ) x C P ( M ) ^ E , 诱导出双 
线性映射 ZP ( M ) x Z P ( M ) R 及双线性映射 H ^{ M ) x H P ( M ) ^ R , 后者由公式 


⑼ 


(M ， W) 


h—> 


给出，这里 we ZP ( M),z G Z P ( M ). 

定理 3 (狄 • 拉姆 ®). 由公式 （9) 给出的双线性映射 H ^( M ) x Jf p ( M ) — E 是 
非退化的②. 

我们不去证明拉姆定理，只给出它的一些变形，使它能够对于分析提供一些有 
用的推论. 

首先注意，根据 （9) 式，每个上同调类 M e H ^ M ), 可以解释成线性函数 

M ( W ) = i >. 于是，自然地产生了—个映射阶 ( M ) 4 这里 W ( M ) 是 

H P ( M ) 的共轭空间.狄.拉姆定理断定，这个映射是同构映射.在这种意义下, 

H p ( M ) = H ；( M ). . 

定义15如果 w 是 p 次闭形式是流形 M 上的 p 维闭链，则称量 per ㈤ 

f a ; 为形式 o ； 在闭链 z 上的周期（或者叫做闭链常数). 

v Z 

_ 

特别地，当闭链2同调于零时，则由定理2的断言 b ) 应推出 pev ( z ) = 0. 据此 
原因，周期之间具有以下 关系： 


ockZk] = o ==> ^2 a fcP er ( 2 fc) 二 0, 


( 10 ) 


① 狄 • 拉姆 （de Rham) (1903-1969) 比利时数学家,其基本工作在代数拓扑学方面. 

② 双线性形式 L ( x ， y ) 叫做非退化的，如果任意固定它的一个变量于非零值，所得关于另一变量 
的线性形式不恒等于零. 
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这就是说，如果闭链的线性组合构成边界闭链，或者说它同调于零，那么其相应周期 
的线性组合也等于零. 

还有以下两个狄.拉姆定理,它们合起来等价于定理 3. 

定理4 (狄 • 拉姆第一定理）闭形式为恰当形式的充要条件是它的所有周期都 


是零 


定理5 ( 狄.拉姆第二定理）如果把流形 M 上的每个 p 闭链2 G Z P ( M ) 对应 
于一个数 per ( z ), 且保持条件 (10), 则在 M 上存在闭 p 形式 u ;， 使得对于任何闭链 

^ G Z p ( M ), 有 f z cv = per ⑷. 


练习 


1. 用直接计算验证例2中所得的形式 a 确实满足方程 da = a 

a ) 试证 R 2 内的任何单连通域可收缩于一点. 

b ) 试证，对 R 3 来说,上面的断言一般不成立 • 

分析一下庞加莱定理的证明，并证明，如果把光滑映射 h : MxT ^ M , 看做是一族依赖于 
参数 tel 的映射 h : M — M ， 那么对于 M 上的任何闭形式 a ;, 所有闭形式 htou.t G /, 

将属于同一个上同调类. 

4. a ) 设 t ^心€ C { oo ) ( M , N ) 是光滑地依赖于参数 te I CR 的一族把流形 M 映入流形 

N 的映射.试验证对任何形式 w G Q ( N ), 以下同伦公式成立 


嚤 


d 


( 11 ) 


—(^ o ;)( j :) = dhl{i x ^){x) + hl{%xd^){x) 


dt 


这里 X e M ， 入是 iV 上的向量场，并且 X { x , t ) e TN ht{x) ]To X { x , t ) 是道路 f 
h t r{x) 在 〆 时的速度 向量； 形式与向量场的内积算子 ix 是在上节练习7内定义的 

b ) 试由公式 （11) 求出练习3所说的 断言. 

c ) 试依据公式 （11) 重新证明庞加莱定理 1. 

d ) 试证，如果 K 是可缩于一点的流形，则对于任何流形 M 及任何整数 p , 等式 H p (K > 

M ) = H P { M ) 成立. 

e ) 试从公式 （11) 推出前节的公式 （20). 

a ) 利用定理4直接 证明： 如果球面 S 2 上的闭2-形式满足尨 2 a ; = 0,则 w 是恰当形式 • 

b ) 试证群 H 2 ( S 2 ) 同构于 M 

c ) 试证： H l ( S 2 ) = 0 . 


I~^ 


s 2 是一映射，它使每点 xes 2 与过此点的直径的另一端点 e s 2 (反 

极点）对应.试证在射影平面 R 

= 0；) 之间有双方单值对应 • 


a ) 设 p : 5 


上的形式与球面炉上关于映射 W 不变的形式（即 


(p UJ 
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b ) 把 EP 2 看做商流形 s 2 /r, 这里 r 是由球面 s 上的恒等映射及反极点映射^组成的 

变换群.设 7 T : s 2 
并验证 


P 2 = S 2 / r 是自然射影，即 7 r ( x ) = { x , — x }. 试证 


V ?? e Q p ( S 2 ) (^ r ] = ? j ) 

c ) 利用练习 5 a )， 证明 H 2 ( R 2 ¥) = 0. 

r 

d ) 试证，如果函数 / e C ( S 2 , R ) 满足 / Or ) - f {- x ) = 常数，则 f 三 0. 考虑到练习 5 c )， 

由此即可推得 H l { MF 2 )=0. 

7. a ) 把 RP 2 表示成标准矩形 II 的形式，并使其反向放置的对边等同起来,在图98上指出了 

其对边的定向.试证： 911 = 2 c ' -2 c , dc = P - Q ; dc f = P - Q . 


3a; G Q p (RF 2 ){ 


7T UJ — T]). 




Q 


p 


n 


c* 


Q 


p 


98 


b ) 从对上面习题的观察导 出：在 RP 2 上设有非平凡二维闭链，并利用狄.拉姆定理证明 

H 2 ( R 1? 2 ) = 0. 

c ) 试证，在 RP 2 上唯一的（不计及因数）非平凡一维闭链是闭链 〆 

dn , 由狄_拉姆定理能导出 h 1 ( rf 2 ) = o , 

求群 H °( M ) y H 1 ( M ), H 2 ( M ), 如果： 

a ) M = S 1 -圆周； 

b ) M = T 2 

c ) M = K : 

a ) 证明： 微分同胚的流形有相应维数的同构（上）同调群 

b ) 以 3 R 2 与 


而且，因为有 


—C ， 


2 


_ 


二维 环面; 
克莱因瓶 


2 


为例 证明： 一般来说，上述断言的逆命题不成立 


10. 设是域 IR 上的线性空间，而 L : X x F H ，(: r ， y ) h L ( x ， y ) 是非退化的双线性形 

L ( x r ) e Y \ 


式，考察映射 X 3 

a ) 证明： 这个映射是内射. 

b ) 证明： 对空间 y 中任意的线性无关的向量组 yu ... , yk , 在空间 X 中能找到这样一组 

0 , ii^3\ 


X 


向量 x 1 , …， x ' 使得 x z ( yj ) := L ( x \ yj ) = 8), 其中勾= 

c ) 验证： 上边建立的映射是线性空间 X 与 V 间的同构映射. 

d ) 试证：狄.拉姆第一、第二定理合在一起，就表明，在同构意义下有 i / p ( M ) = H ；( M ) 



第十六章一致收敛性，函数项级数与函 

数族的基本分析运算 


§1逐点收敛与一致收敛 


1. 逐点收敛 

定义1称函数 f n ： X^R 的序列 { f n , 71 G N } 在点2： G X 收敛,如果这些函 
数在点 x 的值的序列 { f n ( x ), neN } 收敛. 

定义2使函数: X 
数序列的收敛集. 

定义3在函数序列 {/ n , neN } 收敛集五上由关系式/⑷:= Jim ^/ nCx ) 产生 
的函数 f : E ^ U , 叫做序列 { f n ,n G N } 的 极限函 数或函数序列 { f n , neN } 的极 


的序列 { U , neN } 收敛的点的集 ECX 叫做函 


定义4如果/ :五 — R 是序列 {/ n , neN } 的极限函数，那么，就说这个函数 

序列在五上收敛（或逐点收敛)到函数 /. 

在这种情况下,记作 /( a ?) = lim fn(x){x E E ) 或当 

n—+oo 

例 1 设 X = R 卜 > 0}， 函数 : X 4 M 由关系式灸⑻= X n ,n € N 给 

出.这个函数序列的收敛集显然是区间/ = [0,1]，而极限是由条件 


时 ， / n — /( 在五上) 


n —► oo 


0, 0彡 a : < 1， 


/⑷= 
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确定的函数 /j — R 


sin n x 


IJ 2 函数序列 / n ( x ) = 


在 R 上收敛到恒等于零的函数 f : x ^0 


sm nx 


例3序列九⑻ 

例4我们考虑在区间 J = [0,1] 上的函数序列 f n ( x ) = 2 (n + 1) x (1 - x 2 ) n 
为当 M < 1时， nf — 0 (n — 00 )，所以这个序列在整个区间 J 上趋于零， 


也有恒等于零的极限函数 /： x ^0 




n 2 




是整数，那么 


例5设 m，n € N , 且 / m ( x ) := lim ( cosm !7 nr ) 2n _ 如果 

f m ( x ) — 1;如果 m !; r 多 Z , 那么显然有 f m (^) = 0. 

现在，我们考虑序列{/并且证明在整个数轴上，它收敛到狄利克雷 


函数 


0 ，x 多 Q ， 

l ， xeQ. 

事实上，如果 X ^ Q , 那么对任何一个 m e N ， m!x 多 Z ， 且 / m ㈤ = 0,因此， 
f ( x ) = 0. 而如果 

fm ( x ) - 1,从而 / Or ) = 1. 

因此 ， lim / m ( x ) = D ( x ) 


S)(x) 




^ 6 Q . 其中 peZ . qeN , 那么当 m 彡 g 时，有 mLr G Z ， 且 


X 




q 


基本问题的提出 


參 


在分析中每走一步都会遇到极限过渡问题，而且,弄清楚极限函数具有怎样的函 
数性质常常是很重要的.在这些性质中对于分析来说主要的是连续性、可微性和可 
积性.这就是说，重要的是要 阐明： 如果趋于极限的函数是连续，可微,可积的,极限 
函数是否也具有相应的性质.这时,特别重要的是要寻求足够方便的条件，当这些条 
件满足的时候.能从函数的收敛性推出这些函数的导数或积分收敛到极限函数的导 

数或积分. 


从分析过的最简单的例子中看出，如果没有任何附加条件，一般来说，由关系式 

“仏―/在 [ a ，&] 上，当 
续的)，也不能推出关系式/; — 尸或 fa fn ( x)dx ^义/ ㈤ 咖(即使所指出的导数和 

积分都是有定义的). 

事实上， 

在例1中，极限函数在区间[0，1]上是间断的,虽然趋于极限的函数在该区间上 


既不能推出极限函数的连续性（即使函数是连 


n —► oo 


是连续的 


在例2中，趋于极限的函数的导数 ncosn 2 ® 一般不收敛，当然也就不会收敛到 
极限函数的导数，这个极限函数恒等于零. 

在例4中，对任何 n e N ， 有 J 。 1 f n ( x)dx = L 同时有 J 。 1 f ( x)dx 


0 
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在例5中，在任何区间 [ a ,6] C 1 R 上，每个函数 / n 除去有限个点外处处为零， 
此 J ^ f m ( x)dx = 0, 而此时，极限函数 2) 本身在数轴内任何一个区间上都不可积. 


此外: 


在例2, 3, 4中，无论最趋于极限的函数还是极限函数都是连续的 
在例3中，函数序列~的导数 

数是一样的. 几 

在例 1 中， / q 1 fn ( x)dx -*• / q 1 f ( x)dx (n oo ). 

我们的基本目的是阐明在什么样的条件下，在积分符号或微分符号下取极限是 


cos nx 


的极限和这个序列的极限函数的导 


n 


合理的. 


再来看一个这方面的例子. 


例6我们知道，对任何 x e M . 有 


(- 1 ) 


m 


2m+l 


5 


3 


(i) 


+ 


— X " + —x 


X 


sin x = x — 


* * 


_ 




(2 m + 1)! 

然而,在看了上边举的那些例子之后，我们知道，关系式 


5! 


3! 


(- 1 ) 


m 


(smx) f = ^2 


2m+l 


( 2 ) 


X 


(2 m + 1)! 


m=0 


b 


b 


(—i) 


m 


E 


2m+l dx 


(3) 


sin xdx = 


x 


(2 m + 1)! 


a 


a 


m— 0 


一般来说是需要检验的. 

事实上,如果把等式 


S ( x ) = ai ( x ) + a 2 { x ) + . …+ a m ( x ) + 

理解为= lim S n ( x ), 其中 S n ( x ) = a m ⑻，那么，由于微分与积分运算的线 

00 m=l 

性性质，关系式 




S f ( x ) = 〉: a f m ( x )^ 


m=l 


b 


b 


po ru 

/ S ( x)dx = E a m ( x)dx 


分别等价于 


S f ( x ) = lim S »， 


b 


b 


S ( x)dx = lim / S n ( x)dx 


a 
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它们是我们现在应该谨慎地对待的等式. 

关系式 (2),(3) 是容易验证的.因为对任一 x eR , 显然有 


(― 1 ) 


1 


+ … + 


COSX = 


^ 2 \ X 


(2m)! 


的定义.要知道当自变量是复值时，函数 
的定义正是这样的.那时，如果我们需要所产生的新函数的性质（它的连续 
性、可微性、可积性）的话，和等式 (2),(3) 的合理性 一样， 就要直接从这个函数是 

给定的级数的部分和序列的极限函数的事实去析取. 

一致收敛性是个重要的概念，在§3中将利用它得到上述极限过渡合理性的充分 


但是,设想等式 （1) 是函数 


sm^, 


sinx 


cosz,e 


条件 


依赖于参数的函数族的收敛性和一致收敛性 

在问题提法的讨论中，我们仅局限于考察函数序列的极限.而函数序列是依赖 
于参数 i 的函数族 ft(x) 当 t e N 时的重要的特殊情形.这样一来，函数序列所处的 
位置和序列极限理论在函数极限理论中所处的位置是一样的.关于函数序列的极限 
以及和它相联系的函数项级数的收敛理论，我们将在§2中详细叙述,这里只讨论依 

赖于参数的函数族的收敛性与一致收敛性这些在整个后续理论中的基本概念. 

定义5称定义在集合 XxT 上的两个变量的函数 H F ( x , t ) 为依赖 
于参数 * 的函数族，如果由于这样或那样的原因，能把变量^ I 1 分 出来. 并称它为 

参变量的话. 

这时，集合: r 称为参变量集或参变量域.而函数族本身，则把参数直接标出来, 
常记作 / t ⑻或 

在本书中.我们通常需要考虑这样的函数族.它的参数域 t 是自然数集 N , 实数 
集 r 或复数集 c , 或者是它们相应的子集，虽然， 一 般来说，集 r 可以是有任何自然 
属性的集合.这样,在上面考察的例1 一 5中: r = N .在例1 一 4 中，如果不损害它们 
具有的丰富内容，可以认为参数 n 是任意的正数，而极限是关于基底 

的极限. 




oo,n € 


定义6设 {/ t : X — G 7 1 }是依赖于参数 t 的函数 族，© 是参变量集 T 


的基 


如果对于确定的 x e X ，极限 li #/ t ⑻存在 • 则称函数族在点 a 收敛 
全体收敛点的集合称为函数族关于给定基 ® 的收敛集. 

定义7如果函数族在每点 xeE 关于基©收敛.则称函数族在集 Ecx X 

关于基 © 收敛 
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E 上的函数 f { x ) := \ imf t { x ) 叫做 函数族 f t 在 E 上关于基 © 的极限函数或 


Ik 


极限 


(f) 


例 7设 f t ( x ) 

在整个 R 上收敛,且 


\0，》是基 t — O . 这个函数族 


G X = R,t eT 


m 








lim / t ( x ) 




0, x ^ 0 


现在给出两个基本定义 

_ 

定义8如果在每一点 x €五，有 lim /*( x ) = f ( x ), 则称函数 / t : X — R 构 

成的函数族 { f u t G T } 在集 E CX 上关于基®逐点收敛 （简称为 收敛） 到函数 

/ :五一> R . 

此时，常记作（在£；上 A — /)• 


定义9如果对于任意的 e > 0,存在 S ^ 使得对任意的 t G B 及任意的 
G E ， 有 


X 


\f(x)~ ft(x)\ <£ 

成立，则称函数 ft ： x-^m 构成的函数族 {/ t ，< € r } 在集五 cx 上关于基 
收敛到函数 f : E ^ U . 

此时，常记作（在五上 / t 1 /) 

下面再给出这些重要定义 ll 形式写法. 

(在 E 上 f t = f) 


一致 


= Ve > 0 ^xeE 3 Be^B We B (\ f ( x ) - f t ( x )\ < e ), 


(在五上 /t 4 /) 


© 


= Ve >0 3 SE 53 ^xeE Vt E B (\ f ( x ) - f t ( x )\ < s ) 


收敛和一致收敛之间的关系使我们联想到函数在集合上连续和一致连续之间的 


关系 


为了更好地了解函数族的收敛和一致收敛之间的相互关系，我们引入度量在点 
E 处函数 / t 的值对/的值的偏差量 A t ( x ) - |/( a ;) - f t ( x )\. 还考察量= 
supA t ( x ) ? 粗糙地说，它刻画了对一切 x e E ， 函数 f t 的值与函数/相应的值之间 

I 

的最大的偏差（虽然它可能不存在).这样一来,对每个 x e 尽有 

用这些记号,显然可以把上边引进的定义写成以下形式： 

(在 丑上 A 4 /) := V 2： € S ( A t ( x ) — 0关于55)， 


x e 


x€E 
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(在五上 / t =4 /):=(△* — 0关于®)， 

现在，显然有 

(在五上 /t 4 /) 今(在五上 /t $ /). 

即，如果函数族/在集五上一致收敛到函数/,那么它在五上逐点收敛到 /. 一般 
来说，相反的断言是不正确的. 

例8我们考虑定义在区间 l = { xeu \0^ x ^ l } 上依赖于参数 * € [0,1] 的 
函数族 f t : J 函数 2 / = ft { x ) 的图像如图99所示，显然，在任一点 x 6 /. W 
\ imf t ( x ) = 0，即，当 t — 0时，有 ft ( x ) — > f ( x ) = 0,并且 


0 


At = sup 1/ ㈤ 一 ft { x )\ = sup \ ft ( x )\ = 1 


x£l 


x 6 / 


即，当 £ — 0 时, At 4 0,这就是说，函数族收敛但不一致收敛 • 

为了方便起见,在这种情况下，我们就说函数族 不一致地收敛 到极限函数. 

如果把参数 t 解释为时间，那么函数族 /* 在集五上 

收敛到函数/就意味着,对任给的精确度 e > 0及任一 

点 : r e 五， 能指出时刻从这个时刻起，即当 f G 时， 1 

所有的函数 / t 在点: c 的值与 / Or ) 值的误差均小于 

而一致收敛则表示总有一个时刻4,从这个时刻开 
始，即当 i > i e 时，立即在所有的点 x e E , 已都满足关 

系式 \ f ( x ) - f t ( x )\ < 

图99所描绘的斜率很大的跑动驼峰的图形是不一 

致收敛的典型例子. 


£• 


£ 


0 t 2 t 


99 


,容易看出，在 

时，它趋于零.为了说明这个收敛性是不是 一 

\ fn ( x )\. 因为当 a : = 0和 X = 2-去时 f n { x ) - 

/n(2~-) = 1/4. 这样一来，当 

时,…0,从而，我们的序列不一致地收敛到极限函数/⑷三 0. 


2n 


例9给定在区间0 < 0； < 1上的函数序列 f n { x ) = 

这个区间上的任一点 a 当 
致的，我们先求出量 An = 


X — X 


n —► oc 


max 


1 (1^2 x n ) = 0, 所以显然有 A 


71 — 00 




nx 


9\ 10 在例 1 中研究的函数序列 fn(x) = 在区间 0 < X < 1 上不一致地收 

■ 

这是因为对任 一 n G N , 


0, 0彡 x < 1， 


敛到极限函数/(4 = 


\ f (^) ^ fn(x)\= SUP \ f ( x ) - fn ( x )\ 


A 


sup 

O ^ x^l 


0^ x<l 


\ U ( x )\ = sup \ x n \ = 1 


sup 

0^ x<l 


0^x<l 
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2 


sin rrx 


例11在例2中研究的函数 序列九 ( X ) 
时一致收敛到零.这是因为这时有 


在整个集合 R 上，当 


71 — 00 




n 


2 


1 


sm rrx 


f{ x ) ~ fn{ x ) = \fn { x ) = 


彡- 


n 


n 


IP A n ^ - 5 因此，当 


时， A n —> 0 


n —> oo 


n 


4. 一致收敛的柯西准则 

在定义 9 中，我们曾说过函数族 / t 在一个集合上一致收敛到该集合上给定的一 
个函数是什么意思.通常，当给定了函数族时，极限函数还是未知的，因此采用以下 
定义是合理的. 

定义10称函数 — R 构成的函数族 {/ t ，* er } 在集五 CX 上关于基® 

一致收敛,如果它在这个集合上收敛，并且由这个收敛性确定的极限函数 f ： E~^R 
按定义9的意义是一致的. 

定理（函数族一致收敢性的柯西准则）设 { ft , teT } 是依箱于参数 teT 的由 

函数 ft X 

上关于基®是一致收敛的充分必要条件是：对任意的 e >0, 存在基 ® 中的元素丑, 
使对任何参数值 t u t 2 e B 及任一点 x € E , 都满足不等式 

- ftA X )\ < 

用形式化的写法,这 就是: f t 在 E 上关 于基© —致收敛 

O Ve > 0，彐 S G ©, Vti , i 2 e B , Va : G E , \ f tl ( x ) - ft 2 ( x )\ < 

◄ 必要性引进的条件的必要性是显然的.因为如果 f •• E — 1 
且在五 上关于基 迅有 f t 4 f , 那么能找到 Sg ®, 对任一 t e 5及任一 : r e 五，有 
\ f ( x ) - f t ( x )\ < 5这时，对任意的 t u t 2 € B 和任一 xeE , 将有 


构成的函数族，而 ©是 I 1 中 的基. 函數族 { futeT } 在集 ECX 


£ 


£. 


是极限函数, 


2 


\ftA x ) - ft 2 ( x )\ < 1/(®) — /ti(^)l + \f( x ) - ftA x )\ <| + 2 

充分性对每一个确定的: r e 五，量 ft ( x ) 可以看作参变量 f e r 的函数 • 如果 
定理的条件满足，那么这个函数就会满足它关于基©的极限存在的柯西准则. 

这就是说，函数族 {/ t ,t 6 T } 关 于基® 在集五上至少逐点收敛到某个函数 


— =£ 


f：E 


E 都正确的不等式 |/ tl ( x ) 
/ t 2 ( x )|< e 中取极限.那么对任何的 t 2 eB 和任何的 xeE 能够得到 \ f ( x )- ft 2 ( x )\ 彡 

不计一些非本质的记号的变化以及用非严格不等式代替严格不等式，这正好与函 

的定义一致. ► 


现在，如果对任何的 t u t 2 £ B 和任何的 


x E 






数族 {fut e 了}在集五上关 于基© —致收敛到函数/ : E 
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注1我们对于实值函数族 ft ： x 引进的收敛与一致收敛性定义当然对 

于在任何一个度量空间 y 内取值的函数族 f t :x — Y 也是适用的.这时在定义中 
应该做的自然的变更是将 \ f ( x )- ft ( x )\ 换为 d Y ( f ( x ) J t ( x )), 其中如是空间 y 的 


度量 • 


对于赋范向量空间 y ， 特别地，对于 y = c ， 或 y = ，或 y = c m ， 甚至连这 
种形式的变更也不需要. 


注2当然，柯西准则对于函数值取在度量空间 F 中的函数族 ft ： X 
是适用的，如果 y 是完备度量空间的话.从证明中可以看到， y 的完备性条件仅仅 
在准则的充分性条件中是需要的. 


练习 


1. 说明例 3—5 中所研究的函数序列是否一致收敛 


2. 证明等式 (2),(3). 

3. a ) 证明例1中所研究的函数序列在任何一个区间[0, 1-5] C [0,1] 上一致收敛，但在集合 

[0, 1] 上不一致收敛. 

b ) 证明上述结论对于例9所研究的序列也是正确的. 

c ) 证明例8中研究的函数族 / t , 当 * — 0时，在任何一个区间 [5,1] C [0,1] 上一致收敛， 

但在集合[0, 1] 上不一致收敛. 

d ) 研究函数族 ft ( x ) = 当 t — 0时的收敛性和一致收敛性，然后再研究 t 


的 


情况. 


当 t — + oo 时在任意确定的集合 ECR 上的收敛性特性, 


e ) 说明函数族 ft ( x ) 

a ) 验证： 如果函数族在集合上收敛（一致收敛)，那么它在这个集合的任一子集上也收敛 

(一致收敛) • 

b ) 证明： 如果函数族:尤 

是有界函数，那么，函数族 9 ^ ft ：X 


e — 




4 . 


关于基®在集合£上收敛（一致收敛)，而 g : X — IR 

关于基》在集合五上也收敛（一致收敛) • 

E 关于基》在集合 E CX 上一致收敛，那 


— ^ 


) 证明： 如果函数族 /t : X — R ， g t : X 
么函数族 /it = + 0 g t ( a , /3 eR ) 关 于基© 在集合 £? 上也一致收敛. 


― > 


a ) 在证明柯西准则充分性条件时，我们关于： T 中 的基® 取极限 ( x ) = /( o ;)， 但是 

h e B ， 而©是7 1 的基，不是 S 的基我们能保持 h 在 B 中，实现这个极限过渡吗？ 

b ) 说明在函数族 ft ： X -^ R 的一致收敛性柯西准则的证明中，何处用到了 R 的完备性. 

c ) 注意，如果函数族 {ft ：x ^ U , tGT } 中所有函数都是常值函数,那么所证明的定理正 

好给出了函数 

证明： 如果区间 I = { xeR \ a ^ x ^ b } 上的连续函数族 /t G C ( I , R ) 在区间 ] a , b [ 上一致 
收敛，那么它在整个区间 [ a ，6] 上收敛而且是一致的. 


关于 T 1 中基©的极限存在性的柯西准则. 


-- ► 
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函数项级数的一致收敛性 


1. 级数一致收敛性的基本定义和判别准则 

定义 \设 {a„ : X — C;n G 是复值（包括实值）函数序列，如果序列 

{ Sm ( x ) = E a n ( x),me N} 在五上收敛或一致收敛,则称级数§ a n ( x ) 在 EcX 
上收敛或一 it 收敛， 

定义 2如同数项级数的情况 一样， 称函数 S m ( x ) - E a n ( x ) 为部分和，更确 

71=1 

切地说，称为级数 E a n { x ) 的前 m 项部分和. 

Tl= 1 

定义 3级数的部分和序列的极限叫做级数的和. 

这样一来，记号 


S ( x ) = J 2 a n ( x ) 在五上 


表示当 


时，在五上有 S m ( x ) ^ 5( x ). 而 


m — » oo 


级数 E a n ( o :) 在五 上一致收敛 


时，在五上有 Smix ) S ( x ). 

函数项级数的逐点收敛性实质上就是数项级数的收敛性，这是我们已经知道的. 
例1我们曾用关系式 


表示当 


m ^ oo 


乙十71! 


( 1 ) 


exp z 


定义了函数 exp : C ^ C , 右端的级数对每个 ZeC 都收敛是先前已经确认的. 

用定义1 一 3的语言可以说，函数 a n ( z ) = 的级数 （1) 在整个复平面上收 

敛,而函数 exp 2 是它的和. 

根据定义1,2,在级数及它的部分和序列之间建立了互逆的 联系： 知道了级数的 
项，就能得到部分和 序列； 而知道部分和序列，也能获得级数的所有 的项； 级数的收 
敛性质等价于它的部分和序列的收敛性. 

例 2在§1的例5中，我们曾构造过在 1 R 上收敛到狄利克雷函数 0( x ) 的函数 

序列 {fm,m e N }. 如果令 ai ( x ) = fi ( x ), a n ( x ) = f n ( x ) - f n - i ( x ), 当 n > 1 时，那 

么，我们将得到级数 f ： a n ( xl 它在整个数轴上收敛且史 a n { x ) = D ( x ). 

n=l n=l 
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例3在§1的例9中，曾指出函数序列 f n ( x ) = X n - 

收敛到零，但不一致收敛.这就是说，令 ai ( x ) = Mx ), 而当 


在区间[0，1]上 

> 1 时， a n ( x ) = 

/ nW -/ n - l ( x ), 我们得到的级数 E a n ( x ) 在区间[0，1]上收敛到零,但不一致收敛. 

n=l 


X 


函数项级数和函数序列的直接联系使得每个函数序列的断言都能改变陈述成为 
函数项级数的相应论断. 

比如，把§1中证明了的函数序列在集 ECX 上一致收敛的柯西准则运用到函 
数序列 { S n :X ^ C , n € N }, 就得到 


Ve >0 3 N eN Vm , n 2 > N \/x £ E (|,9 ni ( x ) - 5 n 2 ( x )| < e ) 


( 2 ) 


由此并考虑定义 1, 就得到 

定理1 (级数一致收敛的柯西准则）级数£ a n ( x ) 在集 E 上一致收敛，当且 

仅当对任意的 e >0, 能找到 TVeN ， 使对任何满彡 n > iV 的自然数 m ， n , 在一 

切点五，满足不等式 


a n ( x ) H -+ a m ( x )\ < e . 


(3) 


- 1，且认为 S n ( x ) 是级数的部分和时,就 


◄ 事实上，在 （2) 中取叫 

得到不等式 （3). 同样地，在相同的符号与定理条件下，从不等式⑶能得到关系式 


m , n 2 


n 






( 2 ) 


注 1 在定理 1 的叙述中，我们没有指明函数 a n ( x ) 的值域，这就意味着它可以 
是 R 或 C . 显然，值域实际上可以是任何一个赋范向量空间，只要它是完备的，例如 


或 C 


注2如果在定理1的条件下，所有函数 a n ( x ) 是常数，我们就得到早已熟悉的 

数项级数 g 知的柯西准则. 

1 


推论1 (级数一致收敛的必要条件）若级数 E a n ( x ) 在集五上一致收敛，则 

n=l 

— oc 时，在 £* 上有 a n ( x ) =4 0. 

◄ 这可从序列一致收敛到零的定义和在不等式 （3) 得到，只要在其中令 


当 


例4级数 （1) 在复平面 C 上的收敛是不一致的，这是因为对任何 n 6 N ， 

可是按一致收敛的必要条件，当 （1) 一致收敛时， 


sup 


- 7之 


sup 




1 


n ! 


n 


应该收敛于零. 
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■J 5正如我们所知，级数5： L 在单位圆 K = {ze C \\ z \ < 1} 内 收敛. 因为 

时，有 f 0. —致收敛的必要条件 

I n I n n 

成立;但这个级数在 K 上 不一致收敛.事 实上， 对任一固定的 n G N ， 当;2 充分靠近 

1时，由于级数各项的连续性，能使不等式 


=1 n 


z 


-，那么， 在 k 上，当 


G K, 


< 


n — oc 


2 n 


Z 


Z 


+ 


2 n 2 n 

成立.由柯西准则推出此级数在集瓦上的收敛性不一致 • 

级数一致收敛的魏尔斯特拉斯检验法 

定义4称鈒数 f ； a n ( x ) 在集£；上绝对收敛，如果在任一点 xeE , 对应的数 

项级数绝对收敛. 

命题1如果级数 J ] a n ( a ;) 和 E b n ( x ) 对任一 x €丑和所有足够大的 n e N 

n=l n=l % 

有 \ a n ( x )\ ^ b n ( x ), 那么从级数 § fe n ( x ) 在五上的一致收敛能推出级数 £ a n ( x ) 

n=l n=l 

在五上绝对且一致收敛_ 

◄ 由条件,对所有足够大的足码《和 m (设 n < m ), 及任一点 x ^ E , 有不等式 

\ a n ( x ) + …+ a m ( x )| < | a n ( x )| + …+ \ a m ( x )\ 

^ b n (^x) + * • • + bm{x) — !6 n (x) + … • + bfYi (x)j. 

由柯西准则，对任意 e > 0,从级数史 b n ( x ) 的一致收敛性可找到 W e N ， 使对 

切 m 彡 n > iV 及一切 : r e 五，有 \ b n ( x ) +…+ b m { x )\ < £,再由所写出的不等式及 

柯西准则知级数史 a n ( x ) 和级数会 \ a n ( x )\ 都一致收敛. ► 

72 = 1 71—1 

推论2 (级数一致收致的魏尔斯特拉斯强函数检验法）如果对于级数§ a n ( x ), 

Tl — 1 

能找到一个收敛的数项级数£ Mn ， 使得对一切足够大的 n G N ， 有 

n=l 

sup | a n ( x )| ^ M n . 

xeE 

那么，级数 § a n ( x ) 在集五上绝对且一致收敛. 

n=l 

◄ 收敛的数项级数可看成集五上常值函数组成的级数，由柯西准则知它在五 
上一致收敛.因此，如果令 bn ( x ) = M n , 则由命题1就得到魏尔斯特拉斯检验法 .► 

魏尔斯特拉斯检验法是最简单的同时也是最常用的级数一致收敛的充分条件. 

作为它的应用例子，我们证明下面有用的 


> 一 


— + _•_ + 


■ ■ « 


4 


2 n 


n 
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命题2如果幕级数 E c n (z — Zq ) 71 在点 C 一 2 0 收敛，那么它在任何一个圓 
K q ^{ze C ||2 -^oi < g | C -"^ o |}(0< g < 1) 内绝对且一致收敛， 


从级数 I ： c n { C ^ z 0 ) n 的收敛性的必要条件推出，当 
这就是说，在#^虑的圆中，对一切充分大的 n e N ， 估计式 


时， c n(C — z 0) n ~^ 0, 


2 — 2。 
C — 之 0 


^\c n (( ： -Zo) ri \q ri <q n 


\ c n (z - Zo) n \ = | c n (C - Z Q ) n 


是正确的.因为当 | g | < 1时，级数 E q n 收敛，由估计式 | Cn (^» zoT \< q n 及一致 

收敛的强函数检验法就得到命题 2. V 1 

_ 

把这个命题和关于幂级数收敛半径的柯西-阿达马公式比较（参看第5章,§5, 
(17) 式)，我们能得到和那里一样的结论. 

定理2 (关于幕级数的收敛性质）幂级数 g c n ( z - z 0 r 在圓 K = C || 

n=0 

zol < R } 中收敛，半径由柯西-阿达马公式①^ = 确定.在这个圓 

外级数发散_在任何严格位于级数收敛圓尺内的闭幂级数绝对且一致收敛- 


% — 


注3如例1和例5指出，在整个圆 K 中，幂级数未必一致收敛.同时，也可能 
有那样的情况，幂级数甚至在闭圆瓦上一致收敛. 




例6级数 g $的收敛半径等于 1. 如果 ㈤ < 1. 那么 
特拉斯检验法知&在闭圆 K = {ze C \\ z \ ^ 1} 上绝对且一致收敛 


按魏尔斯 


n 2 


n 2 


3. 阿贝尔-狄利克雷检验法 

下面一对相近的级数一致收敛的充分条件是比较专门的，并且本质上是与所考 
察的级数的某些成分的实值性有关 • 但是这些条件比魏尔斯特拉斯检验法精细些， 
因为利用它们能够研究收敛但不绝对收敛的那些级数. 

定义5称由形如 f : X — C 的函数构成的函数族衣是集五 C X 上的一致有 
界函數族，如果存在常数 M € E , 对任何一个 fed , 关系式 sup 1/(0；) I < M 成立. 


x^：E 


定义6称函数序列 { b n : X ^ G N } 在集 E C X 上是术减的（不增的), 

如果对每个 xeEj 数列 { b n ( x ) } neN } 是不减的（不增的).集合上不减的和不增的 
函数序列统称为该集合上的单调序列. 


①在特殊情况 m 时，认为丑= 0,此时圆退化为一点 

n ― ►oo v 


名0, 
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我们记得（必要时可参看第6章，§2,第3段）以下等式，它叫做阿贝尔变换 


m— 1 


m 


= AjYib 


^ : (^fc - ^ fc + l ) 5 


⑷ 


_ — 1 + 


k—n 


k=n 


^^中 afc = — ， k 

如果 k 入 +1 ，… ，6 m 是单调实数列，那么，即使 ( x „, a „ +1 ， 

赋范空间中的向量，根据恒等式 （4) 能得到下面的我们所需要的估计式 


n, … ,m 




是复数或某个 


， a m 


afcbfc 彡 


⑸ 


|^4 fc | * maxid ^ l , \ b m \} 


4 max 

n—l^k^m 


fc=n 


事实上， 


m —1 

■^ m^m I ^ I 乂 n — l 6 n | + ipfc —办 fc + l ) 

771 — 1 

^m| + |^n| + 

\ k—n 

Ak\ - {\bm\ + \b n \ + |^n — b m \) 

A k \ - max {|6 n |， \ b m \}. 


k—n 






max 

n —l^fc^m 


max 

n—l^k^m 

max 

n— 


^4 


在上述计算的等式中，恰好利用了数列的单调性 


命题3 (级数一致收敛的阿贝尔-狄利克雷检验法）设 a n 


C 是复函 

是实函数.为使级数 E o ， n{x)b n (x) 在集 E C X 上一致收敛.只要 

1 

满足下面任何一对条件就可以了： 

a x ) 级数 I ： a n ( x ) 的部分和 S k ( x ) = E a n (: r ) 在五 上一致 有界； 

Pi ) 函数 ^ T ^ Or ) 在 £； 上单调且一致 零； 


X 


_ 


― > 


数力 n : X 


或者 


a 2 ) 级数 E ti n (; r ) 在£；上一致 收敛； 

M 函数 ^ ThOc ) 在五上单调且一致有界 • 

◄ 对每个 xeE , 由序列 b n ( x ) 的单调性,可得类似于 （5) 的估计式 


y^a fc (x)b fc (x) ^ 


(50 


\ A k ( x ) \ - max {| b n ( x )|, |6 m ( x )|}， 


4 max 

n— 


k=n 


其中我们取 S k ( x )- 5 n _ x ( x ) 作为 A k ( x ), 

如果条件 aO , A ) 实现，那么， 一 方面存在这样的常数 Af ， 使对任一 A : e N 和任 

E , 有 \ A k ( x )\^ M ; 另一方面，无论怎样的5 > 0,对所有足够大的 n ， m 和任 


x e 
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£ 


一 X G E , 将成立不等式 m&K{\b n (x)\, \b m (x)\} < 

m I 

和任一 X G 五，有 E a k (x)b k (x)\ < e , 也就是说，所考虑的级数满足一 


因此，从 （5) 推出，对所有足 


* 


4 M 


够大的 
致收敛的柯西准则. 

在条件 a 2 )，^ 2 ) 实现的情况，量 max {|6 n ( x )|, |& m ( x )|} 是有界的，同时，由于级数 

E a n (x) 一致收敛，根据柯西准则，对任意的 
1 

友任何 xeE ,^ \ A k ( x )\ = \ S k ( x ) - ^ n _ i ( x )| 

考虑的级数满足一致收敛的柯西准则 


n , m 


k—n 


> 0. 对任何足够大的 n 和 A : > n 以 


£ 


由此，从不等式 （5) 再次推出所 


< £. 


注4当函数和取常值时，命题3化作数项级数收敛的阿贝尔-狄里克 


雷检验法 


例7我们研究当 : re M 时，级数 


E 


⑹ 


171X 


- e 


a 


n 


的收敛性. 


因为 


⑺ 


mx 


e 


a 


a 


n 


n 


所以当 a < 0 时，级数 （6) 不满足收敛性的必要条件，从而对任一 x e R 都 发散. 于 
是，以下认为 a >0. 

如果 a > 1，那么根据魏尔斯特拉斯检验法，由 （7) 推出级数 （6) 在整个数轴 


上绝对且一致收敛. j 

为了研究当0 < a < 1时的收敛性，利用阿贝尔-狄利克雷 备验法 ，令 a n ( x ) = 

因 a > 0,常值函数 b n ( x ) 单调，而且，显然它关于 xgE 一 致收敛 


e inx ,b n (x) 




a 


n 


的部分和 


到零.剩下来的是要研究级数 I : 

为了下面引用欧拉公式方便起见，我们考虑和式 E 它与我们的级数的部 


n 


fc =0 


分和的差别仅仅是最开始的一项 i . 

利用几何级数公式和欧拉公式， 当 X + 2 7 rm，m e Z 时，我们依次得到 


X 


sin 


x 


i(n+l)x _ 1 


sin 


n 


a ; 


2 


e 


2 


e 


2 


；n 


E 


ikx 


x 




2 


e 


e 


x 


:主 


X 


% 


1 


e 2 


e 


sin — 


sm — 


fe =0 


2 


x 


sm 


) 


nx 


n 


2 


⑻ 


cos —x + % sm 


x 


2 


2 


sm — 


2 
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因此，对任 一 n G N ， 


E 


ikx 


⑼ 




e 


x 5 


sin 一 


fc =0 


2 


由此根据阿贝尔-狄利克雷检验法推出，当0 < a < 1时，级数⑹在任何一个使得 

> 0的集合 E 上一致 收敛. 特别地，级数 （6) 对任一 x # 27 rm , m e Z 

1,级数 （6) 化为数项级数 g 

n=l 


X 


inf I sm x 

I 2 


当然是收敛的.如果 t = 27 rm ， 那么 e in2 


ylL 

? —I 


0 < a 彡 1 时它发散 


我们指出，由上所述已能断定，当0 < a < 1时，级数 （6) 在每个其闭包%含形 
如 27 rm , m € Z 的点的集 E 上不可能一致收敛.为确定起见，设 0 e 瓦级数£ ^ 

当0 < a 彡1时发散.由柯西准则，能找到句 > 0,使无论取怎样的 NeN , 到 

> £ 0 > 0,根据函数在 IR 上连续，由此可以 


^ n > N , 满足 
推出 ，在五 中能找到充分靠近零的％使 


+ — 


+ 


m 


• * # 


tnx 


> 


m 


但由级数一致收敛的柯西准则.这表示 在集五 上级数 （6) 不能一致收敛 • 

除上面所说的还能发现，从等式 （7) 看出，级数（ 6 )当0 < a < 1时不绝对收敛- 

_ 

注5注意到下面事实对今后是有益的.把 （8) 中的实部与虚部分离,我们得到 
如下的关系式： 


n 


cos — x ^ sm 


2 


cos kx 


( 10 ) 


sin — 


fc =0 


n 


sm —x - sm 


x 


sin kx 


n 


( 11 ) 




sm — 


fc =0 


2 


其中 ； c _ 27 rm , m G Z - 

作为阿贝尔-狄利克雷检验法应用的又一个例子，我们来证明如下的 

命题 4 (阿贝尔第二定理） 如果幂级数 f ： c n (z - z Q ) n 在某点 CGC 收敛，那 
么它在以 ZqX 为端点的闭区间上一致收敛 

< 所指区间上的点可表为2 = ZQ + ( C - Z 0 )t 的形式，其中0彡*彡用此表达式 

代换所给幂级数中的 A 得到级数§ 由条件知数项级数 £ o Cn ( C -^ o) n 

收敛，而函 数列产 在区间[0, 1] ±5°调且一致地以1为界.因此， 满足藏 贝尔-狄利 
克雷检验法的条件 a 2 ),/? 2 ), 从而命题4得证. ► 
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练习 


研究下列级数对于各种实参数 a 的值在集 EcR 上的收 敛性. 

oo 

a ) E 

n=l 
oo 

b ) E 

n=l 

证明下列级数在指定集合上一致收敛 

oo 

a ) E 

n=l 
oo 

b ) E 

n=l 
oo 

n=l 

证明，如果狄利克雷级数£ ^在抑 e 收敛，那么它在集合$ > 上一致收敛，而且， 

n -i n x 

如果 rr >抑+ 1，那么级数系对收敛. 

00 (- l ) n -1 x : 

n=l (1+ 工 2 产 


會 


cos nx 


sm nx 


(一 l) n 


，当 0 彡： c 彡 ： L 


(一 1)'- 


， 当 0 < 


x < +oo 


(- 1 ) 


，当 0 彡 


x < + oo . 




虽然在 R 上收敛但不 


在 R 上一致收敛，而级数 E 


4. 验证，级数 E 


=1 (1+ Z 2 ) 


一致收敛. 

a ) 以练习2的级数为例 验证： 级数一致收敛的魏尔斯特拉斯检验法中的条件是级数一致收 

敛的充分但非必要的条件. 


b ) 构造级数§ a n ( x ), 使它的项在区间0 ^ a ; < 1上非负连续，它在此区间上一致收敛，同 

71 = 1 

时，由氣= 


| a n ( a :)| 组成的级数 E 发散 • 

n=l 

6. a ) 叙述注4所说的级数收敛性的阿贝尔-狄利克雷检验法. 

b ) 试证，其中 { fcn } 的单调性条件可以减弱一些，只要求序列 1> n } 在作了修正 {AJ 后是 

单调的，这里 { M 构成绝对收敛级数. 

7. 作为命题4的补充，试证（遵循阿贝尔)，如果幂级数在其收敛圆的某一边界点上收敛，那么 

当在圆内沿不与圆周相切的方向趋于这个点时，级数有极限. 


max 


§3极限函数的函数性质 

1. 问题的 具体化 

在本节中，我们将回答§1中提出的问题，即在什么条件下,连续,可微或可积函 
数族的极限是具有相同性质的函数，又在什么条件下，族中函数的导数或积分的极 

限与族中函数的极限的导数或积分一致. 

为了阐明所提问题的数学含义,我们考虑，例如连续性与极限过程的关系. 

时， f n (^ x ) f ( x),x e M , 又设所有函数序列 {fn, n e N } 在 : To e R 

连续.我们对极限函数/在的连续性感兴趣.为了回答这个问题，我们需要验 


设 



极限函数的函数性质 


335 


证等式 lim /( x ) = /( x 0 ), 这个等式按原序列的术语可改写成 lim ( lim f n (x)) = 

— ► iP —^ 工 0 7X — ► OO 

lim / n ( x 0 ), 或者，考虑到已假定函 数九在 吻连续，把它写成下面必须验证的形式 


lim ( lim f n ( x )) = lim ( lim f n ( x )). 


( 1 ) 


在这个等式的左边，首先关于基底 n - oo 取极限，而后再关于基底 

极限.而在这等式右边，关于同样基底但按不同次序取极限. 

研究多变量函数时,我们看到过,等式 （1) 绝不是总成立的.在对上面两节例子 

的分析中我们也看到了，连续函数序列的极限并不总是连续函数. 

微分法与积分法是一些特殊的极限运算.因此，问题在于，如果对函数族中函数 
先微分（积分）而后关于函数族的参变量取极限，与先求函数族的极限函数，而后对 

它微分（积分)，是否得到同样的结果.问题重新归结为检验两个极限过程改变次序 
的可能性. 


取 


Xo 


两个极限过程可交换的条件 

我们将证明，在逐次完成的两个极限过程中，只要有一个是一致的，则两极限过 
程的次序就可以调换. 

定理 1 设 : f € T} 是由依赖于参数 6 的函数 Ft : X ^ C 构成的函數 
族， ® x 是 X 中的基 • 是了中的基 . 如果关于基 ® r ， 这个函数族在义上一致 

收敛到函数 F : X 

lim(limF t (a:)) 与 lim(limFt(a:)) 都存在且成立等式 


攀 


C , 而对每个 f € T , limft { x ) = A t 存在，那么两个累次板限 


— > 




( 2 ) 


lim ( limF t ( x )) = 1 丄 m ( ljjnF t ( x )). 




这个定理很适宜写成下面的图示 


F t ( x ) 1 F ( x ) 


(3) 


A 


A 


图中对角线上方是指出了定理的条件,而下方是它的结论.等式 （2) 表明.这个图是 
可交换的，即最终结果4不依赖于究竟是先按图上方，然后按图的右方取极限,还是 

先按图左方,然后按图下方取极限. 

我们来证明所述定理. 

◄因在 X 上关于基有 K F ， 根据柯西准则，对任意的 e > 0,能找到 

Bt 6 « T , 使得对任何 t u t 2 G b t 和任何 xeX, 都满足不等式 


⑷ 


IA ⑻-巧 2 (X)| <e 
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在这个不等式中，关于基 © X 取极限，得 


l^i — ^ t 2 \ ^ £ 


( 5 ) 


它对任何 t u t 2 eB T 都是正确的.由此根据函数极限存在的柯西准则可推出，函数 
A t 关于基® T 存在极限 A 现在，我们来验证4 = \ imF ( x ). 

固定 t 2 G Bx ， 可以找到 Sx € 使对任一 x E JBx ? 有不等式 


^&2 (*^) 一 ^^2 < 


⑹ 


£ 


成立.不改变化，在（4)，(5)中，关于参数 I 按基取极限.就得到 


⑺ 


\ F ( x ) - F t 2 ( x )\ 

I 乂一乂 hi 彡 e ， 


⑻ 


并且不等式 （7) 对任意都成立. 

比较不等式 (6)-(8), 利用三角形不等式得到，对任一 x G 有 


\ F ( x ) - A\<Ss 


这就证明了 A = limF ( x ). ► 

注1正如证明中看到的那样，定理1对于在任一完备度量空间 k 中取值的函 
m Ft : X^Y 仍然有效 • 


注2如果把极限 lim ^, = A 的存在性补充到定理1的条件中，那么，正如证明 

中看到的那样，即使不假设函数 F t : X ^ Y 的值所在空间 Y 具有完备性,也能得到 

等式 limF ( x ) = A . 


连续性与极限过渡 

我们将证明，如果在给定集合上定义、且在该集合的一点连续的一族函数，在这 
个集合上一致收敛，则极限函数在该点也连续. 

定理2设有由依赖于参数*的函数 ft ： X^C 构成的函数族 {/ t ,t e T }， 而 
»是 T 中的基.如果在 X 上关于基©有 / t ㈡ /， 且每个函数 ft 都在 x 0 gX 连续， 
那么，函数 f X — C 在 XQ 也 连续. 

< 在我们的情形中，图 （3) 具有如下具体形式 




■ 
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八⑻==^ /0) 


x {) 


Xu 


ftM 


fM 


这里除右端竖直线所示的极限外，其他所有极限过程都是定理2条件本身给出 
的.我们所需要的定理1的那个不平常的结果正是 lim /( x ) = /( x Q ). ► 


X-^Xo 


注3我们不具体说明集 X 的性质，事实上，这个集合可以是仅仅定义了基底 

的拓扑空间.函数 / t 可以在任何一个度量空间中取值,从注2知,这个空间 

甚至不必是完备的. 


X ^ Xq 


推论1定义在集合上的连续的函数序列，如果在该集合上一致收敛，那么板限 
函数在这个集合上也连续- 

推论2由在集合上连续的函數组成的级数，如果在该集合上一致收敛,那么级 
数的和在这个集合上也连续 • 

作为能利用所得结果的例证，我们考虑， 

例1级数求和的阿贝尔方法（阿贝尔求和法). 

•• 

■ 

把推论2和阿贝尔第二定理 （§2 定理 4) 相比较，就得出以下 结果： 

命题1如果奉级数 E Cn(z — Zo ) n 在点 C 收敛，那么它在从点郤到点 （ 的区 
间 [^ o , C ] 上一致收敛，且的和在此区间上连续 • 

特别地，如果数项级数£ Q 收敛,那么幂级数 f ； 在实轴上的区间0 < 


n=0 


彡1上一致收敛，且它的和 S(X) = E 在该区间上连续.因为扒1) = 5： C n ， 

n=0 

这样 一来， 若级数 g %收敛，则成立等式 


X 




E 


⑼ 




c n — 


re —►!—0 


有趣的是，在关系式 （9) 中，甚至有时其左端按通常对它的理解是发散的，而右 
端却是有意义的.例如,与发散级数1 - 1 + 1 -…相应的级数 x - x 2 + x 

| x | < 1时收敛到函数 a；/(l + 37)，当 

所谓级数求和的阿贝尔方法是在等式 （9) 右边有确定的值时，就规定它是等式 

oo _ 

(9) 左边的值_我们已经看到，如果级数 I ：〜在传统意义下收敛，那么它的和与它 


，在 


3 


_ 


« _ 




1肘，这个函数有极限1/2 


X — 


n *=0 
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按阿贝尔求和法得到的结果一致，此外，例如按通常意义发散的级数 g (- 1)' 按阿 

贝尔方法的和是它的部分和的自然平均值1/2 

与所分析的例1相联系的更进一步问题,可以在习题 5-8 中找到. 

例2当初在讨论泰勒公式时，我们证明了，当问< 1时，有展开式 

_ 

a(a — 1 ) … （a — n + 1) 


n=0 


a(a — 1) 


a 


2 


(1 + x) a = 1 + —x + 


x n + … • (10) 


X + _ * . + 


1! 


2 ! 


n ! 


可以验证，当 a >0 时，数项级数 

a(a — 1) 


a(a — 1) … （ o ; — n + 1) 


a 


+ 


+ 


1! 


2 ! 


n ! 


收敛.因此，按阿贝尔定理，若 a > 0,级数 （10) 在区间0 s a : ( 1 —致收敛，但函数 
(1 + :r 广在: r = 1连续，因此能断言,如果 a > 0,那么等式 （10) 当 

特别地,能断言，如果 a > 0,有 

a 2 - 

l !* +_ ~2! 

且这个级数在区间 [-1,1] 上一致收敛到 (1- t 2 ) 

在 （11) 中当 M < 1时，令 


1时成立 


X 




a(a — 1) … （ o ： _ n + 1) 


一1) 


2n 


4 


(i-t 2 ) a = i- 


…+ (一1广 


+ ■ ■• ， (11) 


t 


■ 




n ! 


a 


得到 


a = 


2 


2 


2 


(1 — x 2 ) 2 —…， 


(1 - x 2 ) + 


( 12 ) 


X 


1 - 




2 ! 


1! 


即右边的多项式级数在区间 [- M ] 上一致收敛到函数问 - 

令 P n ( x ) := S n ( x ) - 5^(0), 这里 S n ( x ) 是这个级数的前 n 项部分和.我们得到, 
无论给定怎样的精度 e > 0,都存在这样的多项式 P ( x ), 使得 P (0) = 0且 


(13) 


|| x | — P ( x )| < £ 


max 

—l^x^l 


现在回到一般的定理. 

我们证明了，函数的连续性在一致极限过程中得以保持.但是极限过程的一致 
性条件仅仅是保障连续函数列的极限仍是连续函数的充分条件（参看§1的例8,9)， 

同时有那样的具体情形，从连续函数序列收敛到连续函数的假定，能推出此收敛是 

_ 

一致的. 


命题 2 (迪 尼① 定理） 如果紧集上的连续函数列单调收敛到连续函数，那么，这 
个收敛性是一致的. 

© 迪尼 ( B . Dini )(1845—1918)^- 意大利数学寥 ■ 他最 著名的工作是在函数论方面 • 
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◄ 为确定起见，设紧集火上的连续函数列/„单调不减地趋于连续函数 /. 任 
意给定 e > 0 , 对任一 xeK , 能找到足码〜，使0彡 /( x ) - / n x ( rc ) < e . 因函数/, /„ 
在 K 上连续，不等式0 < /(0 - fn x (0 < S 在点 : r € K 的某个邻域 U ( x ) 内仍然有 

效.从紧集 K 的由这样的邻域构成的覆盖中能找到有限覆盖 U ( Xl ) r -, u ( x k ), m 

后固定足码 n ( e ) = niaxjn ；^ ，… , n Xfc }. 这时，对任一 n > n ( e ), 由序列 {/ n ,n e N } 
的不减性，在任一点 G K , 有 0 < /⑹ -/ n «) < 匕 ► 

推论3如果级数 f ： a n ( x ) 的项是紧集 K 上的非负连续函数 

且级数在 K 上收敛到函数，那么它在 K 上一致收敛. 

◄ 易见，级数的部分和 S n ( x ) = t ajfe ( x ) 满足迪尼定理的条件 

fc = l 

例3我们来 证明. 函数序列 f n ( x ) = n(l -工 1 /")当 
0 < x < oo 内的每个闭区间 [ a ， i >] 上一致收敛到函数 /(： r ) = In -. 

CO 

◄ 函数 x l = e tlnx 当 x >0 固定时关于 t 是凸的，因此，比值 （/—/)/& —0) 
(作为弦的角系数）当 t — +0时是不增的且趋于 lm 

因此,对于 x > 0,当 

/ n ㈤ 到 ln ^ 的收敛性，在每一个闭区间 [ a , 6] C ]0，+ oo [ 上是一致的 • ► 

我们指出，例如在区间0 < x < 1上显然不是一致收敛的，因为函数在该 
区间上无界，可是，每个函数 fn(x) 在该区间上都有界（依赖于常数 n ). 


\ K ^ R . 并 


a 


时，在位于间隔 


n — > oc 


+ oo 时有 / n ㈤ / In 由此，根据迪尼定理得，上述 


n — 


X 


4. 积分法与极限过渡 

我们来证明，如果闭区间上的可积函数族在该区间上一致收敛，则极限函数也 
可积,且在该区间上的积分等于函数族中函数的积分的极限. 

定理 3 给定由定义在区间 a^xKb 上且依赖于参6 了的函数: [a, b ] 
c 构成的函数族 { f u teT }, 设®是 r 中的基.如果族中函数在区间 [a,6] 上可积， 
且在 [ a ，b ] 上关于基®有 M/， 那么板限函数/ : [a，b] — C 在区间 [ a，&] 上也可 

积，且 


f(x)dx = lim / f t (x)dx. 

® Ja 

4 设 p = ( P ，0 是区间 M ] 上的带标志点 € = {6, …，“ } n 的分划 （户是 M ] 
的分划).考虑积分和 F t ( p ) = f ： e r 以及 f ⑼= f mi ) Ax h 估计差 

- 1 龙 ■ ■ ■■ 1 

S F { p ) - F t ( p ). 因为在 [ a , 6] 玉关于基 史，有 ftlf , 对任意的 e > 0,能找到, ® 
中这样的 B ， 对任 一 1 t E B 和任 一 x € [ a , 6] , 都满足不等式|/(®) — 


< 


b — a 
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因此，当 t € B 时，有 


l ^( p ) - F t ( p )\ = L(/ ⑸ —/ t ⑸) Axi 彡 [1/ ⑸ -/ tte )| △而 

i=l t=l 

这个估计式不仅对每个 t e s ， 而且对集合屯= {( p ,0} 中任何一个带标志点的分 
Mp 都是正确的，这样一来，在爭上关于基 © 有 F t 4 现在，在平中取通常的 

基 A (尸 ）— 0,根据定理1，可得，下图是可换的： 


< £, 


E/Ki) △而 




F t ( p )=^ F ( p ) 


零 

_ 




彐 A(P)— 0 


\( P )^0 


b 


f ( x ) dx ， 


fm » __■ - 

-Ti •— 




— > 


这就证明了定理 3. ► 

推论4如果由区间 [ a ，6] CM 上可积函数组成的级数£ f n { x ) 在这个区间上 

1 

一致收敛，那么它的和在区间 [ a ， fe ] 上也可积，且 


b 


fn { x)dx 


sinx 


时，将认为当 x = 0 时这个比值等于 1. 


|4 在这个例子中，当写 

我们曾指出，函数 Si ( x ) = f 0 x ^dt 不是初 等的. 但是,利用已证明的定理能得 
到它用幂级数表示的足够简单的表&式. 

为此,注意到 


X 


(- 1 ) 


suit 


=Y1 


2n 


(14) 


(2 n + 1)! 


t 


n=0 


且右边级数在任一区间 f - a , a ] C R 上一致收敛.级数的一致收敛性由魏尔斯特 
拉斯强函数检验法推出，因为，当 1*1 < a 时， 


2n 


2n 


t \ 


a 


而数项级数 




(2 n + l )! (2 n + l )!， 


2n 


a 


收敛 


E 


(2 /i + l )! 

根据推论 4, 现在可得 


n =0 


I： (s 綠 + =S (i 


X 


(_l) n 

(2 n + l )! 


t 2n dt 


Si ( x )= 




(~ l) n x 


E 


(2 n + l )!(2 n + 1) 


n=Q 
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顺便指出，所得到的级数在数轴的任一区间上也一致收敛,因此,对自变量: r 变 
化的任何区间 [ a ,6], 以及任意指定的容许绝对误差，都能挑选出级数的部分和—— 
多项式，使得在区间 [ a , 6] 的任何一点，可用这个多项式计算 Si ( x ), 其误差不超过给 
定的误差界. 


微分法与极限过渡 

定理4给定由定义在凸有界集 X ( 属于 E , C 或任一线性賦范空间）上且依赖 
于参数 f 的函数 /〆 X — C 构成的函数族 { futeT }, 设03是 r 中的基，如果族中 
函数在 X 上可微，导函数族 { fl，t e 在上一致收敛到某个函數 .. X — C 而 
原函数族 { futeT } 至少在一点 xo GX 收敛，那么，它在整个集合 X 上一致收敛 
到可微函数 f : X — C ， 且 f = 

◄ 我们首先证明.函数族 { ft,t € r } 在集 X 上关于基53 —致收敛.在下面估 
计中我们利用了有限增量定理： 




爪 ㈤ — ftM\ < 1(/ “㈤- /t 2 W) - (/tx(^o) - /* 2 ( 仰 ))1 + 1/nK)- ft 2 (^o)\ 

< sup - fl 2 {0\\ x - X o\ + \ftA x o) - ft 2 ( X o)\ 

$ G [ x 0 , x ] 

-- 尤 2). 

由条件知，函数族 e r } 在 X 上关于基 ® —致收敛，量 ft ( x 0 ) 作为*的 
函数关于同 一基® 有极限，而 | x - x 0 | 当 z e X 时是有界量 • 由函数族/〖一致收敛 
柯西准则的条件的必要性和函数 ft ( x Q ) 的极限的存在性，对任意的£ > 0 ,能找到 
Be ©, 使对任何 ti , t 2 € B 和任何 T e X ，有△(: r 山, t 2 ) < &而根据上边的估计, 
这表明函数族 { futeT } 也满足柯西准则条件.因而它在 X 上关于基® —致收敛 
到某个函数/ : X 

再次利用有限增量定理，我们现在得到如下估计式 

-\-h) — /t» — fh( x W ~ (/«2 ( x + h) - ft 2 (x) - fl 2 (x)h)\ 

|(/t! - ft 2 )( x + ^) - (ft! — ft 2 )i x ) - (fti - ft 2 Y( x W 

< sup |(/ tl - ft 2 Y(x + Oh)\\h\ + |(/ tl - /* 2 )»iW 


C 




o < e<i 


\ fti( x + — /“(^ + 仙)1 + IO ) — / 二 ( x ) l ) W 


sup 

O<0<1 


+ heX 时成立的这些估计 


根据函数族 {fit G T } 在 X 上的一致收敛性，当 
式，这就证明了，对于固定的 xGX , 由函数 


x^x 


ft{x + h )- f t { x )- f t { x)h 


m ) 




h \ 
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构成的函数族 { Fut ^ T } 关 于基® 对所有满足与 X + / IGX 的/ I 的值一致 


收敛 • 


注意到，由函数 ft ^ x ^ x 的可微性知，当 /I — 0时，有 F t ( h ) ^ 0,而由于关 

我们得到，关于基 ® ，有 

/(x + ") - f { x ) - ip ( x)h 


于基 ©，有 力―/，// 




- ► 


F t ( h ) -> F ( h ) 




h 


利用定理1，现在能写出交换图 


f{x + / i ) — /( x ) — if { x)h 


ft(x + h ) — f t ( x )- fl ( x)h 


=: F t ( h ) \ F ( h ):= 


h 


h 


ft ― ►O 


h —~ ►O 


o 


0 


当 /I — o 时,右端极限过程表明，函数/在 X e X 可微且尸⑻= < f ( x ). ► 

推论 5设由在有界凸集义(它属于 R,C 或任一线性賦范空间）土可微的函数 

C 组成的级数 f fn { x ) 至少在一点 G X 收敛，而级数史以工）在 X 

n=l n=l 

上一致收敛，那么级数 f ； /„( a :) 在； C 上也一致收敛，它的和在 X 上可微，且 

n 二 1 


fn：X 


^2 fn \ ㈤ = 

71=1 / 71 = 1 

这可由定理4,级数的和与一致收敛的定义，并注意微分算子的线性性质得到- 

_ 

注4 .定理3,4及其推论的证明，对于函数 ft :X — Y 的值域 1" 是任何一个完 

备的线性赋范空间的情形也是有效的，例如，可以是 M ， C , R ' C ' CM ] 等等•定 
理4中函数 /* 的定义域 X 也可以是任何一个线性赋范空间中适当的子集，特别地， 
X 可以属于 R , C , E n , C n . 对于实变量的实值函数（在对收敛性的附加要求下)，这些 

定理的证明可以做得更简单些.（参看练习 11). 

作为定理2—4的应用例子，我们来证明以下无论在理论上还是在具体计算中都 

有广泛应用的. 

命题 3 如果幂级数 ；£ c „(2 _卻广的收敛圓 K C C 不缩成唯一的一个点 
，那么在圓 K 内，这^级数的和 f(z) 可微，且 


Z = ZQ 


( 15 ) 


f f {z) = > : JlC n {z — Zq) 
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[0, 1] — X 可积，而当[0, 1] 3 t A 


此外，函数/ ： K 沿任何一条光滑道路7 

z ( t ) € K , z ( 0 ) = z 0 , 之 (1) 


时，有 




p 

/ f(^)dz = ^2 

n=0 




n+1 


(16) 


(z — Zq) 


这里 / 7 f ( z)dz := Si f ( z ( t )) z f ( t ) dz . 特别地，如果在实轴 M 的区间-丑< 
x 0 < R 上有等式 /㈤ = E a n (x - x 0 ) n ,那么 


注 


X — 


n=0 


x 


n=0 

4因为= lim 7 W . 那么，从柯西-阿达马公式 （§2 的定理）推 

n—►oo v n 一 ►oo 

出，由幂级数 £ c n (^- zo ) n 逐项微分得到的幂级数£ nc ^ z - zor - 1 与原幂级数 


+ 1 


Xo 


n=l 

oo 


n=0 


有相同的收敛圆但是按§2的同一个定理;级数 E nc n (z - zo ) 71 " 1 在任何一个 

n=l 

圆 C K 中一致收敛.因为级数£ - 2 0 广显然在 


收敛，由命题5就 


Z = Zo 


71=0 


得到了 （15) 式，于是，证明了幂级数可以逐项微分. 

现在验证,它也可以逐项积分. 

如果7 : [0, 1 ] K 是 K 中光滑道路，则存在这样的圆 * Kg ， 使7 C / Cg，"Kgr C K 
^ K q 上收敛的幂级数一致收敛，因此在等式 


= > : c n { z { t ) -之 ◦) 

中，右边的由在区间0 < t < 1上连续函数组成的级数,在这个区间上一致收敛到连 
续函数 

用区间[0，1]上连续的函数 〆 ⑷乘这个等式，既不破坏等式本身，也不破坏级 
• 数的一致收敛性，因此,据定理3得到 


n 


I c n (z — zo ) n z f ( t)dt 


0 


0 


71=0 


但是 


+1 


+ 1 — 


(之 (1) - z ( 0 )) n 


d ( z ( t ) - z ( 0 )) n 


( z ( t ) - z ( 0 )) n z f ( t)dt = 


n 


o 


o 


( z ( l )- zo ) n+ \ 


于是我们得到了等式 （16). 


第十六章一致收敛性，函数项级数与函数族的基本分析运算 


344 


显然在展开式 /⑷= E CnG - 中 ， CO = /(%)，那么，逐次应用等式（15)， 

n =0 

重又得到已知的关系式 Cn 二 . 这些关系式表明.幂级数由它本身的和函数 

唯一确定，且此幂级数就是它 的弟的 泰勒级数. 

例5贝塞尔函数人 ( x )， neN 是贝塞尔①方程 


2 


2 


2 


y ff + xy f + (x 


)y — 0 


X 


— 71 


的解.我们试图寻找这个方程（例如当 n = 0时）的幂级数形式 y = Y ： 
依次利用公式 （15). 经过初等变换，得到关系式 


的解 


n 


C n X 


ci + y^(fc 2 c fc +c fc —2) 


fc — l 


= 0 


x 


fc =2 


由此式，根据具有给定和的幂级数的唯一性，得到 


Ci = 0, + Cfc —2 = 0， A ? = 2,3， • ’ ■ • 


Co 


如果认为 Jo (0) = 1，那 


由此容易看出 C2Jt — 1 = 0 ，fc 6 N ， 而 C2fc = { — l) k 

么我们就得到关系式 


(A;!) 2 2 2fc 


2 k 


X 


Jq(x) = 1 + E(-i) 


k 


( k \) 2 2 2k * 

写出的级数在整个直线 R (或在全平面 C ) 上收敛，因此，得到这个级数的上述 
具体形式的运算都是合理的. 

例6在例5中，我们曾叙述过方程的幂级数形式的解.如果级数是给定的，那 

么利用公式 （15) 能直接检验级数的和是不是给定方程的解.因此，用直接计算就能 

确信，髙斯引进的函数 


a(a + 1) … （a + n — 1)/3(/? + 1) *••(/? + n — 1) 


F(a ， /3,7，®) = l + [ 

n=l 

(超几何级数）当 W < i 时是有定义的，且满足超几何微分方程 


n 


X 


n !7(7 + 1) … （7 + n — 1) 


(x — l)y n - [7 — (a + /? + l)x]y f + a( 3 y = 0 


x 


最后指出，与定理2,3不同，在定理4中并不要求原来的函数*收敛，而是要求 
导数族一致收敛，我们已经得到（参看§1,例 2) 函数序列 f n ( x ) 

收敛到可微函数 /(X) 三0,可同时导函数序列 f n { x ) 不收敛到/如厂问题在于，导数 

德国天文学家. 


n 2 x 能一致 


一 sin 




n 


① 贝塞尔 （ RV.Bessel) (1784—1846) 
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是函数变化的速度特征，而不是函数值的大小，哪怕函数按其绝对值变化是很小的， 
导函数也可以变化很大，这可在研究大频率小振幅的情形时出现.正是这样一种情 
境成了魏尔斯特拉构造处处连续且处处不可微函数的例子的基础.这个例子是用 

级数形式 fix ) = E a n cos ( b n 7： x ) 给出，显然，当0 < a < 1时，它在整个直线 M 上 


n —0 


3 


一致收敛.魏尔斯特拉斯证明了，如果选取满足条件 a 6 > 1 + ^的参数6,那么， 一 
方面，/作为由连续函数组成的级数的一致收敛极限将是连续另一方面，它无论 
在哪一点 xeR 都没有导数.最后这个断言的正式的验证是十分繁琐的.因此,希望 
得到连续但不可微函数的更简单的例子的读者，可参看第5章§1的习题 5. 


习 


利用幂级数，求方程 y n { x ) ^ y ( x ) = 0满足以下条件 a ) 或 b ) 的解 

a ) y (0)=0, y ( l ) 

b ) 2/(0) = l ， y ( l )=0 


* 




X 


的和, 


求级数 E 

a) 验用级数形式给定的函数 


n(n + 1) 


(一1 广 (^\ 

fc!(fc + n )! V 2 / 


2fc+Tl 


Jn(x) = ^2 


As=0 


是例5中带有指标 n ^ O 的贝塞尔方程 的解. 
b ) 验证，例6中的超几何级数给出超几何撖分方程的解 • 

导出下面对计算适用的第一和第二型全椭圆积分当0 < A : < 1时的展开式，并说明理由: 


4 


* 


a ) 


卜 g (藏) 2 叶 


tt/2 


dip 


7T 


K { k )= 


0 


b ) 


/ - / (2 n - l )!! \ 2 \ 

V ^ V (2n)TT ； 2 n - l ) 


7r/2 


l — k 2 sin ipdip =— 


E ( k )= 


2 


o 


求 


a ) 


k—O 

n 


b ) E 〆 cos fcy ?; 


fe =0 


c) r k sin k < p . 


k=0 


证明当 | r | < 1 时, 


d ) £ r k e ik ^ = 


1 — r cos <p — ir simp 


k =0 
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2 


e ) - + 53 rk cos k ( P = 7 ： ^ 


2 1 — 2r cos + r 2 ’ 


2 




rsm<p 

1 — 2r cos p + r 2 

用级数求和的阿贝尔方法 验证： 

i oo 

g ) - + ^ cosk(p = 0 , 如果 p # 27 m , n G Z . 


f ) 〆 sin fcp = 


fc=l 


2 


k-l 


h ) X ) sin kip = -cot - 99 , 如果 v ? / 27rn, n € % 

^ £a 

考虑级数的乘积' 


h=l 






)(60 + fei H - ) = (co + ci H - )• 

- 1^1 + drtbo - 利用命题 1 证明：如果级数 Xrf fln ， b n ， 


{do + ai + 

中 Cn — Clobn ~ f " ( X 1 bn — 1 H ~ ~\~ 


• • * 


a 


n=0 


E c . 分别收敛于 A , B , C , 那么 


C . 




n=0 


7 . (级数求和的切萨罗方法）设〜= E 如 ， an = 土 E 外，如果 lim an = A 则称级数在切 

k=l ^ k=l n — 00 

萨罗①意义下可和，准确地说，称级数 （ C , 1 ) 可和于 A , 记作 f ： a k = A ( c , l )- 

a ) 验证： $ = 1 - 1 + 1 - 1 + … （ c ， 1 ) 

b ) 证明: a n = E (1 - 

k=l \ n / 

c ) 验证： 如果在通常意义下有 Ea k = A , 那么， ga fe = A ( c , l ). 

k=l k=l 

d ) 如果 lim — (< Ji +< J2 + * * * + cr n ) 存在，则称此极限是级数 Z afc 在 ( c , 2 ) 意义下的和.仿 

n—oon fc=l 

此可定义任何阶 r 的 （ c ， r ) 和,试证：如果 I ] ofe = A ( c , r ), 那么， J 2 = A ( c,r + 1 ). 


fc = l 


k-l 


CTfe ■ 


fe = l 


k = l 


e ) 试证：如果 £ a fe = A ( c , 1 ), 那么，这个级数在阿贝尔方法下的和也是 A 


fc = l 


这是一类定理的总的名称，它们能在某些附加的正则性 


a ) “陶伯 （ Tauber ) 型定理 

条件下，根据所考察的量的某些均值性质对这个量本身的性质作出判断.有关级数的切 
萨罗求和法的下述断言是这类定理的一个范例.你们可以尝试着按照 哈代② 的方法去 


证明它. 


⑴ 


，级数 E a n 在普通意义下收敛到同一个 

n=l 


如果 S a n = A ( c , 1 ) 且 a n = 

n = l 


o 


和 - 


b ) 陶伯③定理本身属于级数的阿贝尔求和法，该定理如下： 

1 时收敛，且 lim ^ 

3：一 1—0 n= i 

= 0 , 那么，级数会 a n 在 通常意 义下也收敛于 A 

71 = 1 


A . 如果 


设级數 E a n ;r n 当 0 

n=l 


< X < 


( XjiX 


cxi + 2a2 + • • • + 几 a 


lim 


n 


从事分析与几何研究的意大利数学家 . 


①切萨罗 （ A. Cesaro) (1859—1906) 

© 哈代 （ T. G, Hardy) (1877-1947) ——英国数学家.主要的工作是在数论和函数论方面的贡 


奥地利数学家.主要研究数论和函数论. 


③陶伯 （ A . Tauber ) (1866 一 卒年不详) 
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注意到下面的事实是有益的，关于积分号下取极限有那样一些定理，它们给出了远比定理3 
自由得多且保证这种运算合理的充分条件.这些定理是勒贝格积分理论的基本成果之一.当 
函数按黎曼意义在区间 [ a , 上可积时，即/ € 5 H [ a ,6], 这个函数也属于按勒贝格意义可积 
的函数空间 £[ a ，6] ，并且/的黎曼与勒贝格积分值⑻ / a b / ⑻血与 ( L ) Si f ( x ) dx 是相同 


的 


一 般地，空间 £[ a ,6] 是空间 b ] 按积分度量的完备化（更准确地说是汛 [ a ，&])， 而积 
分 （ZO f 是线性函数（开) f 从汛 [ a ， f >] 到 £[ a , b ] 的延拓 • 

勒贝格控制收敛定理 断言： 给定由函數 /n e £[ a ， b ] 构成的序列 {/ n，n e N }， 如果存在它 
的一个非负控制函数 Fe £[ a ，&]， 即对 [ a ， fe ] 上几乎所有: r ， 有 |/ n (^)| ^ \ F { x )\, 那么从对区 
间 [ a , b ] 上几乎所有: r 点有 f n —> f 的收效性可以得出/ G 公 [ a ，6] ， 且 lim ( L ) f n ( x)dx = 

Tl > OO 

( L ) f ( x ) dx . 

a ) ^例说明，即使序列 {/ n，n e N } 的所有函数在区间 [ a , fe ] 上有同一个常数界 M ， 从条件 

/ n € ? H [ a ,6], nGN , 以及在区间 [ a , 6] 上所有点有/« — /，也不能推出/ €汛 [ a ,&] (参 

看§1，例 5). 


b) 试根据所叙述的积分（丑) f 与 （ L) I 


的相互关系和勒贝格定理证明：如果在习题 a ) 
的条件下，还知道/ e 叫 a ，6], 那么 （ i ?) f ( x)dx = lim ( R ) ^ f n ( x ) dx _ 这是定理 3 

的本质性的加强. 


c ) 可以再叙述一个适合于黎曼积分的勒贝格单调收敛定理： 

如果由函数 /n £叫<1， 6] 构成的序列 {/ n，n £ N } 单调地收敛于零，即0 < fn +1 ( fn ， 

时，有 / nO ) — 0,那么， ( E ) Si fn ( x)dx 


0 


且对任意; r € [ a ， i >]， 当 

试证这个断言，在必要时可以利用下面有益的事实_ 

d ) 设 / e 叫0，1]，|/| 彡 M 且]^/(咖 

包含有限多个长度之和 i 不小于 i 的区间. 

这个结论的证明，比如说，可以利用闭区间[0，1]的那种划分 P 中的构成区间，它 

所对应的达布下和 s (/,_ P ) 满足关系式0彡 / o 1 f ( x)dx - 5(/, P ) ^ J . 

a ) 用§1 中的例子说明：在区间上收敛的函数序列中不是总能选出在这个区间上一致收敛 


71—^00 


} 


e[o ， i]l/(x)> 三 


x ^ a > 0,那么集合 E 




2 


10 . 


的子序列. 


构成的序列 {/ n ， neN } 中不可能选 
出在区间 [0,2 tt ] 的每一点都收敛的子序列.然而，你可以证明，事实确实如此（利用习 

题 9 b ) 的结果，以及当 《*： < n k+ i 时成立等式 f^(sinn k x 

这样一个事实. 

C) 设是由函数 /n € m [ a , b ] 构成的一致有界序列 •设 


b ) 更为困难的是直接地验证，从函数 U { X ) 


= sm nx 


— sinrifc+ix) 2 dx = = 2 tt / 0) 


F n ( x )= / f n ( t ) dt , ( a ^ x ^ b ) 


试证： 从序列 { F n , neN } 中能够选出在区间 [ a ，6] 上一致收敛的子序列. 

时，在 [ a ，6 ] 上，有/，那么，对于任 


a ) 试证： 如果 /,/n €巩 ([ a ，6], R ) 且当 


n — > oo 


11 
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意的 e > 0,能找到这样的 NGN , 使对任何 n > N , 成立关系式 


(/ - fn )( x ) dx \ < e(b - a ) 


b ) 设 /n € C (1) ([ a ,6], R),n € N , 试利用公式 f n ( x ) = f n ( xo ) + f^ Q 证明：如果在 

区间 [ a , b ] 上 X 1 A 并且存在点吻 € [ a , 6], 使序列 { f n ( xo ), n € N } 收敛，那么，由 

函数 / n 构成的序列 {/„,n e N} 在 [a, 6] 上一致收敛到某个函数/ € C ⑴ ([a,&],R), 

而且 f = ( f . 


4 连续函数空间的紧子集和稠密子集 


本节讲的是比较专门的问题，然而它涉及的是分析中无处不在的连续函数空间 
所有这些问题，像连续函数空间的度量®—样，都和一致连续性概念紧紧地联系在- 


起的. 


1. ’阿尔采拉-阿斯柯利定理 

定义1称定义在集合 x 上,在度量空间 y 中取值的一些函数/: x y 构 
成的函数族衣是在集 X 上一致有界的函数族，如果函数值的集合 V^={ye Y\3fe 

^xe X(y = /(X))} 在 y 中有界. 

对于数值函数或函黎/: X 
何2： € X 和任何函数/ e 衣，都有 1 /(®) I < M . 

定义 1' 如果函数族$中函数的取值集合 V C y 完全有界（亦即，对于任意 
0,在 Y 中存在 V 的有限网)，则称函数族衣是完全有界的. 


，直截了当地说，就是存在常数 M 6 K . 对任 


£ > 


如果在空间 F 中有界集和完全有界集概念一致（例如空间 R ， C , R ' C m 以及一 
般的局部紧空间 Y 的情形)，则在^中取值的函数族的一致有界和完全有界概念也 


一致 


定义2设是度量空间，称由一些函数 f ： X ^ Y 构成的函数族; J 是集 
x 上等度连续函数族，如果对任意的£>0,存在 J > 0,使当 A ，奶 e x 时，由关系 

式 d x ( x u x 2 )<S 能导出对任何函数/ e 衣，有知(/(心)，/…)）< 


£ 


例1函数族 { x n , neN } 在区间 [0,1] 上不是等度连续的，但它在任何一个形 
如 [0, q ], (0 < g < 1) 的区间上是等度连续的. 

例2函数族 { sinnx , n G N } 在任何一^个非脱化区间 [ a ， fe ] 


上都不是等度 


C 


连续的 

" ①如果你还没有完全掌握第9章中的一般概念，那么，在不损失后继内容的丰富性的情况下，可 
以认为所讨论的都是从 R 到 R ， 或从 C 到 C ， 或从 IT 1 到 R n 的函数 • 
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例 3 如果由一些可微函数/«构成的函数族 {/a : [ a ， b ] ^ R , aeA } 是这样 

的，相应的导函数族 { f a , aeA } 一致有界，那么从有限增量公式就得到 |/ a (^ 2 ) - 
/ a (x!)| ^ M\x 2 -x 1 \ ? 这就是说，原来的函数族 {fa,a€A} 等度连续_ 


下面的引理展示了上边引进的概念与连续函数的一致收敛性之间的联系 

引理1设是度量空间，且尺是紧的.为使由连续函数 / n:K — y 构成 
的序列 {/ n , n € N } 在紧集尺上一致收敛，它必须完全有界且等度连续 • 


设在 K 上 ， /n 4 /. 由§3,根据定理2推出/ 6 C(K,Y) .从/在紧 

0,能找到5 > 0,使当 


€尺时， 


M K 上的一致连续性得出，对任何 

(d K (x u x 2 ) < S d Y (f{x l ),f(x 2 )) < e). 因此，对这个 £ > 0 , 能找到 N ^ N, 

iV 时，对任何 z e 圪有 d Y (f(x)J n (x)) 

用三角形不等式就得到，对任何 n > 7 V 和 x u x 2 e 火，从 d K (x u x 2 ) < 占 ， 推出 

d Y (fn(Xl)Jn(x 2 ))<3£. 这就是说，函数族 {fn,n > N} 是等度连续的_再把由有限 

个在紧集 ii ： 上连续的函数组成的等度连续族 ifu …， M 补充进去，就得到函数族 

{/ n , nEN } 是等度连 续的. 

它的完全有界性可以从对 x G K 和 n > AT 成立的不等式 d Y (f ( x ) Jn ( x )) < e 


E > 


X\,X2 


比较这些不等式并利 


使当 


< £ 


n > 


N 


以及集合 /( k ) 和 y / n ( K ) 在 y 中的紧性得到 .► 

事实上，有下€—般的定理成立 

定理 1 (阿尔采拉-阿斯柯利定理） 设5是由定义在度量紧集尺上而在完备 

度量空间 Y 中取值的函数/:尺 — F 构成的函数族_ 


为使衣任一序列 {/n € ^；n G N } 都包含一致收敛的子序列，必要且充分的条件 
是函数族衣完全有界且等度连续. 

◄ 必要性 如果衣不是完全有界族，那么显然可以得到这样的函数序列 {/ n ; n € 
N } J n ed , 它不是完全有界的，从而（参看引理）已经不可能选出它的一致收敛的子 


序列 


如果函数族衣不是等度连续的，那么可找到句 > 0, 和这样的函数列 {/n e 

衣 ， n e N } 及点对序列 {«,<),n G N }, 其中的点 4 乂当 

€ 圮且 dy(/n«),/n«)) >eo>0. 这时，由序列 {/ n , n € N } 已经不可能选出 

一致收敛的子序列，这是因为由引理1知，一致收敛函数序列中的函数应是等度连 


时收敛到 


Xo 


续的 


充分性 紧集凡可认为是无限集，否则的话，论断是不证自 明的在 K 中固定 

处处稠密的可数子集五一一序列 {〜G K,n € N }. 这样的集合五很容易找到，例 

， i ，…得到的尺的有限卜网的并集 • 


如，对 e = 1，二， 


4 • 


2 


71 
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设 {/ n，n € N } 是族衣的任意函数序列.这些函数在点的值的序列 {/ n (^ l ), 

neN }, 根据条件，它完全有界，从而，由 Y 是完备空间，从中能选出收敛的子序列 
{ f nk ( x x ), k ^ n }. 将所得到的函数列记作 { f ^ neN } 将是方便的，指标1表示关于 

点 A 建立的序列. 

从得到的序列又可选出子列它使 {/^( x 2 ), fc € N } 也收敛，并把 
它记作 {/^；7 i e N }. 

继续这个过程,得到序列的系列 {/〗， n G N}，fc = 1,2,… . 如果现在取对角线序 
n {g n = fS,neN}, 那么，容易看出，它将在处处稠密集合 ECK 的任何一点收敛. 

我们来证明，序列 {g n ,n e N } 在紧集 K 的任何一点是收敛的，而且收敛性 
在 K 上是一致的.为此，任意给定 e > 0并根据族 S 的等度连续性定义2取 

(5 > 0. 设玢 ={心，…，匕}是五的有限子集，它构成 冗的占 
R ⑹， n G N},i = 1,2 ，…, / c 都收敛，所以能找到 iV € N ， 使当 m,n > 7 V 时，有 

dY {9m ( 6 ) , ( 6 )) < £,i ~ - ,k. 

对每个点 0 ： e K , 找出匕 e 五 i ， 使得 d x ( x ^)<5. 由于衣是等度连续族，由此 
得到，对任何 n e N , 有 d Y (g n (x) , g n (^)) < e. 利用这个不等式,现在可以得到,对任 

> N ，有 


因为序列 


何 


dy {9m(x) , g n (x)) ^ dy (g n (x),g n (^J )) + d Y {g m ) , 9n (0)) +dy(5m ㈤ ， 5mfe)) 


<c £ + £ + e = 3 s • 


由于 : r 是紧集冗中任一点，因此，根据柯西准则，序列 y n ，n € N } 在欠上实 
际上是一致收敛的. ► 


度量空间 C ( K , Y ) 

在紧集 K 上连续且在度量空间 Y 中取值的函数 f ： K-^Y 的集合 C ( K y Y ) 的 
最自然的度量之一是下面的一致收敛性度量 


ft 


d ( f , g ) = m ^ d Y ( f ( x ), g ( x )) 

其中 f,ge C ( K , Y ), 而最大值是存在的，因为 K 是紧集.该度量名称的来源显然与 

在 ii ： 上 d ( f n , f ) — 0分 / n =4 / 有关. 

考虑到最后的关系式，根据§3定理、和一致收敛的柯西准则，能够推出，具有 
一致收敛性度量的度量空间 C ( K , Y ) 是完备的. 

请注意，度量空间中的相对列紧子集是这样一种集合.从它的任何一个序列中 
能选出一个柯西列（或基本列).如果原来的度量空间是完备的.那么这样选出的子 

列也是收敛的. 

阿尔采拉-阿斯柯利定理给出了度量空间 C ( K , Y ) 中相对列紧子集的描述. 
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下面我们要证明的重要定理将给出空间 C ( K , Y ) 的各种形式的处处稠密子集的 

描述.对这些子集原本的兴趣在于，能够用它们当中的函数一致地，也就是在 K 上 

以给定的任意小的绝对误差，逼近 K 上任何一个连续函数/ : K 

. * 

例4我们还将不止一次地遇到魏尔斯特拉斯定理的经典结果，后面引进的斯 
通 ( Stone ) 定理是它的推广.魏尔斯特拉斯的经典结果是 

I 

•定理2 (魏尔斯特拉斯通近定理）如果 /ec ([〜&]，€),那么存在由多项式 

[ a ,6] ^ C 构成的序列 { P„,n E N }, 使在 [ a ,6] 上有 P n 4 f , 这时，如果/ € 
C ([ a ,6],] R ), 那么多项式能够从 C 7([ a ，^ E ) 中选取. 

■ 

用几何语言表述，这就是，所有实系数多项式构成空间 C ([ a ,6], E ) 中处处稠密 


Y 


的子集 


例5如果定理2还需要证明（下面将给出）的话,那么根据任何一个函数/ G 
C ([ a ,6], M ) 的一致连续性，容易推出，区间上分段线性的连续实函数的集合是 
C ([ a ,6], M ) 中的处处稠密子集. 

注我们指出，如果五 i 在五 2 中处处稠密,而五 2 在五 3 中处处稠密,那么在同 

样的度量下， 显然玢 也将在五 3 中处处稠密. 

_ 

这就是说,为了证明定理2,只要证明分段线性连续函数在相应的区间上能够用 
多项式任意逼近即可. 


斯通定理 

在正式进入一般的斯通定理的讨论之前，先给出实函数情形下定理 2( 魏 尔斯特 
拉斯）的证明，它对理解以后的内容是有益的. 

◄ 首先注意，如果 f,ge C ([ o ,6], R ), a € E 且函数/,0能用多项式一致逼近（以 
任意精度)，那么区间上的连续函数 / + P ,/ P ， a / 也能用多项式一致$近- 

在区间 [-1,1] 上,如§3例2指出的那样，函数 W 能用多项式 P n ( x ) = ± a k x k 

k=0 

致逼近.因此，相应的多项式序列 M • P n ( x / M ) 在区间 M 上也一致 ig 近函 








\ f ( x)l 那么，从 N - I ： a # < e (当 h/K M 


如果 / eC ([ a ,6]， R)aM = 

时）得到 ||/( x )|- E c fc / fc ( x )| < e (当 fl 彡 x 彡 & 时)，因此，如果在区间 [ a ，6] 上，/能 


用多项式一致逼近，那么5：以产和|/|也能这样逼近. 

最后，如果/和 P 在间 [ a ，6] 上能用多项式一致逼近,那么函数 max {/, p } == 
((/ + 9) + |/ -^|), miii {/,^} = ^ ((/ -\- g ) - \ f - g \) 也能用多项式一致逼近， 


2 


2 
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x-^i 


设 a < 6 < b ， f [ x ) 三 0,炎而⑷= 


H X ) = ^1^2 =爪虹{/，此4 2 }， 


h — ， 

n { h , ^ 2 }, 显然，形如 F ^ 2 的函 € 的线性组合能产生出整个在区间 [ a ，&] 
上分段线性的连续函数的集合，由此,根据例5,就推出魏尔斯特拉斯定理. ► 


= mi 




在叙述斯通定理之前,先定义某些新概念 


定义3称集合 X 上的实（复）值函数族 A 为 X 上的实（复）函数代数，如果 
从 /je AaeR ( C )， 能得到 * 


(f + g )^ A ] ( f ^ g)e A ； ( a /) g A 


例 6 设 X c C , 显然，所有的多项式 P ( z ) = Co + + … + c n ^, n G N , 构成 

X 上的复函数代数. 

如果取 X = [ a ， &] c R ， 以及所有实系数多项式，那么就得到区间 [A 6] 上的实函 


数代数. 


例 7在任意区间 [ a ，6] CR 上，函数 e n 'n = 0， l ， 2 ，... 的一切实系数（或复系 

数）线性组合，显然构成实（或复)函数代数. 

关于函数 { e inx , neZ } 的线性组合能作同样的叙述. 

_ 

定义4我们说集合 X 上的函数族 S 能分离义的点， 如果对任意两点^1,^2 G 
x , x l 9 ^ x 2 , 能找到函数 fes,m fM — f ( x 2 ). 

例8函数族 { e n 'n G N }， 甚至其中每一个函数都能分离 M 的点- 


同时， 2 tt 为周期的函数族 { e inx , neN } 能分离长度小于加的区间中的点_显 
然它不能分离长度大于或等于 2 tt 的区间中的点. 


例 9所有实多项式之族能分离任何区间 [ a ， b ] 中的点，因为由一个多项式 

C 以及 X 上的复多项式 


就已经能分离任何区间 [ a ，6]. 关于集合 X 
族可以重复上面的叙述与结论，作为例子可取 P { z ) = 


C 


P ( x ) = 


定义5我们说由一些函数 — C 构成函数族衣是在集 X 上不消失的函 

数族， 如果对任一点 x 0 e X ，都能找到一个函数 /o e 衣， 使得 / 0 ( x ) # 0. 

_ 

例 10 函数族衣= { l , x , x 2 , • • •} 在区间[0，1]上不消失，而函数族知= 

{ x , x 2 r -} 中的所有函数在 x = 0点都变为零. 

引理2如果集 X 上实 （复） 函数代数乂能分离 X 的 A 且在 X 上不消失，那 

么，对任何两个不同的点€ X 和任何实 （复） 数 co， Cl , 都能找到函数/€ 

_ 

使得 f ( x 0 ) = CoJiX !) = Ci . 
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显然只要在 Co = 0 ， Cl = 1和 Cl = l,co = 0两种情况下证明引理就够了 


由于点 Xi ^ X 2 是平权的，我们只考虑 Cl = 1, C 2 = 0的情形 

首先注意，在4中存在一个分离点 
满足要求 s ( Xl ) 7^0. 

设 p，/i G A , g ( xi ) ^ g ( x 2 ), g ( xi ) = 0,/ i ( a ： i ) ^ 0. 显然存在数 A € 3 R \ 0, 使 
A [/ i ( xi ) — h ( x 2 )] / 5 (^ 2 ) - 于是函数 s = g + Xh 就满足我们的要求. 

( x ) — s ( x2 ) s ( x ) 


的函数士除条件 s ( xi ) ^ 十 2 ) 夕卜，还 


Xl, X 2 


2 


,则函数/属于我们的代数浼且满足上边 


现在令 / Or ) = 

提出的条件: /( q ) = 1和 /( x 2 ) = 0 


s 2 ( xi ) - s ( xi ) s ( x 2 ) 


定理3 (斯通①）设4是由定义在紧集尺上的实连续函数构成的代数.如果 
4分离尺的点且在夂上不消失,那么4是空间 C { K , R ) 的处处稠密子集- 


^设1是集4 C C ( iC ， R ) 在 C { K , R ) 中的闭包，即3是 C ( K , E ) 中能够用4 

中的函数以任意精度一致逼近的那些连续函数的集合.定理断言, 3 = <7(^, M ). 

重复在证明魏尔斯特拉斯定理时所作的论证，注意到，如果 e Z 且 a e M ， 

_ 

那么函数 / + A /. M /，|/|， max {/^}， mi n {/， d 也属于 A 按归纳法,二般地，如果 

/ i ，/ 2 ，，.. yfn 那么 max {/ i ,/ 2 , ••-，/ n } W Hiin {/ i ,/ 2 ,-' • ，/ n } 也在 A 中- 

现在证明，对于任一函数/ € C ( K , R ), 任一点 x £ K 和任一数£ > 0 ,能找到 
这样的函数办 G 使得 g x { x ) = f ( x ), 且对任意 t K 有 g x ( t ) > f ( t ) _ 

为了证明这个结果，对每个点 y G K , 根据引理2能找到函数\ A 使得 

h y ( x ) - f ( x ), h y { y ) = }{ y ). 由于函数/和〜在 K 上连续，能找到点2/的开邻域 
Uy , 使对任意的 teUy , 有 hy { t ) > f ( t ) ~ 6 . 从由这样的开集作成的紧集 K 的覆 
盖中选取有限覆盖 {?/& ,u y ”... ， U y J . 于是，函数办 = rnax {/ i yi ,^ 2 , ••- , hyj€A 

即为所求. 


£ 


现在，对每个点取这样的 函数知 再注意到函数办和/的连续性，能 
找到点 x€K 的开邻域 R ， 使对任意的 t € 14 ,有 9x(t) < /(*)+£• 因为 K 是紧 
的，从开邻域 K 作成的 K 的覆盖中能找到有限覆盖 { V Xl ： V X2r - , V Xm h 于是函数 

} 属于代数 A 由构造知,在任一点满足不等式. 


9 - rnin { g Xl , g X2 , 


， 9x 


/⑴ - £ < g ( t ) < f ( t ) + £• 

但 e > 0 是任意的，这就证明了，任何一个函数/ e C ( K , R ) 都能以任意精度用 
代数 A 中的函数一致逼近. ► 


练习 


V 构成的函数族 


称由一些定义在度量空间 X 上在度量空间 y 中取值的函数/ : X 

美国数学家.主要从事拓扑与泛函分析的研究 




CD 斯通 （ M_ Stone) (1903—1989) 
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衣 为在点 xo e X 等度连续的函数族， 如果对任意的 e > 0,能找到 <5 > 0,使对任何函数 
/ € 5,能由关系式 dx ( xo , x ) < <5推出 d Y {f { xo ) , f ( x )) < 

a ) 试证： 如果由一些函数 /:X 

/ e 衣在点功都是连续的，但相反的断言是错误的. 

b ) 试证： 如果由一些函数/ : 尺 

的，那么在定义2的意义下它在 K 上也是等度连续的. 

c ) 试证： 如果度量空间 X 不是紧的，那么从由一些函数/ : 久 

aroGX 等度连续还不能推出 衣在 X 上等度连续. 

根据这个理由，如果函数族5按定义2在集合 X 上是等度连续的，常称它为在集 
X 上是一致等度连续的函数族.因此,函数族在点的等度连续性和在集上的一致等度连 
续性之间的关系就像集合 X 上的单个函数/ : X 
关系一样. 

d ) 设 u ；(/ ; 五） 是函数 /:X 

• 中心，半径为 <5的球.试述，下面写的是哪两个概念的 定义： 


€ 


Y 构成的族 衣在点 x 0 e x 等度连续，那么任何一个 




r 构成的族衣在紧集欠的任何一点都是等度连续 


y 构成的族衣在每点 


- ► 


r 的连续性和一致连续性之间的 


Y 在集 ECX 上的振幅.而 B ( x ,<5) 是以点 xex 为 


- > 


Ve > 0 彐5 > 0 V/ e 衣 ^(/； B(x,6)) < e, 

Vs>0 35 >0 v/e 衣 VxeX uj(f;B(x,S)) < 


e ) 举例说明，如果 K 不是紧的，一般来说阿尔采拉-阿斯柯利定理不成立：在 R 上构造 

一 致有界且等度连续函数序列 {/n,neN}, 其中 f n (x) = <p(x + n). 从这个序列中不可 

能选出在 R 上一致收敛的子序列. 

■ 

f ) 利用阿尔采拉-阿斯柯利定理求解§3的习题10, c ). 

a ) 详细说明，为什4在区间⑷ 6] 上任何一个分段线性的连续函数能够表成魏尔斯特拉斯 

定理证明中所指出的形如 Fm 2 的函数的线性组合. 

b ) 对复值连续函数 f:[a,b]^C 证明魏尔斯特拉斯定理. 

c ) 常称量= / a 6 f(x)x n dx 为函数/ : [ a ， fe ] — C 在区间 [ a , 6] 上的 n 次矩•试 证： 如果 

fe C ([ a , b ] X ) 且对任何 n e N 有= 0,那么在 [ a ， 叫上， /( x ) 三 0. 

a ) 试证： 由函数对 { l , x 2 } 生成的代数在区间 [-1,1] 上全体连续偶函数的集合中是稠密 


b ) 对于由一个函数 { x } 生成的代数与在区间[-1，1]上全体连续奇函数的集合，解答上述 


问题 


c) 任何一个函数/ G <7([0,7r],C) 都能用函数对 { he ix } 生成的代数中的函数以任意精度 

一致逼近吗？ 

d) 对/ € C([-7T } 7r],C), 回答上述问题 • 

e) 试证： 当且仅当 /( - 7T) = /(7T) 时，上述问题的#案是肯定的. 


f ) 如果 [ a , b ] C] - 7T ， 7T [， 任何一个函数 / e C ([ a , b ] X ) 都能用函数系 {1, cos x , sin a :, 


nx ? sinnx , … } 的线性组合一致逼近吗? 


COS 
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g ) 任何一个偶函数/ € C ([- 7 T ,7 T ], C ) 都能用函数系 {1， CO SOV -- 


• } 一致逼近 


, cos nx ? 


■ ■ 


吗？ 


h ) 设 [ a ,6] 是直线肢的任一闭区间，试证：由任何一个恒不为零的严格单调函数 < p ( x ) (m 

如 el 在区间 [ a , b ] 上生成的代数在 C ([ a ? 6], R ) 中是稠 密的. 

i ) 闭区间 [ a , b ] cR 处在什么位置时，由函数 ip ( x ) = x 生成的代数在中稠 


密？ 


a ) 称复函数代数 A 为自共 耗函数代数，如果能由/ e A 推出/ e 隼其中 f ( x ) 是 f ( x ) 

的共轭值. 试证： 如果复代数 A 在 X 上是非退化的并且能分离 X 的点，那么在代数>1 
自共轭的条件下，能够断定，由代数 A 的一切实函数构成的 A 的子代数在 X 上 
也是非退化的，并且也能分离 X 的点. 

b ) 证明下面的复形式的斯通 定理： 

如果由一些函数 f ' X — C 构成的复化数 A 在 X 上是非退化的，并且能分离 x 
的点，那么在代数4自共扼的条件下能够断言，它在（7(义，(0)中是稠密的 • 

c ) 设 X = {2 e c\\z\ = 1} 是单位圆 〆 是由函数生成的 X 上的代数，其中 P 是点 

^ e X 的 幅角. 这个代数在 x 上是非退化的且能分离 x 的点，但不是自共轭的. 

I 

试证： 如果函数/ : X — C 能用 A 中的元素一致逼近，那么对任何 n e N ， 等式 

■ 

/ 0 27r /( e ^ e^dip = 0成立.利用这个结果验证，函数/⑷=芝在圆 X 上的限制是 X 
上的连续函数，但不在代数 A 的闭包中. 


4. 



第十七章含参变量的积分 


这一章将把依赖于参变量的函数族的一般定理应用于分析中最常见的一个这种 
函数族，这就是含参变量的积分. 


1含参变量的常义积分 


1. 含参变量积分的概念 

含参变量积分就 是形如 


( 1 ) 


F { t ) = / f ( x , t)dx 


的积分.其中 i 是参数，它跑遍集合对每个 i e r 有相应的集 合私， 函数 

= f ( x ， t ) 在集合疚上是常义或广义可积的. 

当然，集合 r 可以是各种各样的，但最重要的显然是空间或 ( C n 的子 


集 


如果对每个参变量 t e T , 积分 （1) 是常义的，那么通常就说， （1) 中的函数 F 是 

含参变量的常义积分. 

如果对于全体或某个 t e T , (1) 中的积分只在反常积分意义下存在，那么通常 

就说， 函数 F 是含参变量的反常积分. 

当然,这仅仅是一些术语的约定. 

当 : r G R m ，五 t C R m ，m > 1 时，我们常称 （1) 为含参变量重积分 （二 重， 三重等 


等). 
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然而，我们首先把注意力集中在一维的情况，它是构成任何一般情况的基础.此 
外，为了简单起见，我们先取不依赖于参数的直线 R 上的区间作为屄，并且认为在 
它上面积分 （1) 在普通意义下存在. 

含参变置积分的连续性 

命题1设尸= {( x , y ) e M 2 |a (x < b /\ c<y < d }， 即平面 ] R 2 中的矩形.如果 

连续，即 / gC ( P , R ), 那么函数 




函数 /:P 


b 


F ( y ) 


f ( x , y)dx 


( 2 ) 




在任何一点 y € [ c , d \ 都 连续. 

"a 

◄ 从函数 / 在紧集尸上的一致连续性推 出:在 [ a , &] 上，当 y , 2/0 e [ c , d ] 且 y 

时，有 ( f y { x ) := f ( x , y ) =4 /( x . yo ) =： 〜⑻.对每个 y G [ c ， d ]， 函数 ( p y ( x ) = f ( x ， y ) 

关于: r 在 [ a , 61 上连续，从而知道它在 [ a , 6] 上可积.由关于积分号下取极限的定理， 
现在能够断定 


yo 


― > 


b 


f(x iy )dx=l^ o F(y). 


F ( y 0 ) = / f ( x , y 0 )dx = lim 


V—Vq 


注 1 从上边的证明中可以看出，如果取任何一个紧集 X ，作为参变量 y 的取 
值的集合，命题1仍然有效，当然是在条件 feC ( IxK . R ) 下，其中 J = {:r e R|a $ 


<6} 


特别地，由此可作出结论，如果/ G C(J x AR )， 其中乃是 R n 中的闭集，那么 
Fe C ( D , R ). 因为对任一点如 e A 有一紧邻域 K CD , 而函数 f^EIxK 上的限 
制是紧集 IxK 上的连续函数. 

我们叙述了关于实值函数的命题1,当然，这个命题以及它的证明，在复值函数 

情形，例如对在 C 中 ， R m 中或 C m 中取值的函数,仍保持有效 • 

例 1在莫尔斯引理（参看第1卷第8章 §6) 的证明中，我们曾提到过下述称 
之为阿达马引理的命题. 


如果函数/在点吻的邻域1/中属于 C ^( U , R ), 那么在点吻的某个邻域中， 


它能表为 


(3) 


f ( x ) = f ( x 0 ) + ip ( x )( x - x 0 ), 


其中 P 在 Xo 连续且 W ( x 0 ) = f ( x 0 ). 

等式 （3) 容易从牛顿-莱布尼茨公式 


f f (xo + th)dt • h 


⑷ 


f(x 0 + / l ) - f(x 0 )= 


0 
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以及对函数 F ( h ) = / o 1 r (^0 + th)dt 应用命题1推出 • 剩下来的只需再作替换 /I = 

x - xo , 并令 ( p ( x ) = F(x - xo )- 

注意到等式 （4) 对: Co，/i € R n 仍成立，这里 n 不一定仅是 1. 详细 展开广 且为 
了简单，假设= 0,等式 （4) 就能写成 


n 


df 


/( a ; 1 ， …， x n ) - /(0,…，0) = ^ 


Atx 1 , 


， tx n }dt 


t 


X 


0 


的形式，而且这时在等式 （3) 中应令 


n 


^{x)x = ^ipi(x)x\ 

1=1 


其中 ipi ( x ) = /o ^~{ tx ) dt . 

含参变置积分的撖分法 

命题2如果函数 / : P — R 在矩形 P = {( x , y ) € R 2 \a ^ x ^ bAc ^ y ^ d } 
上连续且对2/有连续偏导数,那么积分⑵属于 C ⑴ ([ c ， rf ]， R ), 且 

F \ y ) = [ 

Ja 

常义积分 （2) 关于参变量的微分公式 （5) 常称为莱布尼茨公式或莱布尼茨法则 • 
◄ 我们来直接验证，如果如 e [ c , d ], 那么 F f ( yo ) 能按公式⑸ 计算： 




b 


df 


(5) 


( x , y)dx 


d 


b 


df 


( X , yo)dx h 


F[yo + h ) - F ( yo ) — 


dy 


a 


b 


{ x 7 yo)hj d 


df 


f ( x，yo + h )- f ( x ， y Q ) - 


X 


dy 


a 


df 


( x , y 0 )h dx 


^ / \f( x ^yo + — /(xjyo) — 


dy 


a 


b 


df 


df 


( x , yo )\ dx - \ h \ = < p ( yo , h )\ h \ 


^-{ x,yo + Oh ) — 




sup 

o < e<i 


dy 


dy 


a 


时，有 学 ( x ， y ) 


df 


C ( P , R ). 在区间上，当 y 
# Or ， y 0 ). 由此推出，当 /i — 0 时，有 < yQ ， h ) — 0. ► 

dy 

注2函数/的连续性只是作为有关积分的存在性的充分条件在证明中被利用 


由条件 


yo 


> 


G 


dy 


dy 
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注 3 命题证明以及其中应用有限增量定理的形式表明，如果取任何一个线性 
赋范空间中的凸紧集代替区间 [ c ,4 命题 2 仍然有效.显然这时还可认为，/是在某 
个完备的向量赋范空间中取值. 

特别地（这有时是极有用的)，公式 （5) 既适用于复变量 yeC 的复值函数 F ，也 

_ 

适用于向量参变量2/ = ( y 1 ， … ， y n ) G C n 的函数 F ( y ) = F ( y 1 , - - - , y n ). 

当然，对后面这种情况，#能按坐标写开成 

oy 

式能得到函数 f 的相应的偏导数= s h a y 1 , …. ^ y n )dx 


df df 


的形式，且从 （5 J 


dy 1 ’ ’ dy n 


dy l 


验证函数 u ( x ) = Jq cos(mp - 


rup ) dip 满足贝塞尔方程 x 2 u /f 4 - xv ! + 


a ; sin 


( x 2 — n 2 )u = 0 


事 实上， 按公式 （5) 进行微分， 经 过一些简单的变换，得到 


7T 


7T 


2 


2 


<p cos(rup — x sin < p ) d(p + 


simp sin ( ny ? ― x sin ip ) d<p 


sm 


一 x 


x 


o 


0 


7T 


n 2 ) f 

Jo 


Hx 2 


cos(rup — x sin ip)dtfi 




7T 


~ xsm 


— xsm 


o 


7 T 


—(n + x cos ip ) sin ( n ^ 一 


^ P ) 


0. 


xsm 






0 


例 3 全椭圆积分 


tt/2 


7t/2 


d<p 


l — k 2 sin 2 ( pdtp ^ K ( k ) 


( 6 ) 


m 






0 


0 


作为参变量 k (0< k < 1) 的函数,满足关系式 

dE E - K _ dK _ _ 

k ’ dk k(l — k 2 ) k 


E 


K 


dk 


式 （6) 中的 fc 叫做相应的椭圆积分的模数. 

例如我们来验证它们中的第 一个. 按公式 （5) 


tt/2 


dE 


A : sin 2 ( p(l — k 2 sin 2 ( p)~ l ^ 2 dip 


dk 


o 


7r/2 


tt/2 


E-K 


ip) 一 dtp = 


(1 — fc 2 sin 2 ip ) x ^ 2 d(p — - 


2 - -»2 


(1—fc 


sm 


k 


k 


k 


o 


o 


例 4 有时，甚至能利用公式 （5) 来计算积分.设 


7r/2 


ln ( a 2 — sin 2 ( p ) d(p (a > 1) 


F ( a )= 


o 
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按公式 （5 J 


n/2 


2 ad<p 


丌 


泸⑹ 




2 


2 


o ^ — sin 




0 


由此得到 F ( a ) = 7 r ln(a + Va 2 — 1) + 

值 c 也容易找到，如果注意到 


C. 


+ oo 时， 一 方面， F ( a ) = 7 r In a +7 r In 2+ c + o ( l ), 
另 一 方面，从 F ( a ) 的定义，同时考虑到等式 ln ( a 2 - sin 2 < p ) = 21 na + o ( l ), 当 a —►+oo 


Ct 


时，得到 P ( o 0 = 7 rlna + o ( l ). 因此， 7 rln 2 + c = 0, 从而， F ( a ) = 7 r In - (a + \/ a 2 — 1) 

命题 2 能稍加强. 


命题 W 设函数 /:P 
连续且有连续偏导數 

任何 y e [ c , d ], 它们的值属于区间 [ o ,6], 那么积分 


在矩形 P = {( x , y ) G M 2 |o ^ x ^ bAc ^ y ^ d } 上 
其次，设 《( y )，/%) 是区间 [ c , d ] 上的连续可微函数，且对 




df 




dy 


0(y) 


F{y) 


f ( x , y)dx 


⑺ 




<^{y) 


对任何 2 /e [ C ， rf ] 有 定义， 属于 C ⑴ ([ c , d ], R )， 并且公式 


0(y) 


df 


， (y)+ [ 

J n 


F \ y ) = f ( P ( y )， y )，0( y ) - f ( a ( y ), y ) 


⑻ 


( x , y)dx 


a 


dy 


( y ) 


成立 


根据积分关于积分限微分的法则，并注意到公式 （5)， 可知函数 


0 


^( a , P , y )= / f [ x ， y)dx 


在 a ,/3 e 和 y e [ c ， cf ] 的条件下，有下面的偏导数 


0 


d 电 


df 


d 金 




0, y)dx 


由命题1，我们能推出函数步的所有偏导数在它的定义域上连续,这就意味着 
步是连续可微函数.现在，对函数 F { y ) = ^{ a ( y )^{ y ), y ) 利用复合函数微分法就得 
到公式 （8). ► 


= f ( P ， y ), 


dy 


da 


df3 


设 




F n {x) = 


(n — 1)! 

其中 n e N ， 而 / 是积分区间上连续的函数，我们来验证 Fi n ) ( x ) = f ( x ) 


0 


1 时， Fi ( x ) = Jq /( t ) 也和 F {( x ) = f { x ) 


当 


n = 
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按公式 （8)， 当 n > 1 时，我们得到 


(x - x ) n _1 /( x ) + 


K {^) 


(X — 0"— 2 / ⑴冶 = 凡 -1 ⑻ 


( n - 1)! 


(n - 2)! 

由此应用归纳法即可推出 Ft\x) = f(x) 对任何 neN 都正确 

4. 含参变量积分的积分法 

命题3 如果函数 — M 在矩形 P ={( rr ， y ) 

上连续，那么积分 （2) 在区间 [ c , d \ 上可积且有等式 


0 


2 


la ^ x ^ bAc ^ y ^ d } 




d 


b 


d 


/(x ， y)dx dy 


f(^ ， y)dy\dx 


⑼ 


◄ 从重积分的观点看，等式 （9) 是最简形式的富比尼定理. 

但是，我们将给出的关系式 （9) 的证明最不依赖于富比尼定理的. 
考虑函数 


b 


b 


<p{u) = 


f(x, y)dx dy, ^p(u) 


f(x,y)dy dx 




因为 / e C ( P , R ), 根据命题 1 和积分关于上限的连续性推出 ip^e (7([0^],®), 

再由函数 （ 2) 的连续性得 ^(u) = f(x } u)dx, 而按公式（ 5 )，当 u € [c ， d] 时，有 

^'(u) = f(x,u)dx. 这样一来, (f^u) — 命 (u) , 因此,在区间 [c, c(| 上， <p(u) = ip(u) + 

但是，因为(^⑼=分⑼= 0, 所以在区间 [c, 上有等式 <p(u) = ip(u), 由此当 u = d 

时就得到关系式 （ 9). ► 


C, 


习 


1_ a ) 说明，为什么关系式 （2) 中的函数 F { y ) 当依赖于参变量 yeY 的函数 < p y ( x ) = f ( x ， y ) 

在区间 a ^ x ^ b 上可积，且关于 Y 中的某个基® (例如，关于基底 y — ycO 一致收 

敛到函数 ( p { x ) 函数 F ( y ) 有极限 f < p ( x ) dx . 

b ) 试证： 如 果丑是 中的可测集，而函数 f ： E x r 

直积 Ex I n = {( x y t ) € R m+n |x eEAt ^ I n } 上有定义且连续，那么当段=五时， 

由等式 （1) 定义的函数 f 在尸上连续. 

c ) 设 P = {( x , y ) eR 2 \a ^ x b Ac y d }, K f e C ( P , R ), a ,/3 G C ([ c , d ], [ a , 6]), 试 

证： 函数 （7) 在区间 [ c , d \ 上连续. 

2. a ) 试证： 如果/ e C ( E , E ), 那么函数 F ㈤ 二； ^ /二 / Or 十幻冶在 R 上不仅连续而且可 

2 d 


在集 E 和 n 维区间尸的 


b ) 求函数 F ( x ) 的导数，并证明 F € C 7 ⑴ ( R ， R ) 
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3. 利用含参变积分的微分法证明.当 M < 1时. 


7T 


ln(l — 2 r cos x + r 2 )dx = 0. 


F ( r ) — 


o 


4. 验证下面的函数满足例 2 中所说的贝塞尔 方程： 

< pd < p ; 

/二(1 — t 2 ) n ~^ cosxtdt ; 


2n 


a ) u = x n cos ( xcosip ) 


sm 


n 


X 


b) Jri{x) — 

) 试证： 与不同的 fieN 相对应的函数满足关系 Jn + 1 = Jn 


(2 n — l)!!7r 


2J ； 


c 


发展例 3 并令 & := v^i - 知 2 , E ( k ) := E ( k ), fC ( k ) := K ( k ). 试仿照勒让德，证明: 

a ) ^ r(EK + EK - KK ) = 0; 

Ctrv 

b ) EK + EK - KK 

代替积分 （2), 考虑积分 


7 T 






2 


畢 


b 


f ( x 1 y ) g ( x)dx 


d { y ) 




a 


其中 S 是区间 [ a , 6 ] 上可积函数 （5 € 叫 

重复上面命题 1—3 的证明，可依次 验证： 

_ 

a) 如果函数/满足命题 1 的条件，那么函数衣在区间 [c ， d] 上连续 （；？ € C ([ c , d ])). 

b ) 如果函数/满足命题2的条件，那么函数5在区间 [ c , d ] 上连续可微（衣€ C ⑴ [ c , rf ])， 


•i 


b 


df 


^ f ( y ) 






dy 


a 


c ) 如果函数 / 满足命题 3 的条件，那么函数在区间 [ c ，4 上可积 （衣 G 汛 [C ， d ])， 且 


d 


b 


d 


f ( x , y ) g ( x)dy ] dx 


d(y)dy = 


c 


a 


c 


7、 泰勒公式和阿达马引理 

a ) 试证，如果/是光滑函数且/(0) = 0,则 /( a :) = 其中#是连续函数且 p (0) 

/' ⑼. 

b ) 试证，如果 / e C ( n ) 且 /( fc ) = 0 (fc = 0,1， 

函数且 < p (0) = - J ( n ) (0)^ 

n \ 


一 1)， 则 f ( x ) = zVOr )， 其 W 是连续 


，n 


c ) 设 / 是定义在 零的邻 域中的 C ( n ) 类函数.试验证以下具阿达马余项的泰勒公式: 

⑼; r n-1 -\- x n ( p ( x ), 


( n -1) 


/(x) = /(0) + ^/ / (0)x + 


(n — 1)! 


1! 


其中 w 是零的邻域中的连续函数，且 Wo ) = &/ (n) ⑼. 
d ) 把习题 a )， b ), c ) 的结果推广到/是多变量函 Si 的情形.试导出用多指标记号表示的基 

本泰勒公式 


71 — 1 1 

f ( x ) = ^2 — ^/(0) * + ㈤ 

a . | a|=n 

并补充习题 a )， b )， C ) 的 结果， 证明，当/ e C ^ p) 时 ，有％ e C 7 (p) 


ja|=0 
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§2含参变量的反常积分 


1. 反常积分关子参数的一致收敛性 


基本定义与例子 


设对每个 yeY , 反常积分 


F(y) 


f ( x , y)dx 


( 1 ) 




在区间 [ a ,^[ cM 上收敛.为确定起见，将认为积分⑴以积分上限为唯一奇点（即 

或者 a ; = 4-00, 或者/作为0：的函数在点 a ; 的邻域内无界). 

定义 如果对任何一个£>0,存在点在集合 [ a ,( j [ 中的邻域 U [ aM ( Lj ) ,对任 
何 be U [aM (cj) 和任何 yeEcY, 积分 （1) 的余项有如下估计 


f ( x , y)dx < e , 


( 2 ) 


则称含参变量 yeY 的反常积分 （1) 在集合 EcY 上一致收敛. 


如果引进记号表示反常积分 （1) 的常义积分近似 


(3) 


f ( x ， y ) dx , 


F b (y ) ：= 


那么，本节引进的基本定义也能改述成与其等价的另一形式（今后将会看到,这个新 

形式的叙述是很有用的^ 

积分 （1) 在集 ECY 上一致收敛，即是 

当6 e [ a , uj[,b 


时，在芯上有 F b ( y ) F ( y ) 


⑷ 


- > OJ 


事实上，因为 


f ( x , y ) dx = lim F b ( y ), 


F{y )= 


f ( x ^ y)dx := lim 


i>€[a,w[ 




所以关系式 （2) 能改写为 


(5) 


\ F ( y ) - F b ( y )\ < e 


的形式 


最后这个不等式对任何 6 e U [aM (u) 和任何 yeE 都正确，这正是 （4) 式所指 


的 


这样 一来， 关系式 （2)，(4),(5) 表明， 如果 积分⑴ 在某个参数值的集合五上一 
致收敛,那么不计事先给定的任意小的 误差， 对所有 yeE , 反常积分 （1) 能够用依 
赖同一参数2/的常义积分 （3) 代替. 
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!l 1积分 


+ CC 


dx 


2 


+ y 2 


X 


在参变量 yeR 的值构成的整个集合 R 上一致收敛，因为对任何 y e R， 只要6 > -， 


£ 


就有 


+oo 


+ 00 


dx 


dx 




= - < £ 


x 2 + y 2 


2 


X 


b 


b 


例 2 积分 


+oo 


e~ xy dx 


o 


显然仅当 y >0 时收敛.同时,它在任何集合 {y e R|y ^ 2/o > 0} 上一致收敛. 

事实上，如果 y >如 > 0,那么 


+ 00 


-by 0 


-by 


0,当6 — +oc 时 


e~ xy dx = 


0彡 


( —— e 


一 e 


y 


2/0 


b 


另外，它在整个集合 M + = {y G R\y > 0} 上不一致收敛，事实上，积分⑴在集 

合 E 上一致收敛这一断语的否定是 


u 


/(x， y)dx > £ 0 


3 eq > 0 VB G [a ，cj 彐6 G B，uj 彐2/ G E 


在此例中，可取任何正实数作为印 > 0,因为对任意固定的 be [0，+oo[, 总有 


+oo 


+0时 


当 


e — xy dx=-e 


—► +oo, 


V 


y 


再考虑一个我们今后要用到的不太显然的例子 

例3我们来证明，积分 


+ DO 


x a y a+ ^ +1 e~^ l+x ^ y dy 


^(x) = 


o 


+oo 


^ 1+X)y dx 


c^+0+1 


F(y) = 




x y 


e 


o 


都在非负参数值的集合上一致收敛,这里《和是给定的正数 • 

对积分 少 (X) 的余项，我们立刻得到 


+ 00 


+ 00 


(^)Vdy = f 

Jb 


{xy) ot e~^ xy ^y^ 1 e~ v dy 


a+/3+l 


a 


0< 




x y 


e 


b 


+oo 


y^e^dy, 


< M a 


b 
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其中 M a = 

于任何一个事先给定的 e > 0. 而这正表明积分 0( x ) 一 致收敛 

现在考虑第二个积分 F ( y ) 的 余项： 


因为最后这个积分收敛，所以对足够大的6 e 1 R ， 它能小 


0^ it < + oo 


+oo 


+oo 


+oo 


a +/3+ l e -( l + x ) yj x 


0 


( xy ) a e~ xy ydx = y ^ e~ y 


—y 


0^ 


du 


厂 y 


=y 广 e 


u e 


by 


因为当 2 /彡 0 时，有 


+oo 


+oo 


e~ u du < +oo 


du 彡 


by 


0 


而当 y — 0 时，有 / e - 


0,所以，对 s > 0,显然能找到 
6 [0, y Q ]， 我们感兴趣的积分的余项将小于$甚至与6 € [0, + oo [ 的值也无关 

+OG. 且当 6 - 


> 0,使对一切 


yo 


y 


如果 y > y 0 > 0, 那么考虑到= 


max y^e~ y 

0^y<+oo 


+oo 


< 


时，有 0 < ^ 

b 6 [0, + oc [ 及一切 2 / > 2 /o > 0, 积分 F ( y ) 的余项能小于 

把区间 [0, y 0 ] m [如， + oo [ 连结起来，我们得到，对于任意的 e > 0,实际上,可把 
数 B 选得，使对任何& > S 和任何 y >0,积分 F ( y ) 的相应余项都小于 


du ^ /二°° 


0,我们便可推出，对于所有足够大的 


e~ u du 


£ 




b . 积分一致收敛性的柯西准则 

命题1 (柯西准则） 为了使得依赖于参变量 yeY 的反常积分 （1) 在集合 c 
Y 上一致收敛，必要且充分条件是，对任何£ > 0,存在点 w 的邻域 U [ aM ( u ), 使对 
任何 b u b 2 G U [ aM { Lj ) 和任何 y eE 都成立不等式 


b 2 


f ( x ， y)dx <£• 


( 6 ) 


6 i 


◄ 不等式⑹与关系式 \F bl (y)~ F b 2 (y)\ < e 是等价的，因此命题1是积分⑴ 

用 （4) 表示的一致收敛定义和依赖于参变量& e [ a , ul 的函数族 F b (2/) 在£；上一致 
收敛的柯西准则的直接推论 .► 

作为该柯西准则的应用举例，我们考虑它的以下推论，今后有时要用到它. 

推论 1 如果积分⑴中的函数/在集合 [a,cj[x[c,rf] 上连续，而积分⑴本身 
关于任何 y e ] c , d [ 收敛,但在 y 
闭包含有发散点的任何一个集合五 C]c，d [上，都不一致收敛 • 

时积分 （1) 发散，那么根据反常积分收敛的柯西准则，存在句 > 0, 
在任何一个邻域 c / [ aM b ) 中，都存在使得 


或2/ = d 发散，那么，它在区间 ] c ， d [上，以及其 


C 




设 


y = c 


ba 


⑺ 


f ( x , c)dx > £q 


bi 
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在我们的情况下,常义积分 


&2 


f ( x ， y)dx 


bi 


在区间 [ c ， d ] 上是参变量2/的连续函数（参看§1中的命题1)，因此对于充分接近 
的一切2/，与不等式 （7) 同时，也成立不等式 


b 2 


f ( x , y ) dx \ > £ 0 


现在，根据含参变量的反常积分一致收敛的柯西准则就能推出，所考虑的积分 

不能在其闭包含点 C 的任何一个子集五 C ] c , d [ 上一致收敛. 

可类似地研究在 y = d 积分发散的情形. ► 

例4积分 


dx 


当 * > 0时收敛，当 t = 0时发散，因此它显然在任何一个具有极限点0的正数集合 
上不一致收敛，特别地，它在全体正数集 {t e > 0} 上不一致收敛. 

其实,上面所叙容易直接 验证： 




- tx2 dx = 


当 f — +0时. 


—U 


du —► + oo , 




我们要强调指出，尽管如此,我们的积分在与零分离的任何一个集合0 ^ ^ 

to > 0} 上是 一 致收敛,这是因为 


du ― ► 0,当6 ―> +oc 时， 


du ( 


0 < 




Vi 


b^/to 


b^/i 


c . 含参变置的反常积分一致收敛的充分条件 

_ 

_ 

_ 

命题2 (» 尔斯特拉斯检 验法）设函數 f ( x , y ), g ( x , y ) 对每个 2 / € K 关于 a ; 在 

任何一个区间 [ a , b \ C [ a , u [ 上可积. 

如果对每个 y G y 和任意的$ G [ a ^ co [, 有不等式 

* 

_ 

\ f { x , y )\ < g { x , y ) 

且积分 la 9 (^ y)dx ^ Y 上一致收敛，那么积分 f f ( x , y)dx 对每个 yeY 都绝对 
收敛，而且它在 y 上一致收敛. 

◄ 这从估计式 


62 


&2 


1>2 


\ f ( x , y )\ dx ^ / g ( x ， y)dx 


f { x , y ) dx \ 彡 


bx 


bi 


bi 
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及积分一致收敛的柯西准则（命题 1) 即可得证. ► 

最常遇到命题2的这样一种情况，函数 p 根本不依赖于参变量％在这种情况 

下的命题2 通 常叫做 积分一致收敛性的魏尔斯特拉斯强函數检验法. 

例 5 积分 


+ 00 


cos ax 

\ X 2 


dx 


o 


ng 义 COS OtX 

1 + 


在参数 a 的值的整个集合 R 上一致收敛， 


,而积分 




I + X 2 


dx 


fo 


收敛. 


^ e -由命题2和例3的结果得知积分 


因为 | sin 2 ； 


—tx 


e 




+oo 


—tx 


dx 


sin x • e 


o 


在任何一个形如 0 e R|f > > 0} 的集合上一致收敛.因为当 t = 0 时积分发散, 

由柯西准则的推论得知，它在任何一个具有极限点0的集合上不可能一致收敛. 

命题 3 (积分一致收敛性的阿 贝尔— 狄利克雷检验法） 设函數 /( X , y )， p ( x ， y ) 

对每个 y^Y 在任何区间 [a, b] C [a,w[ 上关于 x 可积. 

_ 

为使积分 


(f-g)(x,y)dx 


在集合 y 上一致收敛，只要满足下面两对条件中任何一对 即可： 

ai ) 存在常数 MeR , 使对任何6 € [ a , a ;[ 和任何 yeY 成立不等式 


b 


f ( x , y)dx < M ; 


/? i ) 对每个 y 6 y , 函数 g ( x , y ) 关于 x 在区间 [ a ， a ? [上单调，且当 x ^ uj,x e [ a , a ;[ 
时， 9(^, J /) 4 0 在 F 上- 

0：2) 积分 


y)dx 


在集合 Y 上一致 收敛； 

(3 2 ) 对每个 2 / G A 函数 g { x , y ) 关于 x 在区间 [ a y u [ 上单调，且存在常数 M G R , 
使对任何: z ： e [ a , a ;[ 和任何 2/ G y , 成立不等式 ， 


\g(^y)\ < m 





第十七章含 参变量 的积分 


368 . 


应用积分第二中值定理，可得 


h 2 


b 2 


( f * g )( x ， y ) dx = g ( h , y ) f ( x ， y)dx + g ( b 2 ， y ) f ( x ， y ) dx ， 


bi 


bx 


其中以 [ biMl 如果 b u b 2 取在点 o ; 的足够小的邻域 U [ aM ( uj ) 4 1 , 那么能使上式 
右端按绝对值来说对所有 y € Y 都小于任何一个予先给定的 e > 0. 这在第一对条 
件，汍）下，是显然的.在第二对条件《 2 )，/? 2 )下，如果利用积分一致收敛的柯西 

准则（命题 1), 这也是显然的. 

这样 一来，再次引用柯西准则，可推出，乘积/ p 在区间 [ a , a ;[ 上的积分确实在 
参变量值的集合 F 上一致收敛. ► 

例 7 从反常积分收敛性的柯西准则和阿贝尔-狄利克雷检验法推出，积分 


+ 00 


sinx 


dx 


x 


，我们看到，当 a 彡如 > 0时，我 


仅当 a > 0时收敛♦设 /( x , a ) = sin z ，( x ， a ) 

们的积分满足命题 3 的条件对因此，在任何一个形如 {a 6 K|a ^ a Q > 0} 
的集合上，给定的积分一致 收敛. 在所有正参数值的集合 {« e R|a > 0} 上，积分不 

一致收敛，因为它在 a = 0发散. 




例8积分 


+00 


S1UX 


e^ xy dx 


x 


0 


在集合 {y e R|y > 0} 上收敛且一致收敛_ 

◄ 首先,根据反常积分收敛的柯西准则.容易推出，当 y < 0时,给定的积分完全 

，我们看到，命题3的 


smx 


是发散的.现在假定并令 / Or ， y ) = 

第二对条件 a 2 )^ 2 ) 满足，由此得出所考虑积分在集合切 G Rb 彡 0} 上一致收敛 


，咖， 2/) 


-xy 




总之，我们引入了依赖于参变量的反常积分一致收剑性的概念，并且指出了某 
些判别这种收敛性的最重要的检验法,它们与相对应的函数项级数一致收敛性检验 

法十分类似.在转入下一步之前,我们先做两个注. 

注1为了不把读者的注意力从这里引进的积分一致收敛性的基本概念引开，我 
fl ] 处处指明了所谈的是实值函数的积分.现在容易清楚，所得到的结果也能推广到向 
量值函数的积分，特别地能推广到复值函数的的积分 • 这里只需指出，在柯西准则中, 
与往常 一样， 要补充假设，被积函数值所在的向量空间是完备的（对于 R ， c ， 

这是成立的)，而在阿贝尔-狄利克雷检验法中，像函数项级数一致收敛性检验法一 

样,应当认为乘积中被假设为单调函数的那个因子是实值的 • 

所说的这些对本节以下段落中的基本结果同样是适用的 • 


， C n 
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_ 


注2我们研究过的反常积分（1)，它的唯一奇点是积分上限 u ;. 可类似地定义 

和研究以积分下限为唯一奇点的积分的一致收敛性.如果积分在积分区间的两个端 
点都有奇异性，那么就把它表成 


y)dx = / f ( x , y)dx + 


f ( x , y)dx 


的形式，这里 c 如果位于等式右边的两个积分在 E CY 上都一致收 

敛.则认为上面的积分在五上一致收敛.容易验证这样的定义是合理的，即它与点 
c e ] wi , o ； 2 [ 的选择无关. 

2. 反常积分号下取极限和含参变衋的反常积分的连缍性 

命题4设 f ( x ， y ) 是依赖于参变量 yeY 的族函数，并且至少在反常的意义下 

■ 

在区间 a x < u 上可积，且 

a ) 对任何[，在 [ a , 6] 上关于基有 


是 y 中的基•如果 


v 


f ( x ， y ) =t ( p ( x ), 


b ) 积分 XT f ( x , y)dx * y 上一致收敛，那么，极限函数 p 在 [ a , a ;[ 上在反常意 
义下可积，且成立等式 


( 8 ) 


/( x , y)dx = / ip ( x)dx 


li 


!IJ 


证明归结为验证下图 


F b {y) / f ( x , y)dx - . —t / f ( x , y)dx =: F ( y ) 




( p ( x)dx 


( p ( x)dx 


66[a ? a;[ 


左边的垂直极限过程从条件 a ) 和在常义积分号下取极限的定理（参看第16章 
§3定理 3) 推出.上边的水平极限过程是条件 b ) 的表示. 

根据两个极限过程的交换定理，由此推出，位于对角线下的极限存在且相等. 

右边的垂直极限是已经证明了的等式 （8) 的左端,而下边的水平极限按定义给 
出位于等式 （8) 的右端的反常积分. ► 

下面的例子说明，在反常积分情形，为保证等式 （8) 成立，仅有一个条件 a ), — 
般来说是不够的. 
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例9设 K = {y e R|y > 0}，而 


0 ^ x ^ 2/, 


f(x ， y) = { y 


0, y < x . 


显然，在区间 0 彡 ; r < + oo 上，当 y + oc 时， f ( x , y ) =t 0. 同时，对任何 y eY , 


+oo 


y 


y 


dx 


f ( x , y)dx = 


f ( x , y)dx 




y 


o 


o 


o 


因此等式 （8) 在这种情况下不成立. 

利用迪尼定理（第16章§3命题2)，从刚刚证明的命题4可以得到以下有时很 


有用的 


推论2设对每个实参变量的值 yeY CR , 实值函数 f ( x , y ) 是非负的，且在 

区间 a ^ x < uj 上连续.如果 

a ) f ( x ， y ) 随 y 的增加而单调增加，在 [ a , w [ 上趋于函数 < p ( x ), 

b ) <p G uj [， 脱)， 

) 积分： ( fi ( x)dx 收敛 
那么等式 （8) 成立 • 


c 


◄ 由迪尼定理得到，在每个 E 间 [ a , b ] C [ a , o ； l ， 有 f ( x , y)=t #( x ). 

从不等式0彡 f ( x , y )^ ip ( x ) 和一致收敛性的强函数检验法推出， f ( x , y ) 在区间 

a < x < a ; 上的积分关于参变量2/是一致收敛的 • 

这样 一来， 命题4的两个条件均被满足，因此，等式（ 8 )成立 • ► 


例10在第16章§3的例3中，我们验证过，函数序列 f n ( x ) = n(l - x 1 ^ 71 ) 在 

+oo 时， fn{x) / Ini. 


区间0 < a : < 1上单调增加，并且当 


n — > 


x 


于是，由推论2得 


n(l — x l ^ n )dx = 


In — dx . 


lim 


x 


o 


0 


命题 5 如果 

a ) 函数 f ( x , y ) 在集合 {( x , y ) € 

b ) 积分 F ( y ) = f { x , y)dx [ c , d \ 上一致收敛，那么函数 F ( y ) 在 [ c ，^] 上连 


< y < d } 上连续, 


2 


a x < u) Ac 


续, 


从条件 a ) 推出，对任何& G [ a , o ;[ ? 常义积分 


b 


/( x , y)dx 


Fb ( y )= 
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在 [C ， d] 上连续（参看§1命题 1). 

从条件 b ) 知，在 [ c , d ] 上，当& € [ a ， o ;[, & — W 时, F b ( y ) =4 F ( y ), 由此就推出， 

F ( y ) 在 [ c , d ] 上连续 .► 

例11在例8中，已经证明，积分 


m 


rm 


+oo 


smx 


F(y) = 


e~ xy dx 


⑼ 


在区间 0 彡 y < + oo 上一致收敛，因此，根据命题5能推出 F ( y ) 在每个区间 [0, d ] C 
[0, + oo [ 上连续，也就是在整个区间0彡2/ < + oo 上连续.特别地，由此推出 


+00 


+00 


smx 


smx 


( 10 ) 


e— xy dx = 


lim 

y ™►+() 


-dx 


X 


0 


0 


含参变置的反常积分的微分法 

命题6如果 

a ) 函数 f{x,y)Jy(x,y) 在集合 { (: r ， y ) e R 2 \a ^ x < lj A c ^ y d} 上连续， 

b ) 积分 0(y) = J 0 W 以 x ， y)dx 在集合 Y=[c,d\ 上一致收敛， 

c ) 积分 F{y) = f: f(x ， y)dx 至少在一点 y 0 € Y 收敛，那么积分 F(y) 
f: f(x, y)dx 在整个集合 r 上一致收敛，同时，函数尸⑼在 Y 上可微且有 

F\y) 

◄ 由条件 a ), 对任何6 € [ a , a ;[, 函数 


鲁 




/ fy{x,y)dx 
J a 




b 


Fb ( y ) = / f ( x ， y)dx 


在区间 c < < d 有定义且可微，按莱布尼茨法则，有 

/ fy(x,V)dx. 

Ja 

由条件 b )， 依赖于参变量& € [ a , a ;[ 的函数族 （ K 以 2 /)，当& G [ a , a ; [，& 

在 [ c ， d ] 上一致收敛到函数 < P (2/). 

由条件 c ), 当6 e [ a ， cj [， 6 — a ; 时， F b (y 0 ) 有极限 • 

由此推出（参看第16章§3定理 4), 当& G J 时，函数族 F b (y) 本身 

在卜 d ] 上一致收敛到极限函数 F(y). 同时函数 F 在区间 c^y^d 上可微且成立 

等式 F f (y) = ^(y). 而这正是要证明的. ► 

例12对于固定的 a > 0,积分 


(n)i(y) 




时， 


—► (J 


+ 00 


x a e^ xy dx 


0 
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在任何形如 {y e R|y ^ y 0 > 0} 的区间上关于参变量 y —致收敛，这是从对所有充 
分大的 xeR 成立的估计式0 < x a e -^ < x a e ~ x y ° < e ~ x ^ 推出的. 

因此，由命题6,函数 


+00 


F ( y ) 


Xy dx 


e 




0 


当 y > 0 时是无限次可微的，且 


+oo 


F ^( y ) = (- l) n f 

Jo 


x n e^ xy dx 


(- l ) n n \ 

yn+l 


，因此 F ( n )(2/) = 


，从而推出 


但是 F (y) = — y 


+oo 


n! 


x n e^ xy dx = 


y n+1 


0 


特别地，当 y = 1 时，得到 


+oo 


x n e^ x dx = n! 


o 


m i 3 计算狄利克雷积分 


+oo 


sinx 


dx 


x 


o 


为此，回到积分 （9) 并注意当2/ > 0时，有 


+ 00 


( 11 ) 


F\y) 


- Xy dx , 


sinx • e 




o 


因为积分 （11) 在任何一个形如 {y e R!y ^ y 0 > 0} 的集合上一致收敛 

积分 （11) 容易通过被积函数的原函数计算而得到 

，当2/ > 0时. 


F\y) =- 


1 +2/ 2 


由此推出 


F ( y ) = — arctan y + c ， 当 j / > 0 时， 

时,从关系式⑼可以 看出， ( y ) — 0,因此从 （12) 式推出 

从 (10),(12) 式得到厂⑼=^,于是， 


( 12 ) 


7：,现在 


当 


C = 


+00 


y 


― y 


2 


+oo 


sinx _ 7T 

- ax =— 


(13) 


X 


0 


注意，在推导等式 （13) 时用到的关系式“当 y 4 +00时， F ( y ) 4 0 ，，不是命题 
4的直接结果，因为当 y — + oo 时， 


sin a : 


^ 0只在形如 {;r e R | a ： > X 0 > 0 } 的 


-xy 


e 


X 
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区间上成立，而在形如0 < z <吻的区间上一致收敛性不成立，这是因为当 : r — 0 

L 但当:> 0时， 


smx 


时， 


xy 


- e 


+oo 


+ oo 


sma: 


sinx 


smx 


— X 


e~ xy dx = 


Xv dx + 


y dx 




x 


x 


0 


0 


从而，如果给定 e > 0, 那么首先选择足够接近零，使当 : r G [0, x 0 ] 时有 Sinx > 0, 
且对任何 y > 0， 


sinx 


€ 


smx 


e- xy dx < 


dx < 


0 < 


2 


X 


X 


0 


0 


然后固定 xo , 根据命题4,只要让 y 趋于+00,便可使在区间 [ x 0? + oc [ 上的积分按 
绝对值小于 e /2. 

4. 含 参变量 的反常积分的积分法 

命题7 如果 I 

a ) 函数 f ( x ， y ) 在集合 {( x , y ) e R 2 \a ^ x < u ; Ac ^ y ^ d } 上连续， 

b ) 积分 F { y ) = f : f ( x ， y)dx 在区间 [ c , d \ 上一致收敛， 

那么函数 F 在 [ Cj d ] 上可积且有等式 


d 


d 


(14) 


对于6 e [ a , c 4 根据条件 a ) 和§1关于常义积分的命题3,可得 


b 


d 


d 


(15) 


dy f(x ， y)dx = dx f{x,y)dy 


利用条件 b ) 和第 16 章 §3 关于积分号下取极限的定理 3, 在等式 （ I 5 ) 左端 

6 G [ a , o ;[ 取极限便得到等式 （14) 的左端.而等式 （14) 的右端按反常 
积分的定义就是等式 （15) 右端当 [ a , a ;[ 时的极限.于是，由条件 b ), 当 

uj,b € [ a ， a ; [时，从 （15) 式得出等式 （14). ► 

下面的例子表明，与两个常义积分交换次序的情况不同，仅有一个条件 a ), —般 

来说不足以保证等式 （14) 成立. 

1 14 考虑集合 {( x , y ) G M 2 |0 ^ a : < +oo A 0 ^ t / ^ 1} 上的函数 f ( x , y )= 
(2 — xy)xye~ xy ^ 利用函数 （2 - u)ue^ u 的原函数 u 2 e _u , 容易直接算出 


令 b 


~ > W ， 


b 


― > 


+00 


+ 00 


dx I (2 — xy)xye— xv dy = 1 


(2 — xy)xye^ xy dx ♦ 


0 = / dy 


o 


o 


0 


0 


推论 3 如果 

a ) 函数 f ( x ， y ) 在集合 P = {( a ：, t /) G R 2 |a ^ x < uAc <, y ^ d } 上连续， 

b ) /(： E ， y ) 在 P 上非 负， 
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c ) 积分 F ( y ) = f : f ( x , y ) dx 作为 y 的函数在区间 [ c ， d ] 上连续， 
那么等式 (14) 成立. 

^从条件 a ) 推出，对任何 b G [ a ， o ;[, 积分 


Fb ( y ) = / f ( x ， y)dx 


在区间上关于 y 是连续 函数. 

从条件 b ) 推出当卜 < 62 时 F bl ( y ) < F b2 (y)- 

根据迪尼定理和条件 c ) 可推出，在 [ c ， d ] 上，当 6 — e [ a , w [ 时 ， m F 
于是,命题 7 的条件是满足的，因而在所考虑的情况下,等式 （14) 确实成立 

推论3表明，例14与其中的函数 f ( x , y ) 不保号 有关. 

最后，我们证明两个反常积分可交换次序的一个充分条件. 

命题8如果 ^ 

a) 函数 f ( x , y ) 在集合 {( x , y ) e M 2 |a 彡 rr<u;Ac 彡 y < G } 上连续， 

b ) 两个积分 


f ( x , y)dy 


f [ x ， y ) dx ， ^( x ) 

中的第一个关于2/在任何区间 [ c , d ] C [ c ， G [上 一 致收敛，而第二个关于$在任何区 

间 [ a , b ] C [ a , u [ 上一致收敛， 

c ) 两个累次积分 


F(y) 






f\(^^y)dy 


dy |/|(x,2/)rfx, 


dx 


中至少有一个存在， 

那么，等式 


( 16 ) 


dx / fix , y)dy 


成立 


< 为确定起见，设 c ) 中两个累次积分中的第二个积分存在. 

由于条件 a ) 和条件 b ) 中的第一个,根据命题7可得，对任何 d € [ c , S [, 函数/ 

满足等式 （14). 

如果我们证明了当 d ^ u,de [ c , G [ 时，等式（ I 4 )的右端趋于关系式（ I 6 )的右 
端，那么等式 （16) 也就获证，因为这时按反常积分定义，它的左端也将存在，而且就 

是等式 （14) 左端的极限. 


令 


^ d ( x ) := / f ( x ， y)dy 
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对任意固定的 d e [ c ,5[, 函数％ 有定义，且由/的连续性知,它在区间 a ^ x < 
上是连续的. 

由条件 b ) 的第二条知，在任何区间 [ a , 6] C [ a , a ； [上，当 [ c ， 別时, 

< P d ( x ) ^( x ). 

因为 |^ d ( x )| < \ f \( x , y ) dy =: G ( x ), 而积分 £ G ( x ) dx , 亦即条件 c ) 中第二 

个积分，按假定是收敛的,根据一致收敛性的强函数检验法推出, 积分： Mx ) dx 关 
于参变量 d —致收敛. 

于是,命题4的条件是满足的,且能推出 


U ； 


^d(^)dx = I ^(x)dx 


lim 

dG[c,a;[ 


而这正是我们要证明的. ► 

下面的例子 表明： 与命题7比较,在命题8中出现的附加条件 c ) 不是偶然的 

例15当 A > 0时，积分计算 


+OC 


+00 _2 


-y 2 


A 


x 


X 


dx = — 


A 2 y 2 ^ A 

也顺便证明了，对任何固定的 A >0, 它关于参变量在整个实数集 R 上一致收敛.对 
于把血 换成 dy 的积分可作同样的分析.两个积分值正好差一个符号，直接计算说 
明了这 一点： 


( x 2 + y 2 ) 2 


x 2 + y 2 


A 


A 


+oo 


+oo 


+oo 


+oo _2 


—y 2 


2 


2 


X 


n 


-y 


dy 


dx 


dy 


dx =- 


( x 2 + y 2 ) 2 


( x 2 + y 2 ) 2 


4 


4 


A 


A 


A 


A 


当 a > 0，/3 > 0 时，非负连续函数的累次积分 


3 


fl 16 


+oo 


十 OO 


+oo 


+ oo 


( 1+ *dx = 


( xy ) a e —( xv ) ydx , 


e— y dy 


a+13+l 


dy 






e 


o 


o 


o 


o 


如该恒等式所示,它等于 / 0 +o ° y^dy • / 0 + 

与 c ) 是满足的.对于所考察的累次积分， b ) 中的两个条件在例3中已经验证.因此， 

由命题8,存在等式 


~ n du . 这样一来,命题8的条件 a ) 


+oo 


+oo 


+oo 


+oo 


x a y a+P+l e -(l+x)y dy 


x a y a+0+l e -{l+x)y dx 


dx 


dy 




0 


0 


0 


0 


与从命题 7 推出推论 3 类似，从命题8能推出 

译者注，本例题可以看作利用命題8计算累次积分 


+ 00 


+ 00 


ot+0+l 


(^)Vdy 


dx 




x^y 


的一个例题，并引出下边的推论 4. 
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推论4如果 

a ) 函数 f ( x , y ) 在集合 P = {( x , y ) G E 2 |a ^ x < u ; Ac ^ y < uj } 上连续， 

b ) /( x , y ) 在 P 上非负， 

C) 两个积分 


/( X ， y ) dx , ^( x ) = / f ( x , y)dy 


F(y) 




分别是区间 [ a ， c4 [ a ， q 上的连续函数， 
d ) 两个累次积分 


pUJ pUf i'tu pU/ 

dy f ( x , y ) dx , dx f ( x ， y、dy 

J c J a J a c 

之中至少有一个存在，那么另一个累次积分也存在，并且它们相等. 

◄ 与推论3的证明一样，由条件 a ), b )， c ) 及迪尼定理推出，命题8的条件 b ) 是 
满足的.因为 f >0, 我们的条件 d ) 与命题8的条件 c ) 相符合，于是，命题8的全 
部条件都满足，因此,等式 （15) 成立. ► 

注3正如注2所指出，在积分区间的两个端点都具有奇异性的积分可归结为 
两个积分的和，它们中的每一个仅在一端点具有奇 异性. 这就使这里证明的命题和 
推论能适用于在区间 R 上的积分的情况.显然，在这种情况下，以前在区 
间 [ a ,&] C [ a , 4成立的那些条件，现在应当在区间 [ a , C ] Wl , u ; 2 [ 成立. 

例17利用交换两个反常积分的次序证明 


(17) 


2 


这是有名的欧拉-泊松积分 


M 首先注意，当2/ > 0时 


— ㈣ 2 dx 


du = y 


J := 


以及等 式 （17 ) 的积分值不随把积分理解为半开区间 [0，+ oo [ 上的积分或开区间 
j0 ，+ oo 丨上的积分而改变.于是， 


/ e~^dy j 

Jo Jo 


-( 尤 J/) 2 j x = 


du = J 2 , 


dy 


ye 


这时关于 y 的积分是在开区间 ]0，+ oo [ 上取的 
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正如我们将要验证的，在这个累次积分中，交换关于变量0：和 y 的积分次序是 
允许的，因此 


+ 00 


+ 00 


+ 00 


dx 


1 


7T 


~(l+x 2 )y 


J 2 = 


dx 


dy 


ye 






1 + rc 2 4 ’ 


2 


o 


0 


0 


由此立刻得到 (17). 

现在证明交换积分次序的合理性 


函数 


+oo 


-(1+3C 2 )i/ 


dy = 


ye 


2(1+ x 2 ) 


o 


当 : r > 0 时连续，而函数 


+00 


-(l+x 2 )y 2 dx = e -y 2 


J 


ye 


0 


当 y > 0 时连续.考虑到上边所作的一般的注3,根据推论4,即可推出交换积分次 
序确实是合理的. ► 


习 


1. k 


用级数和 E Vn ( y ) 的形式表示积分（1)，其 
中 ^Pn{y) = XT ' f(^y)dx. 证明：当且仅当对上述的任意序列 {an} 相应的级数 

E ^ n ( x ) 在集合 ECY 上都一致收敛时，积分 （1) 在集合五上一致 收敛. 

Tl 1 

a ) 根据注1，对被积函数是复值函数的情形建立第1段的全部理论_ 

b ) 验证注2所说的论断. 

验证：函数 Jo ( x ) = - 

7T u 

a ) 根据等式/ 0 + °° 


< UJ , 


4 ^ Oin < 


a = ao < cti < 


* * • 


* -B 


cos xt 


dt 满足贝塞尔方程 y 〃 + - j / + y = 0 


x 


dy 


7T 


丄，证明 


4. 


2 


+ J/ 2 2 


x 


X 


+oo 


(2 n — 3)!! 

( x 2 +y 2)n — 2 (2 n -2 )H x 2 ^ 1 


dy 


1 


7T 


0 


b ) 验证 


+oo 


(2 n -3)!! 

2 (2 n - 2)!! 


dy 


7T 


y 2 


n 


0 


1 + SL - 


n 


2 


2 


y 


且 


+00 时，在 R 上， 1 + ^ 


-y 


c ) 证明： 当 


\e 


n —► 


n 


+oo 


+oo 


dy 


2 


-y 


dy 


lim 

n—►H-oo 


e 


2 


y 


0 


o 


1 + — 


n 
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d ) 试推证下面的瓦里斯公式 


(2 n - 3)!! _ 

(2 n — 2)!! yfn 


1 


lim 


n—*^oo 


利用等式 （17), 证明 


a ) Jo + 


cos 2 xydx = - y/ne 


—X 


e 


2 


sin 2 xydx = e — y2 / Q y 


b) io+ 


dt 


e 


e 


试证 






利用下式中的这两个积分作为参变童 t 的函数都满足方程 f 且当< —+ O 0 时趋 
于零的事实证明，当 t > 0时成立恒等式 


+oo —tx 


+ oo 


sin(x — t) 


dx = 


dx 


1 + x 2 


x 


o 


7. 试证 


7r/2 


f K ( k)dk = f 

Jo Jo 


ct 






dx ] ， 


d(p 


sirup 


x 


o 


dip 


n/2 


是第一类全椭圆积分 


其中 K ( k ) = 
a ) 设 a > 0,6 > 0,并利用等式 


6 


—bx 


+oo 


+oo 


e 


— e 


dx ， 


dx 


e 


x 


0 


0 


计算它右端的积分. 
b ) 设 a >0,6>0, 计算积分 


— bx 


+oo 


ax 


e 


cos xdx ’ 


x 


0 


c ) 利用狄利克雷积分 （13) 和等式 


+oo 


+oo 


— COS bx 


cos ax 


dx , 


d 


sinx 


x 2 


o 


o 


计算该等式右端的积分. 

a ) 试证： 当 fc > 0 时 


+oo 


+oo 


+oo 


+oo 




—kt 


sin tdt 


du = 


du 


sin tdt 


e 


e 


e 


o 


o 


o 


o 


b ) 试证上述等式当值 fc = 0 时仍然有效， 

c ) 利用欧拉-泊松积分 （17) 验证 


+00 


2 


du 


e 


o 
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d ) 利用最后的等式和关系式 


+ 00 


+ 00 


+ 00 


+ 00 


smt 


-dt 


COS 


2 


2 


sin x dx =- 


dt , 


cos x dx =— 


Vi 


2 




2 


o 


o 


0 


0 


得出菲涅耳积分 


+oo 


+oo 


sinx 2 da;, 


cosx dx 


o 


o 


的值 


10. a ) 利用等式 


+oo 


+oo 


+ oo 


sinx , 
- dx = 


sin xdx 


dy 


e 


x 


o 


0 


0 


并根据累次积分中交换积分次序的可能性，重新求出例13中狄利克雷积分 （13) 的值. 
b ) 试证：当 a > 0, /? > 0时， 


二， 沒 < a ， 


2 


+ oo 


sinx 


cos pxdx = 


丌 




a ， 




X 


0 


4 


0, /3 > a 


这个积分通常称 为狄利克書用断因子_ 
c ) 设 a >0，/3>0, 验证等式 


丌 


歹/3, (3 ^ 

Ja，a ^ 


+oo 


sin (3x 


sin ax 


dx = 


x 


o 


2 


是正数，且 a > 5： a “那么 

i=l 


d ) 试证：如果 a , ai , 


i OCn 


+oo 


sin aw sin a\x sin a n ^ 


dx = 


— OflO：2 


2 


x 


X 


X 


0 


11. 考虑积分 


/(X ， y)g(x)dx, 


F ( y ) 




这里 p 是在 [ a , a ;[ 上局部可积的函数（即对任何6 € [aM ， 9\[aM e R[a,b}). 对比命题5—8, 
假设函数/每每满足它们的条件 a )， 如果在这些命题的其他条件中，把积分号下的 f(x, y) 
换成 f(x,y)g(x). 试证,在现在这些条件下，能够利用§1问题6,逐字逐句重复命题 5—8 的 

证明，推出相应的 结论： 

a ) F ^ C [ c , d \ 

b ) 


df 


F \ y ) 






dy 
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c ) F € i ?[ c ， d ]， 且 


d 


d 


/：/ 


f(x,y)g(x)dy } dx 


F(y)dy = 


d ) F 在 [ cM 上在反常积分意义下可积，且 


ai 


f{x,y)g{x)dy dx. 


F(y)dy 


欧拉积分 

在这一节与下一节中，将展示以上所讲的理论在一些对分析数学很重要的具体 

的含参变量积分研究中的应用. 

仿效勒让德，称特殊函数 


X (1 - x^^dx 


( 1 ) 


B(a,/3) := 


X 


0 


+oo 


( 2 ) 


e^ x dx 


T(a):= 

_ 

分别为第一类和第二类欧拉积分.它们中的第—个称为欧拉卢函数（贝塔函数)，而 
特别经常用到的第二个，称为欧拉 r 函数（伽玛函数). 

_ 

1. (3 函数 

定义域 

积分 （1) 在积分下限有收敛性的必要与充分的条件是« > 0. 类似地，积分 （1) 

在积分上限有收敛性的必要且充分条件是/3>0. 

这样，函数 B ( a ,^) 当同时满足两个条件 a >0,^>0 时有定义. 

注在这里我们处处假定 a J 是实数，但是应该注意，/?函数和厂函数的性质 
的最全面的描述和这些函数的最深刻的应用，是和参变量为复值的情形联系着的. 

b . 对称性 * 

我们来验证 


X 


0 


a 


(3) 


B(a,/?) = B(/3 ， a) 

为此，只要在积分 （1) 中做变量替换 x = l-t 即可 ■ 


递推公式 

如果 a > 1，则成立等式 


C 


a — 1 


⑷ 


— 1，冷) 


i e(a 


B(a ， /3) 




a + /? — 
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当 a > 1,/9 > 0时,利用分部积分法和恒等变换，得到 

_ 


f x a ~ 2 {\ — x)^dx 

Jo 

((1 - x )^ -1 — (1 — x )^~ l x)dx 

ry — 1 


a — 


B(a ， /5)= - 


/? 


0 


a — 1 


a-2 


X 


P 


0 


a — 1 


由此立刻推出递推公式⑷. ► 

考虑到公式 （3), 现在能够写出函数的递推公式 


(3 — 1 

a + /? — 1 


B(a,/3) = 


r B(a,/?-l) 




当然假设3 > 1. 

从函数的定义直接看出 B ( a , l )- i . 因此，当 n e N 时，我们得到 


a 


— (打 —1) 

+ 71 —( 71 — 1 ) 


n — 2 


n — 1 


n 


B(a ， l) 


B(a ， n) = 


a + n — 1 a + n — 2 

(n- 1)! 


a 


(5) 


a(a + 1 ) 


(Q H - Tl — 1) 




» _ _ 


_ 


特别地，当 m , neN 时，有 


(m — l)!(u — 1)! 
(m + n — 1)! 


⑹ 


B(m ， n) 




d . /3 函数的另一种积分表示 

/5函数的如下表示有时是很有用的 


+ 00 


OL — 1 


y 


⑺ 




w d y 




(1 + 2 /) 


o 


y 


，从⑴即能得到 （7). ► 


通过变量替换 


X = 


1 + 2/ 


2 . r 函数 

a . 定义域 

从公式 （2) 看出，给定的 r 函数仅当 a > 0时在下限零处收敛，而在上限无穷 
远处，由于快速递减因子 e -' 对任何 aeR 都收敛. 

于是 r 函数当 a >0 时是有定义的. 
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b . 光滑性和导数公式 

r 函数是无限次可微的，且 


+ 00 


r ⑻⑹ 


— 1 ln n x 


⑻ 


—X 


dx 


e 


x 




0 


首先验证，对任何固定的 nEN , 积分 （7) 关于参变量 a 在每个区间 [ a , 6] 


C 


]0, + oo [ 上一致收敛. 

如果0 < a 彡 a , 那么（因为 ; r a /2 ln n x — 0,当 

当0 < :r < c n 时， 


+0时）能找到〜 > 0,使得 


x — ^ 


|x a - 1 ln n x-e- a: | <x^ x 


因此，根据一致收敛性的强函数检验法能够推出积分 


C 


ln n x - e^ x dx 


x 


0 


关于 a 在 K 间 [ a ，+ oc [ 上一致收敛_ 

如果 ex < b < +00, 那么当时， 


| ^ x b ^ 1 \ In 


l ^ -1 In 


n 


—a: 


n 


—x 


x\e 


x - e 


从而可类似地推出积分 


+oo 


x a ~ 1 ln n x - e^ x dx 


Cn 


关于 a 在 E 间 ]0,6] 上一致收敛. 

综合这些结果,我们得到积分 （7) 在任何一个区间 [ a , 6] C ]0,+ oo [ 上一致收敛. 

但在这些条件下，对积分 （1) 施行积分号下的微分法是合理的.这就表明，在任 
何一个这样的区间 [ a ，6] 上，因而在整个 
等式 （8) 是正确的 

递推公式 

成立下面 r 函数的递 推公式 


0的区间上， r 函数是无限可微的，且 


a > 


c 


* 


( 9 ) 


r(a + 1) = aT(a) 


利用分部积分法，当 a > 0时，求得 


+ 00 


+ 00 


+ 00 


a— 1 


—X 


dx 


dx = - x ^ e ^ 


x a e^ x 


r(a + l) : 


e 


X 




0 


Q 


0 


+oo 


1 e~ x dx =: ar ( a ) 


X 


=a 


o 
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因为 ru ) = L + 


dx ^ l . 我们推出，当 n e N 时， 


—x 


e 


( 10 ) 


r(n+l) = 




这样一来， r 函数原来是和数论的算术函数 n ! 紧密联系的. 


d . 欧拉-高斯公式 


通常称下面的等式 


(n — 1)! 


( 11 ) 


r(a) = lim 


n 


(a + n — 1) 


qj(q H~ 1) • 


n—►oo 


« • * 




为欧拉-高斯公式. 

◄ 为了证明它，我们在积分 （2) 中作变量替换 a ; = lni ， 得到 r 函数的新积分 


U 


表本 


n) 


( 12 ) 


r(a) = 


du 


布第16章§3的例3中曾经证明，函数序列 f n ( u )^ n ( l - W 1 /")， 当 
在区间0 < W < 1上单调递增收敛到函数 Ini . 利用§2的推论 2 (也可参看§ 2 例 
10) 推出，当 a 彡1时 


时， 


n —► oo 


u 


m) 


lim n a ~ x / (1 - u 1/n ) 


a— 1 


(13) 


du 


du = 


Tl — OO 


0 


在最后的积分中作变量替换 u = W ， 从（12),(13)，(1),(3)和⑸得到 


<x—l 


4(1- t ;) 


B ( n , a )= lim n ° £ B ( a ? n ) 


dv — li 


T ( a ) = lim 

Tl—KX 


im 

— ^oo 


n 


n 


v 


n 


0 


(n — 1)! 


a 


lim n 


(a + n — 1) 


a(a + 1) 


> 1 已证明了的关系式 r ( a ) = lim n a B ( a ， n ) 中, 

n~»oo 


将递推公式 （4) 和 （9) 应用到对 
便可确认公式 （11) 对所有 a > 0是正确的 • 


a 


余元公式 


e 


舞 


当 0< a < l 时，称厂函数的自变量 a 与1 - a 是互佘的，因此等式 


7T 


(14) 


(0 < a < 1) 


r(a)r(l-a) 




sin 7 ra 


叫做 I 1 函数的余元公式_ 
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◄ 利用欧拉-高斯公式 ( a ), 经过简单的恒等变形之后，求得 


r(a)r(l-a) 


(71 — 1)! 


(n — 1)! 

(1 一 a)(2 — a) … （n — a) 


1 — 0： 


= lim 

n —— ►oo 


a 


71 


n 


a(a + 1) • 


(a + n — 1) 


* * * 




=lim 

n — ►oo 


n 


) 


a 


a 


1 + 


a 1 + - 




■ 


■ • * 


n — 1 


(n — a) 


= — lim 

(X n—oo 


2 


( l_ ^) ( 1_ ^).C 


a 


(n - 1)2 


于是，当 0 < a < 1 时 


n 

a=l 


(15) 


鼇 


r(a)r(l - a) 


2 


a 


a 


n 2 


但是成立古典的展开式 


oo 


2 


(16) 


sin 丌 <1 = 7ra 


(现在我们不讲它的证明.因为，后边研究傅里叶级数的时候，它将作为一般定理的 
应用的一个简单例子而得到，参看第18章§2,例 6) 

对照关系式 （15) 和 （16) 就得到公式 （14) 

从公式 (14), 特别地，能得到 


G) 


r 


注意到 


+oo 


+ 00 


e— u2 du. 


(17) 


x~^e^ x dx = 2 


r 


0 


这样 一来， 我们再次得到欧拉-泊松积分值 


+ 00 


2 


_ XI 


e 


2 


0 
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3. /?函数和 r 函数的联系 

对照公式 （6) 和 (10), 能够猜出/?函数与 r 函数之间成立下面的关系式 

r ( Q ) ， T { f 3) 

r(a + /?) ♦ 


B ( a 1 /3) = 


(18) 


我们来证明这个公式. 

◄ 注意到，当 y > 0时 


+ 00 


e— xy dx. 


r(a) = y a 


X 


0 


因此也成立等式 


+oo 


T(a + j 3) y a ~ 

(1 + y) a+/? 

利用它并考虑到公式⑺，我们得到 


+^l e -(l+y)x dx 


1 


X 


=y 


0 


+oo 


r(a + /3)y a - 

(1 + y ) a+(3 


dy 


r(a + /?). B ( a ,/?) 




o 


+OC 


+oo 


dx } dy 


X 


y 


0 


0 


+oo 


+oo 


l x a+p-l e ^(l+y)x dy \ dx 


y 


J^°° x{xy) a ~ l e-^d^ 


dx 


+oo 


+oo 


V 一 k 一 


- x e^ u du dx = r(a) - T (/3) 


o 


0 


我们还需解释带惊叹号的等式.但它是在§2,例16中已经研究过的. ► 

4. 一 些例子 

最后我们考虑互相联系的几个例子，在这些例子中将会遇到上面所讲的特殊函 
—— 3 函数和 r 函数. 


tt/2 


(f 5 f) 


( pcos 13-1 ifd<p 


(19) 


a—1 


sin 




o 


◄ 为证明该式，只需在积分中作变量替换 sin 2 <p = x 即可 • ► 

利用公式 （18)， 能用 r 函数表示积分 （19) . 特别地，注意到 （17)， 得到 


丌/2 


7T/2 


( 20 ) 


cos a — 1 ( pd(p 


一 1 (fidtp = 




sm 


2 


o 


o 


r 
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例2半径为 r 的一维球——这就是一个区间，而它的（一维）体积 V ! ( r ) ,也 

就是这个区间的长 2 r . 于是 , Vi ( r ) - 2 r . 

如果假定半径为 r 的 ( n -1) 维球的 （( n —1) 维)体积用公式 K - i ( r ) 

表示,那么，作沿截面的积分（参看第11章§4例 3) 得到 


n— 1 


Cn-ir 




7r/2 


r 


n 


( r 2 — 


2 


n 


n 


ipdip 


) — dx = 


V n ( r )= 


r ， 


cos 


c n —i 


X 


^n—1 


—7r/2 


— r 


亦即 14 ( r ) = c ^ r -, 这里 


7T 


2 


cos n ( pd<p 


Cji = 2c n —i 


o 


由关系式 （20)， 最后这个等式能写成如下形式 


r 


^71—1， 


丌 


^71 — 


71 + 2 


r 


于是 


0) 

-7T^ - Cl 


0 


r 


r 


r 


2 




Cn 






71 + 2 


r 


r 


r 


或 




r 


n — l 


2 


Q = 7T 


r 


2 


( 誉 ) 々 ⑴ 


y / n , 因此 


2, 而 r 


Cl 




n/2 


7T 


C n = 


n + 2 


r 


2 


因此， 


n/2 


7T 


n 


Vn ( r ) = 


r 


r 


2 


或同样地, 


n/2 


7T 


( 21 ) 


n 


V n ( r )= 


r 


Q 


n 


-r 


2 
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例3从几何意义看 dV n ( r ) = S n ^ i ( r ) dr 是明显的,这里 S n _ i ( r ) 是 R n 中半径 

为 r 的 n 维球的 （n - 1) 维球面的面积. 

L 

这样 一来， 5 n _x(r) = ^(r), 从而,从公式 （ 21) 得到 

or 


27T n / 2 


n— 1 


^ n — 1 ) = 


r 


n 


r 


2 


习 


i - 证明 


a) B 


= 7 T 


22 


x 


b ) B ( a ，1 - ») - / 0 

C) 芸 (a ， ")O a- 1 (l-z) 

d ) Jo + 


-— dx 


1 + X 


/3_ 1 


\nxdx 


B ±1 


x p dx 
(a + bx^) 


p + 1 


p + 1 


(d 


a 




B 


彳一 


Q 


q 


Q 


dx 


TV 


e ) / 0 + 


7T 


nsin — 


n 


dx 


2 n 


f ) / o + 

6) So 

h ) / 0 + 

i ) 由极坐标方程 


1 + 工 3 3\/3 


dx 


7T 


X 


(0 < a < 1). 


sin 7ra 


' Mn n x 


d rt 


( 丌 ） 

\ sin 丌 a / 


a : 


(0 < a < 1), 


da :=-： — 


da 


表示 （n G 


给出的曲线的长度可用公式 aB 


cos rap 


a 


r 


2, 2 n 


> 0 ) 


，a 


证明: 


a) r ( i ) = r (2)； 

b ) r 函数的导数尸'在某点 x 0 €]1,2[ 为零; 


r f 在区间 ] 0 ,+ oo [ 上是单调上升的； 

d ) r 函数在区间 ]0, x o [ 上单调下降，而在区间 [ a ： o ,+ oo [ 上单调 上升; 

— du 当 a : = zo 时等于零； 


c ) 




几 1 Hr 


e ) 积分 


In 


u 


+0 时; 


f ) r ( a ) ~ 二 ，当 


a —► 


a 


) lim Jo 


dx = 1 


e 


欧拉公式 


n>© = 


(2丌)丁 


E：= 
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a ) 证明 




b ) 验证 


n— 1 


丌 


E 2 = 


7T 


7T 


7 T 


sin(n 一 1)一 


sin-sin 2-- . 


• • 




n 


n 


n 


t 一 1 

n (2 — 


n 


Z 


: 2kn 


1 时，得到下面关系式 


c ) 根据恒等式 


)? 当 


e 


n 




z-l 


k=l 


n—1 




Th —— 


fc=l 


从它又得到关系式 


n—1 


kn 


= 2ni n 


sin —— • 


n 


n 


k — l 


d ) 试利用最后的等式推出欧拉公式, 


4. 勒让德公式 


r r(2cO 


r ⑷ r a + - 


22a-1 


2 


a ) 证明 


dx 


B ( a , a ) = 2 


b ) 在上述积分中作变量替换,证明： B ( a , a ) 


x B 


01 


2 2 


2 


Ot — 


c ) 推出勒让德公式. 

仍然使用 §1 中问题5的记号，试给出一个方法，使能借助欧拉积分能完成这个问题的第二 
部分，也是更加奥妙的部分. 

a ) 注意，当 A ; = 


时，将有 k — kj 


V 2 


tt/2 


7t/2 


dip 


E = E = 


o 


o 


1 — - sin 2 <p 


2 


-== 时，有 

v2 


b ) 经过相应的变童替换，由这些积分所归结成的形式推出，当 fc = 


3 1 


B 


2 E-K = 




4, 2 


2\/2 


c ) 现在得到，当 fc = +时，有 

V 2 


丌 


EK + EK — KK 


^ — 


2 
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_ 


6 . 拉比①积分 /p 1 lnr(x)rfx. 

证明： 

a) /q 1 lnr(x)dx = lnr(l - x)dx 

b) fo lnF(x)dx = iln?r- 

^ 7i 

C) f ； 

d) S ； 

e) /q 1 In r(x)dx = In \/27r 

7. 利用等式 


/2 


In sinxdx 


7T 


/2 


/2 


pTT 

=Jo 


In sin xdx 


In sin 2xdx — — In 2 . 


2 


7T 


/2 


In sin xdx = — — ln 2 . 


2 


+oo 


s—1 


xy dy 




y 


e 


r ⑷ 


3 


X 


0 


并根据交换相应的积分次序的可能性，验证 

cosax 一 


7ra 


a) /o + 


(0 < a < 1) 


dx = 


2 r(a) cos ^ 

b 卜 1 
2r(/3) sin 


a 


X 


2 


sin bx 
- 二 — ux = 


7T 


b) f ： 


(0</3< 2). 


tt(3 


0 


X 


2 


smx 


/ 0 +o ° cosx 2 dx. 


c) 现在再次计算狄利克雷积分 / 0 + 


dx 的值以及菲涅耳积分 


X 


/ 0 +o ° sinx 2 dx 的值 , 


证明：当 1 时 


: 


a — 1 


+oo 


X 


dx = r(a)-C(a) 


0 


这里 C(a) = E 

n~ 

高斯公式在第 16 章 §3 例 6 中，给出了由髙斯用超几何级数的和引进的函数 


是黎曼 ( ： 函數 . 


Ot 


1 n 




a (a + 1 ) … （a + n — 1)/3(/? + 1 ) … （/? + n — 1 ) 


i + E 

n=l 


n 


F(a,/ 3 , 7 ,x):= 


x 


n! 7(7 + 1 ) ••• (7 + n — 1 ) 


证明： 成立下面的高斯公式 


r(7)r(7 — a ： — /?) 

r(7 — a)r(7 — j3) 


r(af ， /? ， 7 ， x)= 


a ) 把函数 （1 — txy 0 展开成级数， 证明： 当 a > 0,7 — a >0, 且 0<; r < l 时，积分 


(1 -£x)^dt 


Gf — 1 


P(x) 




o 


能表示成 


尸 ( X ) = E PnX 


n 


n=0 


瑞士数学家和物理学家. 


①拉比 （ L. Raabe) (1801—1859) 
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的形式，其中 


( 3{(3 — 1 ) … （/? + n — 1 ) r(a + n ) r(7 — a ) 

r (7 + n ) 


Pn = 


n ! 


b ) 证明 


r ( a ) T(7 — a ) a(a + 1 ) … （ a ： + n — V )( 3 ( J 3 + 1 ) … （/? + n - 1 ) 

n ! 7(7 + 1) … （7 + n — 1 ) 


Pn = 


r(7) 


c ) 现在证明： 当 oj > 0,7 - a > 0 且 OCicCi 时， 

r ( a ) T(7 - a ) 


P ( x ) = 


F { a ,( 3 , 7 , x ). 


r(7) 


- > o 下，说明能在最后的等式两边令 


1 - 0 取极限的理由， 


d ) 在补充条件 7 

并证明 


— a 


r ( a ) r(7 - a - /3) _ r ( a ) r(7 - a ) 

~~ r(7 _/3) — 


F ( q ;，/ 3 , 7 , 1 )， 


r (7) 


从而，得出高斯公式 


10. 斯特林 ® 公式 


证明 


2m 


X 


，当 | x | < 1 时 


a) = 


2m + 1 


b ) I n + 


In I 1 + — 


=1 + r 


3 ( 2n + l) 2 + 5 ' ( 2n +— l) 4 + 7 ( 2n + 1 ) 


2 


6 


n 


，当 neN 时 


c ) 1 < [ ri + - 


In 1 + - < 1 + 


12n(n + 1 ) 


2 


n 


n+ 


2 


1 + 一 


ihi 


n 


e 


d ) 1 < 


< 


e 12(n + l) 


e 


n 


= 是单调递减数列. 


e ) 


a 


n 


n 


f ) b n = a n e ^^ 是单调递增数列. 

g ) n ! 




n+ 


—n+ 


，其中 Q <& n < l ， c = lim 

n — >oo 


=lim b 


2 


12n 


a 


= cn 


^ e 


n 


n 


2 


X 


x 时能推出瓦里斯公式 


当 


h ) 从关系式 


n 


x = 


Sill 7VX = 7TX 


2 


2 


n 


(n!) 2 2 2n 

(2n)! y/n 


1 


i ) 成立斯特林公式 




! = V27rn ( 巧 ) 


n 


， 0 < 9 n <1 


e 


n 


X 




+oo 时 * 


，当 


j ) r(x + i ) 


x —► 


® 斯特林 （ D, Stirling) (1692—1770) ——苏格兰数学家 • 
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11. 证明， 


(― l) n 1 


E 

可用这个等式对除点 0, 一1，一 2 ， 




以外的复 2 e c 定义 r ( z ). 


4函数的卷积和广义函数的初步知识 


1. 物理问题中的卷积（启发性想法） 

各种各样的仪器以及自然界中的有生命的和无生命的系统，都是在实现自己特 
有的功能,对外界的每个作用/ ,以相应的信号/回应.换句话说，每一个这样的仪 
器或系统都是一个算子4 ,它把输入信号/变换为信号/ = 输出，当然，每一个 
这样的算子有自己所能接受的信号的区域（定义域）以及对这些信号回应的形式（值 
域).对于较广泛一类的实际过程和仪器来说,保持位移的线性算子 A 是一个合适的 

数学模型. 


定义 1设 A 是一个线性算子，它作用在由定义在] R 上的实（或复）值函数组 
成的线性空间上，且在同一空间中取值.用 T t 。 表 示位移算子， 它作用在同一空间上， 

按规律 


C^o/)(() := /( 亡 - 亡 0) 

确定. 如果对于算子4的定义域中的任何一个函数/都成立等式 


A ( T t 0 /)^ T t 0 ( Af ), 


则 称算子4是位移不变算子 （或 保位移算子) • 

如果 t 是时间,那么关系式 AoT to =T to oA 可以解释成那样的一个假设：仪器 

A 的性质不随时间变化：仪器对信号/⑷与 /(t - t Q ) 的响应仅仅区别于时间位移 
to , 在其他地方没有什么不同. 

对于任何一个仪器4都有下面两个基本 问题: 第一,预测仪器对任意输入信号 
/的响应/,第二，已知仪器的输出信号/,确定（如果可能的话）进入仪器的输入信 


号/ 


现在我们在启发式水平上，针对位移不变线性算子来解决上述两个问题中 
的第 一个， 一个简单而重要的事实是，为了描述这样的仪器 A 对任何输入信号/的 
响应/,只要知道仪器 A 对于脉冲作用5的响 应五就 可以了 • 

定义 2仪器 A 作用在单位脉冲5上的响应 E ( t ) 叫做仪器装 置函數 （在光学 
里)，或者叫做仪器的脉 冲响应（函教 )( 在电工学里). 
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通常，我们将采用比较简短的术语:“脉冲响应（函数 )” t 
暂且不深入到细节里,譬如，用图100中画出的函数 S a ( t ) 来模拟脉冲，并认为 
这个模拟在保持脉冲的总“能量 

减小变得越来越精确.为了模拟脉冲，％替阶梯函数也可以利用满足自然条件 


-=1的情况下，随着“脉冲”长度 a 的不断 


/a 彡0，/ = 1,且当 


0时有 




1 


― > 


c/(o) 


的光滑函数（图101)，其中 U (0) 是 t = 0的任意一个邻域 


SM) 


0 a 




100 


应该认为函 数五⑷ 是仪器>1对理想的单位脉冲（遵照狄拉克，用5表示）的响 
应,而仪器4对脉冲5的模拟输入信号的响应将随着模拟输入信号的改善趋于函数 


E ( t ) 


当然,这指的是算子4有某种（暂时还没有精确表述的）连续性,即当输入信号 
/连续变化时，仪器的响应/也连续变化- 

例如，如果取阶梯函数序列 {AnW}， 其 
中 △„(<):= 4⑷(图100)，那么，令& 
j4A n , 得到 AS :― E — lirn^^n = 

现在考虑输入信 iTT 图 i02 n *ilk 画在 

图上的分段常值函数= Zf ( Ti ) Sh ( t - 

■ 

n ) h . 因为当 h — 0时，有 k 二/,那么应当 
认为也有 


者 

等 


h 


Ti '+1 


102 


l h = Al h 一 Af = f ， 当 /i — 0 时 


* 译者注，这里原文是采用术语“装置函数”，考虑我国的习惯，我们改用控制论中通用术语 
冲响应（函数)”， 
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但是，如果算子 a 是线性和保持位移的,那么 

_ = Zf(n)E h (t-n)h, 


其中私 1 = 于是，当 /i — 0最终得到 


( 1 ) 


/⑷=/ f ( r ) E(t - r)dr 


公式 （1) 解决了上述两问题中的第一个，它用一个特殊的依赖于参变量 * 的积 
分表示出了仪器4的响应/⑷.这个积分完全由输入信号/⑷与仪器>1的脉冲响 
应函 数五⑷ 所确定.从数学的观点看,仪器 A 和积分 （1) 简直就是同一个东西. 

顺便指出，现在可以把由输出信号/确定输入信号/的问题归结为求解关于/ 

的积分方程 （1) 的问题. 

定义3由关系式 


( 2 ) 


( u ^ v )( x ) := / u ( y ) v(x ^ y)dy 


C 叫做函数 


(假定对一切 x € E , 该式中的反常积分存在）确定的函数 

— C 与 — C 的卷积. 

于是，公式⑴断定,保位移的线性仪器4对由函数/给定的输入的响应是函 
数/与仪器 A 的脉冲响应函数 E 的卷积/ * 丑. 


2. 卷积的 一些一 般性质 

现在从数学的观点考察卷积的基本性质. 

存在性的充分条件 

首先回忆某些定义和记号. 

设/ : G — C 是定义在开集 GC 3 R 上的实或复函数. 

如果每一点 xeG 都有邻域 U ( x ) c G , 使函数 f \ u{x ) * U ( x ) 中可积，则称函 
数/是 G 上的局 部可积 函数.特别地，如果 G = R , 函数/局部可积的条件显然等 

价于，对任何区间 [ a , b ] J \ [ aM en ^ b ]. 

集合 { a : € G \ f ( x ) / 0} 在 G 中的闭包叫 做函数/的支集 （记作 supp /). 

称函数/是 G 中 具有紧支集的 函数,如果它的支集是 G 中的紧集. 

通常把在 G 中具有直至 m (0 < m < oo ) 阶连续导数的函数/ : G — C 的集 

合记作 C (-)( G ), 而由具有紧支集的函数构成的它的子集用记号 C ^ m ) ( G ) 表示，在 

E 的情况下,代替 C ㈣ ( K ) 与 C ^ m) ( R ) 通常相应地简记作 C ( m ) 与 C ^\ 

现在指出函数卷积的最常见的情形,其中卷积的存在性的证明没有什么 困难- 


■ 


G = 
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命题1以下列举的三个条件中的每一个，都是局部可积函数 U : R C 与 
R -^ C 的卷积 

1) 函数 M 2 与 M 2 在 R 上可积 

2) 函数 | w |, 卜 | 之一在 R 上可积，而另一个在 R 上有界 

3) 函数 w 之一具有紧支集. 

◄ 1) 据柯西-布尼雅可夫斯基不等式 

\ u ( y ) v(x - y)\dy ^ / \ u \ 2 ( y)dy - f \ v\ 2 (x - y ) dy ， 


存在的充分条件: 


U^¥V 


V 


由此推出积分 （2) 的存在性，因为 


v \ 2 ( y)dy 


v\ 2 (x — y)dy = 


2) 譬如， lw | 在 R 上可积，而在 R 上有|叫< M ， 那么 


\ u ( y ) v(x - y)\dy ^ M / \ u \{ y)dy < +cxo 


R 


3) 设 supp ^ C [ a , b ] C R , 这时显然有 


b 


u ( y ) v(x - y)dy 


u ( y ) v(x - y)dy = 


u 


因为 w 与〃是局部可积的，所以最后的积分对任何 xeR 都存在 
当函数 t 具有紧支集时，利用变量替换 


即可归结为已分析过的情 


x — y — 


z 


况 


b . 对称性 

命题2如果卷积 


也存在，且有等式 


存在，那么卷积 


v 


U^¥V 


(3) 


u 本 u = i ； 氺 u 


得到 


在积分 (2) 中实行变量替换 

u ( x ) ：= J 


00 - 一 2/ 之， 


v ( z ) u(x — z)dz =: v * u ( x ) 


u ( y ) v{x - y)dy = 


u * 


保位移性 

像上 面那样，设 乃。 是位移算子，即 ( T Xo ) f ( x ) = f ( x - x 0 ). 

命睡3如果函数《和 v 的卷积 u * v 存在，那么有下面等式 


c 


⑷ 


T Xo (u * W ) = T | r 0 W * = It * r X() W 





函数的卷积和广义函数的初步知识 


395 


◄ 如果还记得公式 （1) 的物理意义，那么这里的第一个等式是显然的,而第二等 


式可由卷积的对称性得到.但是我们还是要给第一个等式一个正式的证明. 


( T Xq (u + v ))( x ) := ( u * v)(x - Xq ):= 


u ( y ) v(x - x 0 - y)dy 


u(y — x 0 ) v(x - y)dy = 
=: (( T Xo u )^ v )( x ), ► 


( T Xo u )( y ) v(x - y)dy 


d . 卷积的微分法 

■ 

函数的卷积是一个含参变量积分，从而它的微分法可按这种积分的微分法的一 
般规律进行，当然，需要相应的条件. 

例如,如果 u 是连续的，而 r 是光滑函数，且函数 u 和〃之一具紧支集，那么函 
与 v 的卷积显然满足连续可微的条件. 

4 事实上,如果限定参变量在任何有限区间上变化，那么在所指出的条件下， 
个积分 （2) 归结为在某个不依赖于： r 的有限区间上的积分，而这样的积分是可以按 
照古典的莱布尼茨法则关于参变量微分的 .► 

一般地，有以下命题成立. 

■ 

命题4 如果 u 是局部可积函数,1；是具紧支集函数类 4 m) (0 彡 m <+ oo ) 中的 

函数，那么， ( w * v ) e (7( m )， 而且① 


U 




D k (u * v ) = w * ( D k v ) 


(5) 


◄当 w 是连续函数时，从上面刚证明的结果可直接推出命题,在一般情况下，如 
果再注意到§1练习6中做过的考察，也能证得本命题. ► 

注1由于卷积的可交换性（公式⑶)，如果把 u 与 v 的位置交换但保持等式 

(5) 的左端,命题4按理说有效. 

公式 （5) 说明，卷积和微分算子交换类似于它和位移算子交换（公式（4))，但是， 
尽管公式⑷对 w 与 u 是对称的，而公式 （5) 的右端的 w 与 V ，一般来说，不可以交 
换位置，因为函数 u 可能根本没有相应的导数.如从公式 （5) 所见，此时卷积 

仍然能够是可微函数.这件事使我们产生一个想法,命题4中所说的是卷积可微性 
的充分条件,但不是必要的. 

I 

例1设/是局部可积函数 ，而^ 是图100表示的“阶梯函数”，这时 


v 


⑹ 


f { y)dy 


f ( y )^ a ( x - y ) dy = - 


( f ^6 a )( x ) = 


a 




® 这里 I ? 是微分算子，即 D 


k 
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因此，在函数/的任一连续点处，卷积/ * 5 a 是可微的——积分的平均作用. 

命题4所表述的卷积可微性条件，对于实践中运用公式 （5) 时所有遇到的情况 
是完全足够的.鉴于此,我们将不作更加精细的进一步的研究.而宁愿转而展示由卷 
积的磨光效应产生的一些新的诱人的机会. 

8 -型函数族和魏尔斯特拉斯通近定理 * 

我们注意到关系式 （6) 中的积分给出了函数/在区间 [cr - a , x ] 上的平均值，如 
果/在点: r 连续，那么，显然当 

5- 函数概念的启发性的想法，我们想把这个关系写成极限等式的形式 

若/在连续,有 （/ * <00*0 = /⑷. 

这个等式表明，关于卷积算子，5- 函数能够解释成单位（中立的） 元素. 如果能 
证明任何一个收敛于 <5-函数的函数族都具有和 （6) 中所考察的特殊的 L 函数族 

同样的性质，则等式⑺可以认为是意义清晰的. 

现在转到精确的陈述并引入今后有用的 

* 

定义4由依赖于参变量 aeA 的函数 △ 

叫做 A 中关于基底 ® 的 (5 -型的 或 逼近单位的函数族, 如果它满足下面三个条件 




0时，有 （/ * ⑷—/⑻.遵照第1段关于 


⑺ 


构成的函数族 { A a , aeA } 


a ) 函数族中所有函数都是非负的 ( A a ( x ) ^ 0); 

b ) 对于函数族中任一函数，有 f R A Q ( x ) dx ^ l ; 

c ) 对于点0 € K 的任一邻域 C 7, 有 lim/y A a ( x)dx 

考虑到第一、第二个条件,最后的条件显然与 Um / RW A a ( x )^ = 0 等价 

第1段以及例1中研究的由“阶梯函数”心构成的函数族当 
的.我们再举一些 <5-型函数族的例子 

例2设$ 

a > 0时构造函数 △£»($):= $# 

逼近单位的（参看图 101). a 

例 3 考虑函数序列 


1 




0时是5-型 


是 R 上的任意非负紧支可积函数且 / R < p ( x)dx = 1•当 

，这些函数构成的函数族当 a — +0时显然是 


m 


(1 一 x 2 ) n 
(1 — x 2 ) n dx 


， I 工 I < 1 


△ n (®) 




xt<l 


0 , 


为了确定这个序列是 5 -型的，在定义 4 中除条件 a )， b ) 外，只需验证在基底 
oo 下条件， c ) 是满足的.因为对任意的 e €]0, 1], 有 

(1 — x 2 ) n dx < / (1 — e 2 ) n dx = (1 — e 2 ) n (l — e ) —► 0，当 


时， 
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同时 


(1 — x 2 ) n dx > / (1 — x) n dx = 


n + 1 


o 


o 


由此推出条件 C ) 是满 足的. 

例4设 


2n 


2n 


xdx ^ \ x \ ^ 7 r /2, 

| x | > 7 r /2, 


cos 一 X 


cos 


△ n (工） = 


0, 


和例 3 —样，只要验证条件 cO 即可，首先注意到 


r + ^) r G) 、 r G) 


r 


7r/2 


2 n 


xdx 




> 


COS 








2 r ( n ) 


2 n 


n 


o 


丌 


另一方面，当 eG 0 ? -, 


2 


tt/2 


7t/2 


7T 


2n 


2n 


cos 2n edx < 


歹 ( cose ) 


xdx ( 


cos 


] 0 ，f [，有 


比较所得不等式得,对任何 e 6 


tt/2 


△ n ( X ) d 37 ― > 0, 当 


时， 


Tl OO 


由此推出定义4的条件 c ) 是满足的. 

定义 5给定函数 f : G^C 和集合 E cG . 如果对任意的£ > 0,都存在数 
p > 0 , 使得对任何 xeE 和任何 a ; 在 G 中的 p - 邻域 C 7 g ( x ) 中的点 y , 都成立关系 

式 I/W - f ( y )\ < e , 则称/是 在集合 五 上一致连续 • 

_ 

特别地，如果五= G ， 就回到了函数在整个自己的定义域上一致连续的定义. 
现在证明以下基本的命题. 


时是5-型函数 


命睡5设/ 

族，如果对任何0^4,卷积 /* A a 存在且函数/在集合 EcR 上一致连续，那么 

在 五上， 


C 是有界函数，而 { A a ,a e 当 


a —► a ; 


时 


(/*△«) ⑻=4 /⑻，当 


Q —^ UJ 


这就是说，函数族 /* A a 在它一致连续的 集合五 上一致收敛到函数 /. 特别地, 
如果五只由一个点: c 组成,/ 在五 上一致连续条件归结为函数/在点 X 的连续条 

时， (/* A q )( x ) - f ( x ). 这正是我们当初那样写关系式⑺ 


件，而且得到，当 

的理由. 


a —► a ; 
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现在来证明命题 5. 

◄ 设在 R 上， \ f ( x )\^ M , 对给定的£>0,根据定义5挑选 p > 0且用 C /(0) 表 
示点0在 R 中的 p - 邻域. 

考虑到卷积的对称性，得到以下对所有 xeE 同时成立的 估计： 


|(/* A tt )( x ) - f ( x )\ 

/(x — y ) A ct ( y)dy - f ( x ) 


{ f{x - y) — / ⑻ ) A a (y ) 办 




R 


R 


\ f(x - y ) - f ( x )\ A a ( y)dy 


\ f(x — y)_ f { x )\ A a ( y)dy + 




JR\U(0) 

A a { y)dy 


U (0) 


A a ( y ) dy -\- 2 M 


< e 


K \ f /(0) 


U(0) 


AJ^dy 


^ e -\-2 M 


JR\U(0) 

时，最后的积分趋于零，于是，从某个时刻开始，对所有的 xeE ,^ 


当 


a ^ UJ 


不等式 


|(/* A a )( x ) - f ( x )\ < 2 e 


这就完成了命题5的证明 .► 

■i 

推论1 任何一个在 R 上连续的具紧支集的函数能够用无限次可微的具紧支集 
的函数来一致逼近. 

◄ 我们验证，函数族^°° } 在上述意义下在 Qj 中处处 稠密. 例如，设 


， |工| < 1， 

W > 1， 


k 


exp 


1 — x 2 


( p ( x )= 


0, 


其中系数 A ; 取得使 f R < p ( x)dx = l . 

函数 V ?是无限可微的具紧支集的函数.如例 2 可知无限可微函数族 △«($) 

当 a — +0 时是 J 一 型的,如果/ e Co , 那么显然有 f * A a eC 0 , 除此之外， 

&命 iS 4, f * A a G C ^. 最后，由命题 5 推出，在] R 上，当 a — +0时, f * A a ^f 

注2如果所考虑的函数 f e C 0 属于函数类 C ^\ 那么，对于任何 
{0,1，… ， m }， 在 R 上，当 a — +0时，有 （/ * A a ) ⑻1 /⑻ • 

◄ 事实上，此时 （/ * A a ) (n) = / (n) *Aa (参看命题 4 和注 1), 剩下的只要引用 

已证明的推论1就可以了. ► 

推论 2 (魏尔斯特拉斯逼近定理） 每一个在闭区间上连续的函数在这个区间上 
能够用代数多项式一致逼近. 






n G 


函数的卷积和广义函数的初步知识 


399 


◄ 因为通过线性变换，多项式仍变为多项式，而连续性与函数逼近的一致性也 
同样保持，我们只要在任何一个方便的区间 k C R 上验明推论2就行了.因此， 
我们设0 <： a < b < 1且令 p = min { a , 1-6}. 将我们给定的函数/ G (7[ a , 6] 按下面 
方式延拓成 R 上的连续函数 F : ^xe R \]0,1 [时，令 F ( x ) = 0,而 在匡间 [0, a ] 和 

[ M ] 上,则分别将0与/⑷和/⑼与0线性连结起来. 

现在如果取例3的5- 型函数序列 Am 那么由命题5就能推出，在 [ M ] 上，当 

时 . F * A n =4 / = F \[ a > b ], 而当 ; r G [ a ，6] C [0, 1] 时有 

F ( y ) A n (x - y)dy 


n — oo 


F ( y ) A n (x - y)dy 


F * A n ( x ):= 


o 


F ( y ) \^ 2 a k ( y ) x k ) dy 


F{y)Pn v(l y ) 2 Y l dy 




o 


fe =0 




k 


X 


时，在 M] 


最后的表达式是 2 n 次多项式 P 2 n { xl 因此，我们证明了当 
上有 1 /_ ► 

注3对上边的论证稍作修改,可以证明，如果把区间 [ a , ^改变为 R 中任意的 
紧集，魏尔斯特拉斯定理仍然有效. 


n — > oc 


注4同样不难验证，对 R 中任何开集 G ? 和任何函数/ € C ^)( G ). 存在这样 
的多项式序列 { Pkh 使对每个 n e {0,1， ...， m }， 在任一紧集 K C G 上，当 A : 

时，有 i ^ n) =$ /⑷. 

此外，如果集合 G 还是有界的且/ G 那么能够得到，在 G 上，当 

k — oo 时， 4 n) =4 / ⑻. 

注5像证明推论2时曾利用例3的6- 型序列那样，能利用例 4 的序列证明， 
在 IR 上任何以 2 tt 为周期的函数可以用形如 

TnW = E 


— oo 


a *： cos kx + bk sin kx 


fc =0 


的三角多项式一致逼近 


以上仅仅利用了具紧支集的5-型函数族_然而应该注意，在很多情形里，扮演 
重要角色的5-型函数族不是由具紧支集的函数构成的.我们仅举两个例子 

当 y -> +0时是在 R 上的5-型函数，因为 


V 


例5函数族 A #) 

当 y > 0时， A y ( x ) > 0. 






+ y 2 




1 


A y ( x)dx — — arctg 


— OO 
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且对任何 p > 0,当 y -> +0时，关系式 


(?) 


P 


2 


A y ( x)dx = — arctg 


丌 


— P 


成立 


是连续的有界函数，那么，表达卷积/ * 的函数 

m)y 

Or -0 2 + V 


如果/ ：M 




⑻ 


u { x , y ) =- 




2 


对任何 a ： e R 和 y > 0有定义_ 

称积分 （8) 为关于 半平面 2/ > 0 的泊松 积分，容易验证（利用一致收敛的强函 

数检验法)，它在半平面 Ri = {( x , y ) e E 2 |y > 0} 上是无穷次可微的有界函数.当 
> 0时，由积分号下求微分，得到 • 


y 


(d 2 d 2 \ 

^ dy 2 ) 


. d 2 u d 2 u 


— 0, 


y 


mu 是调和函数. 

根据命题 5 还能得到当 y — 0时， u ( x , y ) 收敛到 f ( x ), 于是积分 （8) 解决了在 
半平面上构造有界调和函数使其在挪 G 上取给定边界值/的问题. 

给在 R 上，当 


+0时是5-型的.事实上， 


例6函数族= 

A *( x ) > 0;因 /二 

任何 p > 0,满足关系式 


e 


2V^i 

dv = yft (欧拉-泊松积分)，所以 ^ t ( x)dx = 1；最后，对 


P /2 W 


-4 


^- y2 dv 一 1，当 * — +0时. 


dx = — 


— p 2 y/irt 


^ J —p/2\/t 


如果/在 R 上有界且连续，那么表达卷积/ * △* 的函数 




⑼ 


u ( x , t ) = 


2 y/iti 7- 


OO 


当 t > 0 时显然是无穷次可微的. 

当£ > 0时，由积分号下求微分,得到 




du d 2 u 
dt dx 2 


= 0 , 


亦即，函数 w 满足具有初始条件 u ( x ,0) = f ( x ) 的一维热传导方程 • 等式 u { x ,0) = 
f ( x ) 应该理解为由命题5推出的极限 关系： 当 t — +0时， u ( x , t ) f ( x ). 
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4. 分布的初步概念 
a . 广义函数的定义 


在本节第1段中，经过启发式讨论，我们得到了公式（1)，这个公式提供了用仪 
器 a 的脉冲响应函数丑确定线性变换4对输入信号/的响应的可能性,关于脉冲 
响应函数的定义，主要是利用了单位脉冲作用和描写它的函数的某些直观的概 
念.但是，<5-函数显然不是古典意义下的函数,因为从古典观点看，它具有互相矛盾 

的 一 组性质：在 R 上, 5( x ) ^ 0;当: c / 0时， <5( x ) = 0; f R S ( x)dx = 1. 

和线性算子、卷积、5- 函数以及仪器的脉冲响应函数有关的概念在所谓广义 

函数理论或者分布理论中都获得了精确的数学描述. 

我们现在打算介绍一下这个理论最初的动机和它的越来越得到广泛应用的一些 


初步知识 


例7考虑质量为 m 的质点，它能沿轴移动，而只用一根弹簧联结于坐标 原点; 
k 是弹簧的弹性系数.开始时质点静止地位于坐标原点,并且在与时间有关的力/⑷ 
的作用下沿轴移动，根据牛顿定律 


( 10 ) 


mx + kx = f 


其中是质点在时刻 * 的坐标（到平衡位置的位移) 


按所指出的条件，函数 x ⑴由函数/唯一确定，且微分方程 （10) 的解显然 

，这个算子是用关系式 

/的逆_因为 


线性地依赖它的右端 /. 于是，我们遇到线性算子/ 




Bx = f yB = m^2 + ~把冲）与/⑷联系起来的微分算子 

算子 a k 然是保（关于时间的）位移的，那么为了找到这个力学系统对函数/⑷的 
响应 x ( t ), 按照公式（1)，只要知道对单位脉冲作用 (5 的响应就足够了，即只要知道 


方程 


( 11 ) 


mE + kE ^6 


的解（所谓基本解). 

如果5实际上表示函数,那么关系式 （11) 不会出现问题,然而等式 （11) 暂时是 
模糊的，但它在形式上模糊，而实际上却是错误的，等式两端是完全不同的东西.在 

我们的情况，需阐明此时等式 （11) 的意义. 

我们已经知道对此作出解释的一个方法：把 <5-函数理解为5-型的古典函数 

族而£是方程 


mE a + kE a = A a 

的解仏⑷(在参变量 a 相应变化下）的极限. 

另外一种具有重大优越性的处理这个问题的方法是把函数作原则上的推广.它 

的根据是,一般来说，我们所观察到的对象一般是用它们和另一些（“测试”）对象的 
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相互作用刻画的.这就使得我们不把函数看作是在不同点取的一组值，而是看作能 
用“一定的方式”把它作用于另一些（“测试”）函数上的对象.让我们把这个暂时过 
于笼统的说法具体化. 

例 8 设/ e C ( R , E ), mm Co 类函数（在 IR 上连续的具紧支集的函数）作 
为测试函数，函数/产生如下作用在上的泛函 


〈/，#〉：=/ f(x)ip(x)dx 


( 12 ) 


利用5-型具紧支集的函数族,容易推出，在 Co 上，〈/#〉三0,当且仅当在 M 上 


f(x) = 0 


于是，按照（12)，每个函数/ € C ( E , R ) 产生一个线性泛函4 : Co — 并且应 
当强调的是,不同的函数 h ， h 对应于不同的泛函 A h , A h . 

这样，公式 （12) 实现了从函数集合 (7( R ， R ) 到上的线性泛函集合 £( C 0 ， K ) 
中的嵌入（内射变换)，也就是说，每个函数/ e C ( R ， R ) 可以解释为某个泛函 A / e 


£(C 0? R) 


如果用 R 上局部可积的函数集合代替连续函数集合 C ( R ， M )， 那么，按照公式 
(12)，也能得出从这个集合到空间 £( C 0 , M ) 的映射，同时，(在 C 0 上 ， (JM = 0) ^ 
(在 R 上的函数/的所有连续点处/⑻= 0,即在 M 上几乎处处有/⑻= 0). 因此， 
在这种情形下，得到了从等价函数类到 £( C 0 j M ) 中的嵌入，这里把仅在零测度集合 
上取不同值的局部可积函数归并到一个等价类. 

这样，在 R 上局部可积函数/ (准确地说是它们的等价类）按公式 （12) 能够解 
释为线性泛函 A / g £( C 0 , E ). 按公式 （12) 实现的把局部可积函数映入空间 £( C 0 , M ) 
的映射 f ^ A f = (/, ■) 并不是到整个空间 £( C 0 , IR ) 上的映射，因此，把函数解释为 
£( C 0 , R ) 的元素（泛函）时，除了被解释成形如（ I 2 )的泛函的古典函数以外,我们还 
得到了新的函数（泛函)，它们没有古典函数原像 • 


例9设泛函 6 e £( Q )， IR ) 由对任何函数都成立的关系式 


(13) 


(5 一 ：二 5(ip) ：= ^( 0 ) 


确定. 


能够验证（参看练习7)，无论哪一个在 1 R 上局部可积的函数/都不能把泛函5 
表示成 （12) 的形式. 

这样，我们就把古典的局部可积函数集合嵌入到一个更广的线性泛函集合之中. 
这些线性泛函称为广义函数或分布（下面将要给出精确定义).广泛使用的术语“分 

布”有其物理来源. 


I 10 设单位质量（或单位电荷）分布在 R 上，如果 
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这个分布在某种意义下是充分正规的，比如说,它在 R 上有连续的或者可积的密度 
p ( x ), 那么，质量 M 和另一个用函数 Cf 描述的对象的相互作用就可能用形 

I p ( x )< p ( x)dx 

Jr 


如 


M(if) 




的泛函给出. 

如果分布是奇异的，例如所有质量 M 集中在 一点， 那么，把质量想像成“逐步 
涂上” 的并借助5- 型正则分布族解释极限的点状态,可以得到，质量 M 和上面所 

说的另一类对象的相互作用应该用公式 


MM = <p(0) 

表示，这个公式表明 ， R 上的这种质量分布应等同于 M 上的函数 （13). 

从以上所作的初步研究,可以理解下面更一般的 

定义6设 P 是由函数构成的一个线性空间，下面称它为 基本函数空间或測试 
函数空间 ，在 P 中定义了函数的收敛性. 

P 上所有线性连续（实或复）泛函构成的线性空间 P ' 叫做 P 上 的广义函数空 
间或尸上的分布空间. 同时假定，每个/ € P 产生一个泛函4/ = </,.> e 厂 且映 

射/ H 4/是 P 到 P ' 中的连续嵌入 . ，中的元叫广义函数或分布.广义函数的收 
敛性如下 定义： 


P ’ 3 — A e i 3 ’ := w ? e P ( A n ( ip ) ->• A (< P ))， 


即泛 函的弱 （逐点或点态） 收敛性 

在 P 是由在 G 中无限次可微、且具紧支集的函数构成的线性空间 C ^( G , C ) 
的具体情况下，其中 G 是 R 中任一开子集（也可以是 M )， 可以把这个定义说得更详 


4 


细胜 

* I _ * 


定义7 (空间 2) 与 ay ) 在中引入如下的收敛性：称由函数外 e 
( G , C ) 构成的序列 {vU 收敛于函数 P 6 C ^°)( G , C )， 如果存在紧集 K C G ， 使 
函数序列 Wn ) 中所有函数的支集含在 K 中，并且在 K C G 上（从而也在 G 上), 
对任何 m = 0,l ， 2,... ， 当 

通常把这样得到的具有给定收敛性的线性空间叫作 ®( G 0, 当 G = R 时，简记作 


时，有^4 


(m) 




D . 


和这两个基本（测试）函数空间相对应的广义函数（分布）空间分别记作 ^ f ( G ) 


和吖 


在本节及以后各节，除 ^( G ) 的元素外，我们不研究其他广义函数，因此，如无 
特别的声明，分布或广义函数的术语将指 ©'( G ) 的元素 • 
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定义 s 尸 e svcg ) 称 为正则分布，或正则广义函数， 如果它能表成 

/ f ( x ) ip { x ) dx , 

Jn 


F(<p) = 




其中 / 是 G 上的局部可积函数 


非正则的分布称 为奇异分布或奇异广义函数 
按照这些定义，(^函数（例 9) 是奇异广义函数. 

广义函数（分布）在基本（测试）函数^上的作用，也就是 P 与^的配对，与往 
常一样,将用记号 F ( v ?) 或 ( F , ip ) 表示. 

我们已经引入了广义函数概念，在转入与广义函数有关的技术性问题的讨论之 

前，我们指出，广义函数概念本身，与大多数数学概念一样，也经历了一定的在母体 
内的发育阶段，那时它只以萌芽形式出现在一系列数学家的著作中. 

遵照狄拉克，物理学家早在20世纪20年代末到30年代初就已经积极地使用 
了 5-函数和进行奇异广义函数运算,并未因缺乏应有的数学理论而畴蹲不安. 

C . JL 索伯列夫®以明确形式提出了广义函数的思想，他在30年代中期奠定了 
广义函数理论的数学基础.现代分布理论形态在相当大的程度上和40年代末 L •施 
瓦兹 ® 所完成 的工作有关.这就是为什么常把广义函数空间 SV 叫 做索波列夫-施 

瓦兹广义函数空间的理由. 

现在叙述分布理论的某些基础材料,主要是与微分方程、数学物埋方程及其应 
用的理论需求有关的方面，这些理论内容的应用和发展,一直持续到今天. 

为了简化书写，以后我们将只考虑广义函数类 D '， 虽然从定义及证明中可以看 
出，所有性质对任何一类 ^{ G ) 中的分布（其中 G 是 R 的任一开集）仍然有效. 

分布的运算是以对古典函数（即正则广义函数）成立的积分关系式为依据定义 


_ 


的 


b . 分布与函数的乘积 

如果/在] R 上局部可积， e C ^\ 那么对任何函数 p e C ^\ 一 方面有 

評£ Ct \ 另一方面,显然成立等式 


(f ' 9 )( x )^ p ( x)dx = / f ( x)(g ip )( x)dx 


或用另一种符号表示成 


① 索伯列夫 ( C . JI . Co 6 jieB ) (1908—1989) ——现代最伟大的苏联数学家之 一. 

② 施瓦兹 ( L , Schwartz ) (1915 一 ) - 现托著名的法国数学家.他在1950年国际数学家大会上 

提出的报告，获得了专为青年数学家设置的菲尔兹奖- 
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这个对正则广义函数成立的关系式，是分布 F G 与函数 g e C ㈣ 的乘积 

F g 的下述定义的 基础： 


(F^g^) ：= (F ， g.ip) 

等式 （14) 的右端是有定义的,从而给出泛函 P . p 在任何一个函数 p e S 上的 
值，亦即给出了泛函本身. 

例11我们来研究，分布5 • P 是怎样作用的，这里9 e C ( OQ ) . 根据定义 （14) 和 
分布5的定义，得到 


(14) 


(5 ， g ， if ) \= {8 、 g - ( p ) ••= (g • ⑷⑼ ：= d (0)( p (0) 


广义函数的微分 

如果/ e C^,<fe Ct \ 那么利用分部积分法得到等式 

I f { x )( p / ( x ) dx . 

Jr ， 

这个等式是下面的广义函数微分法的基本定义的出发点 


c 


f f ( x )( p ( x)dx 

Jr 


(15) 




( F \< p ) ：=-( F ^) 

_ 

例 12 如果 / e C ⑴，那么， / 在古典意义下的导数和 / 在分布理论中的导数 
(自然，是按照常规把古典函数等同于与它对应的正则广义函数）是一致的.这可从 
关系式 （15) 和 （16) 的对照中推出，因为当分布 F 是由函数/产生的时候,这两式 

右端相同. 


(16) 


例13我们取赫维赛德①函数 


0, x < 0, 

1, x ^ 0, 


H { x ) = 


有时也称它为单 位阶跃 函数，把它看作广义函数，我们来求这个在古典意义下间断 
的函数的导数 iT . 

根据与赫维赛德函数相应的正则广义 函数丑 的定义，以及关系式 （16), 并注意 

Ct \ 得到 


+ OC 


+oo 


< p f ( x)dx — ( p (0) 


H ( x ) ip f ( x)dx = — 


(H\ip) = := - 


o 


于是， 对任何 p € Ct \ 有 { H \ < p ) = (8,< p ), 因此 ，丑 ' 

i * 

^ _ _ _ 

①赫维赛德 （ o . Heaviside ) (1850—1925) —— 

上研究过现在称之为算子演算的重要数学工具 


英国物理学家和工程师，他曾在象征性符号水平 
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例14计算〈5'#〉 


〈&(//〉:= 一 〆 ⑼. 


〈〜〉 ： 

自然地，在广义函数里，和在古典情况一样,高阶导数定义为 F ^ n+1 \:= ( F^Y . 
对照最后两个例子的结果，可得 






例 15证明 （ < 5 ( n )，W = (- 1 ) 、 ㈨ ( 0 ). 

◄当 n = 0时，这是5- 函数的定义. 

我们在例 14 中已证明了当 n = l 时所写出的等式是正确的 • 

我们用归纳法证明它.假定对固定的 n G N 已经证明了它成立，根据定义 （ 16 ) 


得到 


(_irv)(，) 


：= (( s ^ n ) y ^) :=♦)，</) 

_ (―1 广 十 1 〆 …) ⑼） 

例16设函数 / :R — C 当 x <0 和: c >0 时是连续可微的，并在点0存在单 
侧极限 /( -0)，/(+0).用 J /(0) 表示函数在点0的跃度/(+0) - /(-0)， /' 表示函 

数/在分布理论意义下的导数，而 { f } 表示当^ < 0和 
数的那个函数所确定的分布.当 : r = 0时，最后说的这个函数没有定义,但这对于利 

用积分确定与它相应的正则分布 {/'} 无关紧要- 

在例1中，我们已指出，如果/ e C ⑴ ，那么尸={尸},我们来证明，在一般情况 
下，这是不正确的，但成立以下重要公式： 




0时等于/的通常导 


X > 


( 17 ) 




事实上， 


0 


(f(x)ip f (x))dx 


f(x)ip f (x)dx =— 


〈/’，#〉= — W 〉 二 


— oo 


0 


f f (x)ip(x)dx 


0 


f f (x)(p{x)dx + (/ * (f)(x) 


(/. 










— OO 


0 


0 


f (x)(p(x)dx 


= (/(+o)-/(-o)Mo) + 


HJ/(o)-W + <{/» 


如果函数 f : R — C 在区间 x < 0 和 x > 0 上存在直至 m 阶的连续导数，而且， 

0都存在单侧极限，那么，重复在推导 （17) 时所进行的论证将得到 

+ jfim-l)^ Q y S 


它们在当 


X = 


+ J / / (0)^ (m " 2) + 


( 18 ) 


/ (m) = {/ ( m ) }+ I / ⑼ 


1) 


m 
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现在证明广义函数微分运算的某些性质 

命题6 a ) 任何广义函数 Fe ^ 是无穷次可微的. 

b ) 微分算子 D :吖 — ST 是线性的. 

c ) 如果那么 ( F ^ g ) eTt f 且有莱布尼茨公式 


m 


( F - g )^ = J 2 C ^ F(k) 


夕 (m-fc) 


9 


k =0 


d ) 微分算子 z ?: s ' — sy 是连续的. 

e ) 如果由局部可积函数 f k : R^C 组成的级数 g f k ( x ) = 在 R 的每个 

紧集上一致收敛，那么在广义函数意义下它可以逐项裱分任意次，且由此得到的级 

数在吖中收敛. 


b ) 显然. 

c ) 我们验证公式对 


a 


1成立. 


m = 


-( Fg ,^) — 〈 F ，5 • 〆 〉= -( F , (g - < p) f - g f • 

( F \ g < p ) + ( F , g f • ( f ) = ( F f ， + [F • g » 

■ 

{ F f - g -\- F • g 1 ，( p ). 










一 般情况可以用归纳法证明. 

d ) 设在: iy 中，当 

{ Fm ，^ p ) — ( F ^ ( p ) . 这时 


时，对任何函数 p G 2)，有 


时，厂爪 — ^ - F , 即当 


m — 00 


m — oo 


(FLM ： =-(F m ^ f ) 


( JW ) =，• ( F \< p ) 




m 


e ) 在所指出的条件下，级数和 S ( x ), 作为局部可积函数 S m ( x ) = E f k ( x ) 在紧 

集上的一致收敛极限，其本身也是局部可积的.只需注意，对任何函 grL e d ( 即具 
紧支的无穷次可徼函数),有关系式 


S ( x )( p ( x)dx = 


S m ( x )( p ( x)dx 


(*5m? ^P) 


R 


时义 W . 


现在由 d ) 即可推出，当 

我们看到，广义函数的微分运算除了保持有古典微分法的重要性质外，还具有 
一 系列新的美妙性质，这大大增加了运算的灵活性.这种灵活性在古典情形下是没 
有的，因为那里存在不可微函数，而且古典微分运算关于极限过程是不稳定的（缺乏 
连续性). 


771—00 
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d . 基本解和卷积 


在本段开始，我们讲述了单位脉冲和仪器的脉冲响应函数的直观的概念.在例7 
中给我们考察了一个最简单的力学系统.这个系统用自然的方式产生了一个保持时 
间位移的线性算子.对这个系统的研究,使我们得到了这个算子的脉冲响应函数 E 

应该满足的方程 (11). 

在即将结束这一节时，我们重新回到这些尚题，但这一次的目的是,要用广义函 
数语言给出它们的合适的数学描述. 

从理解方程 （11) 开始,在它的右端是广义函数因此关系式 （11) 应该解释为 
广义函数的等式.因为我们知道广义函数的微分运算和线性运算，所以，方程 （11) 的 
左端即使在广义函数的意义下，也是清楚的. 


我们试图求解方程 （11). 

当 f < 0时，系统处于静止状态，当* = 0时,质点得到一个单位脉冲，因此在时 

当* >0时，系统不受外力作用, 


刻 f = 0,它获得那样一个速度 r = <0)，使 
它的运动规律$ = z ⑷服从常微分方程 


mv = 


(19) 


mx + fcx = 0, 


i 下求解 


这个方程应在初始条件 wo ) = 0, m 

这样的解是唯 一的， 且能立刻写出 


= v 




m 


k 


一 t, t ^ 0. 


x ⑷ 


倉 S1I1 

yjbm 

因为在我们的情况下，当* < 0时，系统静止，所以可推出 




m 


H(t) 


k 


( 20 ) 


— t, t G M ， 


E(t)= 


sin 


y/km 

其中 H 是赫维赛德函数（参看例 13). 

利用广义函数微分法则及上边研究过的例子的结果，现在可以验证，由（加）给 

出的函数五⑷适合方程 （11). 

为了简化书写,我们来验证，函数 


771 


SUIUJX 


( 21 ) 


e(x) = H(x) 




在分布理论的意义下适合方程 


d 2 


( 22 ) 


2 


e = 


dx 2 
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事实上， 


d 2 


d 2 f TT sinujx \ 9 / TT sino ; x \ 

㉟ (丑 丁卜(丑了) 


2 


+ UJ 


e — 


dx 2 


smujx 


— ujH ( x ) sin ux + uH { x ) sinux 


= H 


+ 2 H 


COSCl ；：T 


U ) 


f sm ujx 


+ 2 S cos ux 


UJ 


其次，对任何函数 9 € 2)， 


smujx 


smcox 


8 f 


A 


+ (8^ 2( pcosujx ) 


+ 28 cos ujx ^ ip 




U ) 


to 


d 


sinux 


+ 2 ^( 0 ) 


A 


<P 




dx 


UJ 


( 


sinujx 


< p ’⑻ 


< p (^) + 


+ 2< p (0) 


COS UJX 




CJ 


=^(0) = < p ), 


从而证明了函数 （21) 适合方程 （22). 

最后,我们引进如下 

定义9在算子的作用下变为广义函数 J €奸，亦即满足 A ( E )= S 

的广义函数丑 e S ', 叫 做算子 A 的基本解或格林函数（脉冲响应函数或影响函数 )_ 


d 2 


例17根据这些定义，函数 （21) 是算子4 

合方程 (22). 


的基本解，因为它适 


2 


+ U ； 




dx 2 


(f 


+ k ) 的格林函数.在上 

一节第1段中已经讨论过保位移算子的脉冲响应函数的基本作用，在那里得到了公 
式（1)，根据它，现在能写出方程 （10) 在例7中所指出的初始条件下的解 


函数 （20) 适合方程（11)，也就是说是算子 A = 


m d ^ 




k 


sin 


+oo 


m 


(23) 


f(t — t ) H ( t ) 


x ( t ) = (/ * E )( t ) 


dr , 




y/km 


+oo 


k 


(24) 


f(t - t ) sin 


x ( t ) 


—— rdr 




Vkm 


m 


o 


注意到所展示的卷积和基本解的重要作用，很明显，我们也希望能定义广义函 
数的卷积.这是分布理论要做的，但我们不再讨论这些问题,仅仅指出，在正则分布 
情况下,广义函数的卷积的定义等价于上面讲过的函数卷积的经典定义. 
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练习 


1, a ) 验证卷积的结合律： n * ( t ; * k ;) = (u + v ) 

b ) 照例设 r ( a ) 是欧拉 r 函数， H ( x ) 是赫维赛德函数，令 


* U ) 


X 


Xx 


祀⑻ := H ^ j^ e ， 


> 0， A G C 


a 


+/? 


证明 ： Hf ^ Hi = HI 
c ) 验证： 函数 F = H ( x ) 


X 


是函数 / = //( x ) e A : r 的 n 次幂卷积，即 F = 


Xx 


e 


(n — 1)! 


… */■ 


(a > 0) 


2. 设随机变量 € 具有高斯正态分布密度 G a { x ) 

) 试对不同参数 a 的值绘出函数 G ff ( x ) 的图像. 

b ) 试证 J 的数学期望（或平均值）:= fZ , xG ^{ x)dx = 0 

c ) 试证：《的均方差（或标准差） yJD 、 y / E ((^ - E ^) 2 ) 

d ) 在概率论中证明了，两个独立的随机变量的和的概率分布密度等于它们的概率分布密度 

的卷积.试证， G a * 

) 设6,6,…，^是 n 个独立的具同一分布密度函数 G a { x ) 的随机变童（例如，同一个 
对象的 n 次独立的测量值).试证,它们的和 r ? = 6 + *** + Cn 的分布密度为 G av ^( x ), 

特别地，由此推出，它们的算术平均值的均方差代二 f / v ^. 




\/27r 


a 


a 


(fT^-E^G^dxY 2 




= <7 


G 




e 


n 


称函数 A ( x ) = 52 a n^ n 为数列 ao, ai， … 的生成函数. 


* 


n=0 


bk = 0, 那么，自然地把{叫}与 {6 fe } 
试证，两个数列卷积的生成函数等于它们的生成函数的 


给定两个数列 { m },{64. 如果认为当 A : < 0时， a fc 
的卷积定义作 L k = ^： amb ^ 




乘积. 


有定义，而函数之中有一个是以了为周期的周期函数，那 


a ) 试验证：如果卷积 

么，也是以 r 为周期的周期函数. 


V 


b ) 试证用三角多项式逼近连续周期函数的魏尔斯特拉斯定理（参看注 5) 

) 试证注4中指出的加强的魏尔斯特拉斯逼近定理 • 

严格包含集合五的闭包頁于自己内部 • 试根据命题5证明：在£7上， 

时， Jk /( y ) A ^( a ;- y)dy ^ f ( x ). 

b ) 试从展开式 （i —< r 1 = i + z + / + …推出 


c 


) 设紧集 K c 


a 


当 k 


l + pe ie 

2(1 - p^) 

译者注,为了读者阅读方便，本鹿的叙述作了稍许改动 


i 2 $ 


= 7 ： + pe xB + pe 


， 0 < p < 1. 


+ 


9{ p ^) — 


i 哧 


2 
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c ) 试 验证： 当0 < p < 1时， 


- + p cos 6 + p 2 cos 20 + …， 


p p {°) : = 




2 


且函数 P p (0 ) 有如下形式 


I - P 2 


p p {°)= 


2 1 — 2 p cos 0 + p 2 ’ 


叫做圓的泊松核 

d ) 试证： 由依赖于参变量 p e [0,1[的函数 P p {9) 构成的函数族具有 性质： P p (0) ^ 

e ) 试证：如果/ € C [0,27 r ], 那么函数 




0 时 H ⑻舶 


1 一 


0 


P 




u(p ， 0) = — 


p p [e — t ) f ( i)dt 


在圆 p < 1内是调和函数，并且当 p — 1 一0时， u ( p ,6)^ 跡 这样一来，用泊松核 

能在圆内构造在圆的边界上取给定边界值的调和函数. 

_ 

是具有相同周期 T 的局部可积函数，可以按以下方式正确地定义卷积运算（周 


f ) 设 


U^V 


期卷积) 


a+T 


(u * t ； )( ： C) ：= 


u ( y ) v(x - y)dy 


T 


R 上的周期函数可以解释为定义在圆周上的函数，因此自然认为上边引进的运算是 
给定在圆周上的两个函数的卷积. 


试证： 如果 則是 R 上的以 2 tt 为周期的局部可积函数（或同样地，/是圆周上的 
函数)，由依赖于参数 p 的函数 P p {6) 构成的函数族具有 d ) 中所列举的泊松核的性质， 

那么， 当 P 


0时，在函数/的任一连续点处，有 (/ * P p )(0) ^ /(0)_ 


1 - 


2 n 


a ) 设 


，卜| < 1 ， 

M > l . 


a • exp 


x | 2 — 1 


< p ( x );= 


0, 




其中常数 a 选得使 J R ( p ( x)dx = L 试验证，当 
是 R 上的 C ( 0 °°) 类 5 - 型函数族. 

b ) 对任何区间 /CR 和任何5 > 0,构造具如下性质的 C < oo) 类函数 e ( x ): 在 R 上，0彡 

e(x) ^ l ； e(x) = 1 O x G /;suppe C I e , 其中尺是胶上集合 J 的 £：— 邻域. （试验证. 
对应于 a > 0, e(x) 可以取为 

c ) 试验证，对任意的£： > 0,存在类中可数个函数构成的组 { e fe }(R 上的 e - 单 

位分解)，它具有下面的性质: VA : GN.Vx GM (0^ e k (x) < 1); 函数族 { e ^} 中任一函数 

的支集 supper 的直径不超过 e > 0;对任 一 点 x € E 只属于有限个集合 suppefc ; 在 R 

上， J2 e k(x) = 1- 


+0时，函数族 ( fa ( x ) = —<p 


a — > 


a 


k 


第十七章含参变置的积分 


412 


d ) 试证： 对开集 G CR 上的任何开覆盖{[/ 7 ,7 € r} 和任何函数 p € C ( QO ) ( G )， 存在 

由 C ^ oo ) 类中的函数组成的具有下面性质的函数序列 GN }: Vfc € N ? 3 7 € 
r ( snpp<pk C C / 7 )； 任意 xeG , 只属于有限个集合 supp 外； 在 G 上， E 外 ㈤ = 

k 

e ) 试证：集合 C( 0 °°)(G) ， 作为广义函数的集合，在正则广义函数集合 C (oo) (G) 中处处稠 


f ) 称广义函数 f u f 2 e V f {G) 在开集 UCG 上相等，如果对任何 p e 0( G )， su PP¥? c u, 

恒满足等式 (F U ip) = (f 2 〜) • 称两个广义函数 f u f 2 在点 X e G 局部相等，如果它 

们在点: r 的某个开邻域 U ( x ) C G 上相等，试证：（巧= F 2 ) 分（在任一点 : r e G ， 局部 
地有巧=丹） 


7. a ) 设 


， N < 1， 

\ x \ ^ 1. 

I 

+0时，有 J R f { x ) ip e { x)dx —► 0,其中 


exp 


\ x \ 2 — 1 


( p ( x ) := 


0, 


试验 证：对 R 上任何局部可积函数/，当 

<Pe(x) ~ 

b ) 根据上面结果及 (5, < p e ) = ip (0) # 0, 试证： 广义函数 <5不是正则的. 

c ) 验证： 存在正则广义函数序列（甚至 ^ oo ) 类函数序列）在 S ' 中收敛于广义函数 (5 ( 实 

际上，任何一个广义函数都是基本函数空间 2) = 中的函数列在中的收敛极限. 
在这个意义下，正则广义函数集合在幻'中处处稠密，正像有理数集 Q 在实数集 K 中处 


(f) 


处稠密一样 .) 


a ) 计算广义函数 Fe ^ f 在函数 p € 3?的值 { F , ip ). 如果 ， F = sin x 6\ F = 2 cos xS ; F — 

(1+ x 2 )5. 

b ) 试 验证： 乘以函数岭 € C ( oo ) 的运算 F — 是中的连续运算 - 

c ) 试 验证： 广义函数的线性运算在中是连续的. 


{ 


0, x < 0 
x, x > 0 


产生的正则分布，那么厂'=丑，其中丑是 


a ) 试证： 如果 F 是由函数 f ( x ) 

对应于赫维赛德函数的分布. 

b ) 计算:对应于函数 N 的分布的导数. 

a ) 试验证，以下中的极限是正确的: 


S 




10 . 


= In |x 


= TtxS ; li 


= ttS ] lim 


lim 


H 2 + 


+o x 2 + a 2 


b ) 试证： 如果 / = /( X ) 是 R 上局部可积函数，而厶= /(X +吐那么在吖内，当 

时，有 A — 


E 0 


0 时 ， K = 


0时是型光滑函数族，那么当 
A a ( t)dt 4丑，其中 if 是对应于赫维赛德函数的广义函数 • 

a ) 通常用 (5 (x - a ) 表示“位移至 a 点的 <5- 函数”，即按法则 <5(0： — a ) )¥? } = < f ( a ) 作用 

在函数上的广义函数.试证 


C ) 试证： 如果 { Aa } 当 


11 


s(x 一 fc ) 在中收敛- 


mm 


kez 
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b ) 求函数[ X ]的导数，其中 [ x ] 是 x 的整数部分. 

) 在 R 上以加为周期的函数在区间 ]0,2 tt ] 上用公式/| ]0) 2.](^) = \ 

证：尸 


X 


给出，试验 


C 


2丌 


+ (5(工 一 27 rfc ) 


— 


27T 


k€Z 


0时， — e ) —► S ( x ). 


d ) 试验证：当 

e ) 像上面一样,记移至点 e 的 <5-函数为 S { x - e ), 试用直接计算验证： |((5( x - e )-5( x )) 

-^( x ) = - 8 f (当 £ — ◦)• 


e — 


f ) 根据上面的极限过程，把-&解释为放在点 x = 0的具电偶极矩+1的电荷分布,试验 

证： (一5，， 1)=0 (偶极子的总电荷为零）且 (~ S \ x ) = l (它的矩实际上为 1). 

g ) S - 函数的齐次性，即 S ( Xx ) = X ^ l 5( x ), 是它的一个重要性质 • 试证之， 


a ) 对于用式子 { F ^) = / 0 °° ^{ x ) dx 确定的广义函数 F ， 验证下面 等式: 


+ 00 




0 


+oo 


y ?( x ) — </?(0) 


{ F " M 


dx; 






^3/2 


4 


0 


( p ( x ) — < p (0) — x < p f 


+ oo 


^ dx ; 


3 


( F "» z 


x 5/2 


8 


0 




( F in \< p ) = 


2 n 


n —2 


X 


V ? ( n " 2) (0) 


ip { x ) — f (0) — x ( p f (0) 


» 




(n — 2)! 


+ oo 


dx 


2n+l 


0： 


0 


，而广义函数 


由 


—p 


b ) 试证：如果 


n — 1 < p < n 


x 


n—2 


^ r (n_2) ⑼ 


ip(x) — y?(0) — $9^0) — 


4 4 * 




+oo 


dx 


«，¥?〉：= 


x p 


0 


_( p + l ) 


是用 


确定，那么它的导函数- px ; 


n— 1 

( n - l )!^ 


X 


”⑼ 


(n— 


(p(x ) — 一⑼ 一 叹’⑼ 


* * « 




+oo 


一 （ P+1) 


dx 


，#> 


〈一 pa: 


-P 






0 


确定的广义函数 


13. 把由等式 


( ：= ^o(/J + Z +00 ) ^? dX ) 


+oo 


^-dx 


( F , ip ) := V.P 


x 


确定的广义函数记作 v -, 试证： 

<p{x) — x) 


X 


OO 


dx 


a ) 


x 
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b ) ( ln | x |/ - 


x 


( p ( x ) + — 一 




=So 


c MP- 


X. 




2 


X 


X 


d) 


=— Z 7 T ^ + 屯一 


lim 

y—+o 


x+iy 


x iO 

14. 定义广义函数的乘积将出现复杂 情况： 例如，函数 | x |- 2 / 3 ^ M 上绝对可积（在反常积分意 

义下)，它产生广义函数 \ x \- 2 ^( x ) dx . 但是它的平方 \ x \-^ 3 甚至在反常积分意义下 

也不是可积函数.以下问题的答案表明，在中原则上不能定义任章两个广义函数的自然 

_ 

的满足结合律与交换律的乘法运算. 

a ) 试证： 对任意函数/ e C (oo) , 成立等式 f ( x)S = /(0)5. 


X 


b ) 验证： 在吖中， a ; 平- =1. 

c ) 假如乘积运算能推广^到任意两个广义函数，那么它至少没有交换律和结合律，否则将有 

5( x )1 — lS ( x ) = 8 . 


0 = 0^3- - { xS ( x ))^~ = ( S ( x ) x )^- = S ( x ) x ^- 




X 


X 


X 


X 


a ) 试证： 线性算子 a : — iy 的基本解五，一般来说，不是单值的.它们彼此相差齐次 

方程 Af = 0 的一个解. 

b ) 考虑微分算子 


15. 


d n _」 

dx n ~ 


d n 


d 


f + _ - • + Cln{x). 


+ ai ( x ) 


p 


X ’ dx ) dx 


d 


Uo = 0 满足初始条件 ttG(O)= … = 


试证：如果 uo = no ( x ) 是方程 P 

(0) = 1 的解，那么函数 E { x )^ //(; r ) u o 0 r ) (其中 H { x ) 是赫维赛 




(n— 1) 


t^ n_2 ) ⑼ — 0, n 

德函数）是算子 p 
c ) 用上边所说的方法求下面算子的基本解 


0 


d 


的基本解 




d 2 


(丢 +a )，( 


d 


d 


2 


e N. 


- h d 


’ dx m ’ V dx 


dx 2 


d ) 利用得到的结果和卷积，求以下方程 的解: 


d 


d 


u 


/，其中 feC ( R : R ) 




U = 


dx 


§5 含参变量的重积分 

在这一节的前两段里将指出常义和非常义的含参变量的重积分的性质，总的说 
来，含参变量重积分的基本性质，本质上和以前详细研究过的含参变量的一维积分 
没有什么差别在第 3 段中我们将研究对应用有重要意义的具奇异性的含参数反常积 
分.最后，在第 4 段研究的是多变量函数的卷积以及某些与含参变量积分和分析中 

的经典积分公式有密切联系的特殊的多维广义函数问题 • 
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1. 含参变量的常义重积分 

I 

设；5：是中的可测子集,例如，具光滑或分段光滑边界的有界区域， y 是 IR 
的某个子集. 

考虑含参变量 y ^ Y 的积分 


Hy) 


f ( x , y ) dx , 


( 1 ) 




X 


这里假定函数 / 定义在 Xxy 上且对每个固定的 y 6 y 在 X 上可积. 

对于积分（1)，下面的命题是正确的. 

命睡 1 如果又 x y 是 R n+m 中的紧集且/ e c(x x y )， 那么 f g c ( y ). 

命题 2 如果 y 是耿饥中的区域， / eC 7 (X xy ) 且|4 GC ( XxY )， 那么函数 

ay 1 

P 在 Y 中关于变量 〆 是可微的（其中 y = (2/ 1 ，…， 〆 ，… ， y m )) 且 


dF 


df 


( y ) 


( x , y)dx 


( 2 ) 




dy l 


dy { 


x 


命题 3 如果 X 和 Y 分别是肢 71 和1^中的可测紧集， 3 .fe C(X x Y ), 那么 
Fe C ( Y ) c 讲 ( y ) 且 


dx f ( x , y)dy 

Jx Jy 


f ( x , y)dx 


(3) 




Y 


X 


我们指出，函数 / 可以是在任何一个赋范向量空间 z 中取值的.重要的特殊情 
形是 Z 为 R , C , ir 或 C ' 在这些情形,命题 1-3 的证明显然可归结为当 Z = R W 

的证明.而 Z = R 时命题1和2的证明只要逐字逐句重复对一维积分的相应命题 

的证明就可以了（参看第17章 §1), 而命題3是命题1和富比尼定理（第11章, §4) 

的简单推论. 


含参变量的反常重积分 


« 


如果在积分 （1) 中集合 XcR n 或函数/是无界的，那么它应理解为反常重积 
分（参看第11章 §6), 即作为沿 X 的相应竭尽递增列上所取的常义积分的极限.在 
研究含参变量的反常重积分时，照样是对类似于我们在一维情形研究过的特殊的竭 
尽递增列感兴趣.这时，完全按照一维情形，从积分域 X 中挖去奇异点集的 e -邻 
域①，求出沿集合 X 的剩余部分上的积分，然后令 


+0取极限. 

如果这个极限关于参变量 yeY 是一致的，那么就说反常积分 （1) 在 y 上一致 


收敛 


①所谓奇异点，就是在它的任一邻域内，函数/均无界.而如果集合 x 无界，那么还从 x 挖去 
无穷远点的邻域. 
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A 1积分 


// 


入 w ) d 均 


F ( X ) 




R 2 


可利用极限过程 


// 


// 


e^ x{x2+y2) dxd 


一入 W )d _ := 


y . 


e 


x 2 +y 2 ^l/e 


得到.再利用极坐标容易验证，当 A > 0时，它收敛 • 另外，它在 集合五 a 。 = {A G 
E|A ^ A 0 > 0} 上一致收敛，因为对于 A e £； A 。有 


// 


// 


- xW ) dxdy ， 


e - Hx 2 + v 2 ) dxdy ^ 


0< 


e 


+ y 2 ^ l/e 


x 2 +y 2 ^l/e 2 ， 


而最后的积分当 e — 0 时趋于零（原先考虑的积分 F ( X ) 当 A = Ao > 0时收敛 )• 

例2照例设 B ( a , r ) = {: cGR n || a ;- a |< r } S & ci € R n 为中心以 r 为半径的 
球,又设 y e 考察积分 


x-y 


x — y 


dx 


dx := lim 

er—+0 


F ( y ) 




(1 - kl) 


(1 一 I 會 




B (0，1) 


在 5 T 中引进极坐标，确信给定的积分仅当 a < 1时收敛 • 如果固定 a < 1，那 
么积分关于参变量 2 /在任何紧集 Y cR n 上一致收敛，因为在这种情况下 \ x - y \^ 


M ( Y ) e 


注意到在研究过的例子里，积分奇异点的集合不依赖于参变量_于是，如果釆用 
上述具有固定奇异点集的反常积分一致收敛性概念，那么，显然这种含参变量反常 
重积分的一切基本性质能从常义重积分的相应性质和关于依赖于参变量的函数族的 


极限理论得到. 

我们不去转述这些在原则上已熟悉的事实,而宁愿利用发展了的工具去研究极 
重要的和经常遇到的（一维或多维）反常积分的奇异性本身依赖于参变量的情形_ 


具变奇异性的反常积分 


峰 


表不 


例 I 我们知道，在点 ： r € R 3 处的单位电荷的势用公式 U ( x y y ) = 

这里2/是 R 3 中的变点.现在，如果电荷以有界密度 M (岣分布在有界区域 Xd 一 
上.（在 X 外等于零)，那么，这些分布电荷的势 C /0/) 显然（根据势的可加性）可表示 

成以下形式 


x-y 


3 


M ⑻ 


(4) 


dx 


U ( x ， y ) jx { x)dx = 


U ( y ) 




-y 


X 


X 
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在最后的积分中，变点 y e R 3 起参变量的作用.如果点 y 在集合 X 夕卜，那么积 

_ 

y 时，有 | a : - y | — 0且点 y 对积 


分 （4) 是常义的.而如果 y e X ,那么当 X 3 
分是奇异的，这样一来随着2/的变化,这个奇异点也不断移动. 

因为 U ( y )= 这里 


X — 


"( X ) 


u e ( y ) = 


dx 


\x-y 


X\B( Vi e) 


那么自然地，与往常一样，我们称具可变奇异性的积分 （4) 在集合 y 上是一致收敛 
的，如果在 r 上当 


+0时，有 U e { y ) ^ U ( y ). 

设在 R 上有则 


€ — 


〆㈤ 


dx 


— 2ttM£ 2 


dx ^ M 


-y 


x-y 


X 


这个估计表明，对任何2/ GE 3 , \ U ( y ) - U £ ( y )\ ^ 2 ttM £ 2 ,即在上边所指意义下， 
积分 （4) 在集合 F = R 3 上一致收敛. 

特别地，如果能验证函数 U e ( y ) 对 y 连续,那么，依据一般理论就能推出势 U ( y ) 
的连续性.但是函数 U £ { y ) 的连续性不能从含参变量的常义积分的命题1得到，因 
为在我们的情况下，积分域也随变量2/而改变.因此，我们下边将研究所 
关心的关于函数 U e ( y ) 的连续性问题. 

注意到当|2/ —时， 


B{y,e) 


"(X) 


K x ) 


U £ ( y ) = 


dx 


dx + 


x-y 


x-y 


{X\B(y y e))nB(y Qi 2e) 


X\B(y 0 ,2e) 


这两个积分的第一个在条件 |y - yol < e 下对 2 /连续（作为有固定积分区域的常义 
积分).而第二个积分的绝对值不超过 


M 


2 


dx = 87 rMe ： 


x - y \ 


B(y 0 ,2e) 


因此，对于足够接近如的所有?/，将成立不等式 \ U £ ( y ) - U e ( y 0 )\<E + 1加^^ 2 •由 

此断定 U e ( y ) 在 y 0 E M 3 连续. 

这样一来就证明了，势 U ( y ) 在整个空间 R 3 上是连续函数. 

以上详细分析过的例子,使我们有理由引进以下一般定义. 

定义 1设 （1) 是对每个 yeY 都是收敛的反常积分.设 X e 是从集合 X 中挖 
去积分奇异点集的邻域后得到的集合①，而 F e ( y ) = f Xe f ( x lV ) dx , 如果在 Y 上 

+0时，有 F e ( y ) F ( y ), 我们就说积分⑴在集合务上一致收敛 

© 参看前面的底注. 


当 






第十七章含参变置的积分 


418 


根据这个定义以及类似于例3中的那些想法立刻推出以下有用的 

命题 4 如果积分⑴中的函数 / 满足估计式 |/(x,y)| < 

R,xeX cR n ,yeY CW 1 且 a < n ， 那么积分 （ 1) 在 V 上一致收敛 


M 


，其中 M € 


x-y 


例4特别地，根据命题4推出，势函数关于变量= 1,2,3) 形式地求导所 


得的积分 


- y l ) 

\x - y\ 3 


dx (i = 1,2,3) 


Vi(y) 




x 


- y { ) 


M 


在集合 y = m 3 上一致收敛，因为 




- y 


\x-y\ 


像例 3 那样，由此可得，函数％⑼在舻上连续 


dU 


ou 


现在证明，函数 U ( y ), 即势（4)，实际上有偏导数 
为此，显然只要验证 


dy % dy l 


Vi(y) 




b 


V i (y 1 ,y 2 ,y 3 )dy t = t% 1 ， y 2 ， y 3 ) 


就可以了，事实上， 


b 


b 




* 

t 


Vi(y)dy l = / dy 


dx 


一 y 


X 


b 


b 


d 


一 y l i i 


dy % 


dy % = / fi(x)dx 


fi(x)dx 


dy { \\x — y 


3 


x — 女 I 


x 


X 


b 


b 


fjL(x)dx 

\x-y\ 

上述计算中唯一不显然的地方是交换积分次序.在一般情况下，为能交换反常 
积分的次序,只要重积分关于所有变量绝对收敛就可以了.在我们的情形下，这个条 
件是满足的，因此，交换积分次序是合法的.当然，由于这里研究的函数比较简单，也 

可直接证明它. ' 

于是证明了，分布在空间 M 3 中具有有界密度的电荷所产生的势 U { y \ 是全空 

间上的连续可微函数. 

例3与例4所采用的方法和论证能完全类似地用来研究下面更一般的情况 • 


= U(y) 


设 


(5) 


K(y-ip(x))i){x,y)dx, 

其中 X 是 IT 中的有界可测 区域; 变量2/跑遍区域 y C R m ， 且 n < m ; p 
是光滑映射，它满足条件 rang ^^ a :) = n , || ip f ( x ) ||^ c > 0, 

更准确地说，是中的 n - 道路 ； K G C ( M m \ 0; R )， 即函数 K ⑷在 R m 中，除点 


F(y) 




X 


X ^W 7 

给出 n 维参数曲面 


9 



含参变置的重积分 


419 


0外，处处连续，在 z = 0附近它可能 无界; iP ： XxY ^ R 是有界连续函数.我 
们将认为对每个2/ e y ， 积分 （5) (—般来说是反常积分）存在. 

特别地，在上面我们所考虑的积分 （4) 中，有 


Z = 


= m, (p(x) = x, y) = K(z) = | 么 | _1 


不难证明，在对函数^所作的上述限制下，按积分 （5) 的一致收敛性的定义1， 
即对任何 a > 0,存在£>0,使对任何2/ e F ， 有 


K(y - (p(x))i ； (x,y)dx < a ， 


⑹ 


y-<p(x)\<£ 


这里的积分区域是 O G x\(y - ip ( x )\ < e )}®. 

命题 5 如果在关于函数 ip ^, K 的上述条件下，积分 （5) 在 Y 上一致收敛，那 

么 FeC(Y,R). 


命题6如果对积分 （5) 补充假设，函数#不依赖于参变量 y ( 即 ^( x , y ) = 

0( x ))， 且 KeC ⑴ ( M m \0， R ), 那么当积分 


dK 


(y - <p(x))^{x)dx 


dy l 


x 


在集合 yeY 上一致收敛时，能断定函数 F 具有连续偏导数，并有 


dK 


8F 


⑺ 


—(y - tp{x))i){x)dx. 


( y ) 






dy l 


X 


这些命题的证明，如已指出，完全类似于例3和例 4. 因此我们不再详述 • 

我们只需注意，反常积分的收敛性(对任何竭尽递增集列）蕴含它的绝对收敛性. 
在例3和例4中绝对收敛性的条件只在进行估计和交换积分次序时用过.作为命题 
5,6的应用的具体说明，我们再考察势论中的一个例子. 

例5设电荷分布在光滑紧曲面 5 CR 3 上其面密度为 v { x ). 这种电荷分布的 
势叫做单层位势，它显然是用曲面积分 




⑻ 


da(x) 


U ( y ) 




x-y 


s 


表示 • 

①这里我们认为集合 X 在 R " 中是有界的.在相反的情形，对不等式 （6) 还应补充一个类似的 
不等式，其中的积分域应取作忖 e x|M > i/e}. 
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设!/是有界函数,则当 2 / g S 时，这个积分是常义的,而且函数 _在 S 外无 
穷次可微. 

而如果 yeS , 那么在点 3 /积分有奇异性.这个奇异性是可积的，因为曲面 S 
是光滑的且在点 yeS 的邻域里与 R 2 平面块差别很小，而我们知道，< 2 ) 型 
的奇异性是可积的.利用命题5能把这种一般的设想转化为形式化的明，只要在 
点 y e S 的邻域％里，局部地把 S 表成 z #⑷的形式，其中 t e % C R 2 且 

gcp f = 2. 这时 


ran 


咖⑹ 

\y~^p(t)\ 


d(p d(f 


咖) 


da(x )= 


dt. 


det 


x-y 


v t 




而且，应用命题 2 还能证明，积分 （ 8 ) 表示的函数 U(y) 在整个空间 1R 3 上连续. 

已经指出，在电荷的支集外，体位势 （ 4) 和单层位势 （ 8) 都是无穷次可微的.在 

一样，势 


积分号下求导，同样地能够确认，在电荷的支集外，像 R 3 中的函数 


\x-y 


函数 U(y) 也满足拉普拉斯方程= 0 ,即在这个区域上是调和函数 • 


4. 高维情形的卷积，基本解和广义函数 
a. E n 中的卷积 

定义 2 定义在 R n 上的实值或复值函数 w 与 v 的卷积 


用关系式 


u^v 


(9) 


u(y)v(x — y)dx 


(u * v)(x) :— 


给出. 


例6比较公式⑷和⑼可得，例如，分布在空间 R 3 中且具有密度 M ㈤ 的电 
荷的势 K 是函数 M 与空间肢 3 坐标原点的单位电荷的势丑的卷积 * 五. 

关系式 （9) 是§4所研究的卷积的定义的直接推广，根据这个原因，如果处处把 
R 换成 IT , 所有在§4中对 n = 1详细讨论过的卷积性质以及有关结论,如果把那里 

的 R 都换成 R n , 仍然有效. 

中的5- 型函数族可像胶的情形一样地定义，只要把 R 换成 M n , 把 *7(0) 理 
解成点0 e R n 在 K n 中的邻域 即可. 

函数/ : G — C 在集合 ECG 上一致连续性概念以及§ 4 中关于卷积 /* A q 

收敛到/的命题5,所有细节和推论，都可推广到高维情形 • 

需要注意的只是，在§ 4 的例 3 和推论 1 的证明中,在定义函数 △„(;*:) 和 ( p ( x ) W , 
其中的 X ，相应地应换成 | x |. 为了证明用三角多项式逼近周期函数的魏尔斯特拉斯 
定理需要对§4的例4中引进的5-型函数族的形式作一点不大的 变动. 这时我们讨 
论的是分别对变量具有周期 2 \， T 2 , …，的连续函数 / Or 1 ，•••，#) 

的逼近问题. 


R 
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命题的内 容是： 对任何 e > 0,能够找到依赖于 n 个变量且对各个变量分别具有 
周期 T l 5 T 2 ,-.- , T n 的三角多项式,它在上以精度 e —致逼近 /. 

我们仅限于作这样一个说明，独立地对任意 n G N 的情形检验在§4中对于 
n = l 已经证明了的卷积 （9) 的那些性质,对读者来说是简单然而对理解§4的内容 

有益的练习. 

b . 多变最广义函数 


现在我们叙述高维的曾在§4中引进的与广义函数的有关概念 • 

和以前一样，设 C ^°°)( G ) 与 ( G ) 分别表示在区域 G ? cM n 上无穷次可微函 

数族和具紧支集的无穷次可微函数族.如果 G = R n , 那么将分别用省略记号 C ㈣ 

, m n ) 称为多指标，且记 


和表示.记 


=(爪 1， 


d 


d 


(m) 






dx 1 


dx n 


在 cf ( G ) 中引入函数 的收敛 性：像 §4 的定义 7 那样,如果函数序列{仰}中 
所有函数的支集都位于 G 中的同一个紧集中，且对任何多指标 m ， 在 G 上当 fc 
时，有=4 就是说，函数及其所有导函数都一致收敛,则称函数列 {^ fc } 收 

敛于 A 并记 作：当 /c 

定义3具有所引入收敛性的线性空间用 S )( G ) 表示（当 G = 3 R n 时 
用 © 表示)，并称为基 本函数空间或测试函数空间 

V ( G ) 上的线性连续泛函叫做广 义函数或分布 •它们构成线性的广 义函数空间， 

记作 ST ( G ) (当 G = R n 时，记作 2)'). ^( G ) 中的收敛性，像一维情形一样，定义为 

泛函的弱（逐点）收敛性（参看§4,定义 6) 

正则广义函数的定义可以逐字逐句地搬到髙维情形. 

5 - 函数和移至点 xo e G 的6- 函数，仍像以前那样定义，移至点: co 的 5 

数记作 S ( x 0 ), 或者，常常但不总是恰当地记作啦 - 仰). 

现在考虑某些例子. 

例 7设 . 


— oo 


时，在中， 


9 


^Pk 


― > 


— ^ (X) 


_ 


n 


A t ( x ) := 


{ 2 ay / wt) n 

其中 a > 0 , t > 0 ,x G E n . 试证：这些函数作为中的正则分布，当 * — +0时，在 


^ 中收敛到 R n 的 5- 函数 


为完成证明只需验证，函数族^当 * — +0时在中是5-型的 
利用变量替换，化重积分为累次积分和欧拉-泊松积分的值，得到 


+ 00 


X 


du 


e 1 2 。川 d 


A t ( x)dx — 


2 ay/iJ ( x / tt ) 


(\/7T) 
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另外，对任何固定的 r > 0,当 t — +0时， 




At(x)dx = 


d^l 


( v ^) 


十 点) 


B(0,r) 


最后，考虑到函数 A t ( x ) 的非负性推出,它们实际上组成 R n 中的5- 型函数族. 

例8下面的广义函数和（与分片光滑曲面 S 上具有单位分布面密度的电荷分 
布相对应）是 (5 -函数（例如，与放置在空间 nr 的坐标原点的单位电荷的电荷分布 
相对应）的推广 . 5 s 对函数 ipev 的作用由关系式 

I ip(x)da. 

Js 


n= 


定义. 


分布心与分布5 —样也不是正则广义函数. 

在 R n 中分布与 3) 中函数的乘积，可以和一维情形一样地定义 

例 9 如果// G 幻,那么 Ms 是按规律 


I (p(x)fi(x)da 

Js 


( 10 ) 


确定的广义函数. 

如果函数 M ( r ) 仅在曲面 S 上有定义，那么等式 （10) 可以看作广义函数的 
定义，这样引入的广义函数按自然的类比叫做曲面^上具有密度^的单层分布. 

多变量广义函数的微分原则上与一维情况一样，但有某些特殊的地方 • 

如果 F G D ; ( G ) 且 G c ET ， 那么广义函数 ^ 由关系式 


定义 


由此推出， 


, m n ) 是多指标，且 | m | = Z mo 

i=l 

,而这可从两个关系式 


( 11 ) 


其中 


(爪1， 


m 




d 2 F _ d 2 F 

dx i dx ^ dx ^ dx 1 


自然想验证 




( a 2 F \ _/ F ay \ 

\ dx ^ dx { 5 ^ / \ ， dx i dx ^ / 
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的右端相等得到.右端项之所以相等，是因为对任何函数^ e © 都成立古典等式 


d 2 ^p d 2 <p 

dx i dx^ dxWx 1 


例 10 现在考虑微分算子 D 其中 


= (^^1 ， • • . ，是多指标， 


d 


d 


是数系数，而和是关于某个有限的多指标集 


D 


dx 1 


dx 


求的 


算子 D 的转置或者 共轭， 通常记作* D 或/ 是用对任何 we ® 和厂£吖都 
成立的关系式 


(DF, ip) =： (F/ D^p) 


定义的算子. 

从等式 （11) 出发，现在可以写出微分算子 d 的共轭微分算子的 显式: 

_ 


D 


特别地,如果所有的 | m | 都是偶数且…则称算子 D 是自共扼微分算子. 
显然, ^( R 71 ) 中的微分算子保持了吖⑻中的微分法的所具有的一切性质.而 

现在让我们来研究以下高维情形的重要特例. 

例 11 设 S 是 R n 中光滑的 （n - 1) 维子流形，即 S 是光滑超曲面.假设定义 
在 R n \ S 上的函数/是无穷次可微的,而且它的所有偏导数对每个点工€ S 当从曲 
面5的任何一侧（局部）趋近于^时的极限都存在，两侧极限之差是所考察的偏导 

数在点： r 的跃度/|4,它对应着在 a ; 点穿过 S 的方向' 当这个方向改变时,跃度 

ryj * 1 _ _ _^ 

改变符号，这样一来，如果约定,譬如，用曲面的法线方向给出穿过曲面的方向，则可 
把跃度看成定向曲面上的函数. 

函数 g 在曲面 S 外有定义，连续，且局部有界.由所做的假定知，当趋近曲面 
本身时,/ _部最终有界的.因为 S 是 IT 的子流形,无论我们在 S 上如何补充定 

义|4,我们得到的函数或许在 *9 上间断，因而在上局部 可积. 但是仅在测度为 

0X 1 

零的集合上有不同值的可积函数有相等积分值，因此不必关心 盖在 S 上的值，可 
以认为它按规律 x 


( x)dx 


{ 


df 


产生一个正则广义函数 


dx i 


译者注.这里所说的“穿过 s 的方向，’并非以$为起点的向量指示的具体方向，而是指从曲 
面的哪一侧到另一側. 
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现在证明，如果把/看作广义函数，那么在广义函数微分法意义下，有以下重要 


公式: 


{S} + ( J/ ) 


df 


COS CkiSs 


( 12 ) 


dx l 


其中最后一项按等式 （10) 的意义 理解； ( Jf ) s 是函数 / 在点 : T € S 处沿任何一个 
(两个可能方向中的一个）单位法向量71上的跃度 


是 n 在轴 V 上的射影（即 


； COS 


n = ( cosc ^ ，… ， cosa n )) 


◄ 公式 （12) 是 §4 中等式 （17) 的推广，在公式 （12) 的推导中用到了等式 (17) - 
为确定起见,我们考虑 i = 1的情形，这时 


： ^ ~ ( i &) = ~ L{ f ' 


(x)dx 




dx —dx 






df 


(pdx 


.I dx — dx 


+ 


dx 1 


df 


j，.，j (J/) (pdx 2 - - - dx n . 




, x n ) e S 处沿第 i 个坐标轴方向穿过 s 


这里， _ T / 是函数 f 在点 : T = ( x \ x 2 , 

的跃度.在计算乘积 （ J 7) W 时，函数 W 也是在同一个点取值的.因此,上式中最后的 
积分能够写成第一类曲面积分的形式 


L ( J/ ) 


<p cos aider ， 


其中％是 o ： 1 轴与在点 XGS 法向量的夹角.法向量的取向是那样的，沿它穿过点 

>0. 只需注意, 

如果选取另一个法线方向，那么函数的跃度与 W 轴的方向和法线方向夹角的余弦 
同时改变符号,这就是说,乘积 ( If ) cos a , 不改变符号. ► 

注1如从证明中所看到的，如果在任一点 S 函数/的跃度 ( Jf)s 有定义, 
在 S 外存在偏导数而且14在 Rn 上局部可积（至少局部广义可积)， 

ux ^ 

是它产生的正则广义函数，则公式 （12) 仍然成立. 

注2在点 x e 处如果: r 1 轴不穿过亦即切于那么关于这个方向定义 
跃度1/可能产生困难,但从公式 （12) 的证明中看到,它最后一项由积分 


S 时，函数/正好有我们所得到的跃度 J /. 这只意味着, 


cosai 


df 


dx i 


/…/⑼ 


ipdx 2 • • • dx 


得到 
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这种点的集合在平面: r 2 , …，上的射影的 （ n-1) 维测度为零，所以它不影 

响积分的值.因此，公式 （12) 可以认为是有意义的并且总是正确的，只要当 
0时就令 ( If ) 

注3根据类似的理由，也可以忽略面积为零的集合，因此公式 （12) 对于分片 

光滑曲面应该认为是对的. 

s 

作为下面的例子我们将证明，怎样从微分关系式 （12) 直接得到古典的髙-奥积 
分公式，并且摆脱了多余的分析要求（关于这些我们当时告诉了读者)，具有最自由 
的形式. ’ 


cos as 


等于零 


S COS Oii 


例12设 G 是 f 中由分片光滑曲面 S 包围的有限 区域; 4 = (4 1 ，…，，: I 是 
G 中的连续向量场，且函数 divA = $ ^在 G 中有定义并在 G 上可积（至少在 

反常积分意义下). 1=1 

如果认为场 A 在 G 外等于零,那么场在区域， G 的边界 S 的任一点 a ： 处从区 
域 G 内移出时的跃度为 -4(0：). 设 n 是 S 上的单位外法线向量.把公式 （12) 应用 
到场4的每个分量并把这些等式相加，得到关系式 


divA = {divA} — (A * n)^g, 

其中 A • n 是向量 A 与 n 在点 xGS 的数量积. 

关系式 （13) 是广义函数的等式.将它应用到在 G 上等于1的函数0 G Ct 
(这样的函数的存在性与构造方法已经不止一次地讨论过).因为对任何函数 


(13) 


(A • V<fi)dx 


(14) 


(divA, ip) 






(它由广义函数微分法直接推出)，那么对我们的场4和函数也显然有 ( divA , = 0. 

但是考虑到等式（ 13 )，这将给出关系式 


0 = ({divA},^> - ((^* n)8 s ^), 


它的古典写法 


(A - n)da 


(15) 


divAdx 一 


0 — 


G 


S 


正是高-奥公式. 

再分析几个与广义函数微分法有关的例子 

例13考虑定义在 M 3 \0 上的向量场 A = 
中成立等式 


X 


并证明，在广义函数空间吖饵 3 ) 


3 5 


(16) 


47rJ_ 


div 




3 
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9 


X 


首先注意，在古典意义下，当 : T # 0时 , di 

_ 

现在依次利用关系式 （14) 定义的 div >4, 反常积分的定义，当 o : 一 0时的等式 

0,高-奥公式 （15) 及函数 p 的紧支性，得到 


= 0 


V - 

▼ ■ I A 


3 


X 


X 


div-^r 




X 


3 




X 


div ㈣ 


dx 


J (w' ▽ 咖 )) dx 


=—lim 

e—►+() 


e<|x|<l/e 


X(p(x) 


div 


dx 


= — lim 


3 


X 


G ― ^+0 


e<|x|<l/£T 


(x - n ) 


W ( x ) 


da 




x 


3 


= 47T^(0) = (47r5, if) 


如前，我们称满足 A ( E ) = S 的广义函数五 e D f ( G ) 为算子 A :吖 ( G ) — ^( G ) 


的基本解 


是拉普拉斯 


例14我们来验证，在吖陬 3 )中，正则广义函数 E ( x ) 






47 r | a ;| 


2 


2 


2 


d 


d 


d 


的基本解 


算子 A = 


dx 2 


dx 3 


dx 1 


x 


因此等式 div gradJ ? = S 


事实上， △ = div grad , 当 ; r / 0 时， gradB ( x ) 

可从已证明的关系式 （16) 推出， 

像例13 —样，能证明对任何 n e N ， n 彡2,在 R n + 




47 r |; r | 3 ’ 


x 


(16，) 


5, 


div 


=a 


x 


2W 2 


是 nr 中单位球面的面积 


其中 


a 


n 


r 


2 


由此并考虑到关系式 △ = div grad 能推出 


Ain | x | = 2 tt 6 在 R 2 中 


及 


-( n - 2) a n 5 , 在 R n 中， n >2 


△ 


X 


例 15 证明函数 


m 


E ( x , t )= 


C 4a^t , 


{2ayfKt) n 
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其中: r e R'k R ， i / 是赫维赛德函数（当 t < 0时，我们令 E ( x , t ) = 0 ) y 满足方程 


d 


77 — a 2 A ) E = S , 


dt 


其中 A 是 IT 中对 x 的拉普拉斯算子， 5 = 6 ( x , t )^ R ^ 

当 f > 0时 ，五 G C (°°)( M - +1 ), 直接利用微分法即可确信 


R n+1 中的 J— 函数. 


X 




t 


d 


— a 2 A } E = 0 ^ 当 t >0 时 


dt 


考虑到这个情况和例 7 的结果，对任意的函数 D ( R n+1 ) 得到 


d 


^5 ( T 7 T + O , 2 A 




dt 


J dt J E ( x , t ) f ^ + a 2 Aip \ dx 


+oo 


dt j E ( x , t ) [ + a 2 A(p ) dx 


= — lim 

£ —^+0 


e 


+oo 


dE 


— a 2 AE ) ipdx 


E ( x ^ e )< p { x , e)dx + 


dt 


lim 


dt 


e —+0 


R n 


E 


E ( x , e )( f ( x ^ 0 )dx + / E ( x ^ e )(^( x , e ) — < p ( x , 0 ))dx 


lim 


£—J^+O 


K 


E ( x ^ e )( p ( x , 0 )dx 


lim 


e—►H-O 


R n 


^(0,0) = { 6 , ip ) 




因此， (27 r , v ^)- n ^( t ) e - |a:|2/4a2t 是热传导方程的基本解 

例16证明函数 


H ( at -\ x \) 


E ( x ^ t ) 




a 


(其中 a > o 1 xeR x , teR u H 是赫维赛德函数）满足方程 


d 2 


d 2 


2 


E = 5 , 


一 a 


dt 2 


dx 2 


其中 5 = S ( x , t ) 是空间 V f ( R x x R t ) = D ^ R 2 ) 中的 5 - 函数. 因此， — if(af - \ x \) 
是弦振动方程的基本解. a 
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d 2 


d 2 


设 peS (] R 2 )， 简记1=^ 


^2,我们得到 


2 




dx I E ( x ^ t ) n a ip ( x ^ t)dt 


{ U a E ， if ) = ( E , n a ip )= 


m 


t 


+oo 


+oo 


— oo 


at 


d ~S dx 


d 2 (p 


1 


a 


dt 


dt —二 


dx 


dt 2 


2 a 


2 


x 


0 


/ ^ % ( X) l i) dx ~^l [s( aM) - s( _aM) ] 


dt 


2 a 


+°° dip 


JXl 


1 


-^7(— at ， t)dt 


dt 


2 


= -^(0,0) + -(^(0,0) = ^(0,0) = (6,( p ) 


2 


2 


在 §4 中我们充分详细地阐述了算子的基本解（脉冲响应函数）的作用以及卷积 
在根据保位移线性算子 Au = u 的输出确定输入的问题中的作用，那里关于这个方 
面所讲的一切都可移到髙维情形而无需作什么改变.也就是说，如果我们知道算子 
A 的基本解 E , 亦即如果那么也可以把方程= /的解 w 表示成卷积 

u = f * E 的 形式. 

例17这样一来，利用例16的函数 E ( x ， t )， 可以把方程 


d 2 u nd 2 u 

- '" 一 d 


2 


dx 2 


dt 2 


的解表示成函数 f 与 E 的卷积/ * E 


x+a(t—r) 


丁)狀 


u ( x , t ) 


dr 




2 a 


x — a(t— t) 


0 


譬如，在 / 连续的假定下，这个卷积显然存在.直接利用含参变量积分微分法容易验 
证， u ( x , t ) 确实是方程 [HaW = /的解. 

例18类似地,根据例15的结果，得到方程 


du 


=^-Au = f 


dt 


的解 


瓜”)_，在劣) 必， 


u ( x ^ t ) = 


dr 


e 


o 


譬如，假定函数 / 连续且有界,从而保证上式右端的卷积 f * E 存在. 我们指出，这些 
假定对此例来说并非是必须的.比如说，从广义函数的观点看,可以提出，当取广义函 

ip ( x ) S ( x ) 作为 f { x , t ) 时方程 每 -Au = f 的求解问题,其中# e e SV ( R ) 
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把这样的函数/形式地代入到积分号下，得到关系式 


冰) 




u(x, t ) = 


di 


Rn {2ay/wt) 


利用含参变量积分的微分法，可以确信，这个函数是方程 g - (2 1 2 A W = 0当 

t >0 时的解.注意，当 t — +0时，有 u { x , t ) ^ < p { x ), 这可从例7的结果推出，在那 
里已经建立了这里遇到的函数族的5-型性. 

例 19 最后，回忆在例14中得到的拉普拉斯算子的基本解，我们来求三维泊松 
方程 Aw = —4 irf 的解 


m 


u(x) — 










它与早些时候研究过的空间分布密度为/的分布电荷的势 （4) 是一样的，只是记号 

不同而已. 


如果把函数/取作 y ( x )6 s , 其中 S 是舻中的分片光滑曲面，那么形式地代入 
到积分中，就得到函数 


KO 


如 (0, 


u{x) = 




像我们已经知道的那样，它是单层位势，准确地说，它是以面密度分布在曲面 
ScR 3 4 上的电荷的势. 


习 


1. a ) 像例3中建立形如 （4) 的体势的连续性那样讨论单层位势 （8), 并证明它的连续性 ■ 

b ) 完成命题4与5的整个证明. 

2. a ) 证明：对任何集合 AfcR n 和任何 e >0 } 可以构造函数/ e C ( oo ) ( E n 5 R ). 同时满足 

以下面三个条件: V;r € R n (0< f ( x ) ( l ); Vx € M (/( x ) = l);supp/ CM e . (其中 M e 

是集合 M 的 e -邻域). 

b ) 证 明：对 ] R n 中任一闭集 Af ， 存在非负函数/ e 使得 ( f ( x ) = o)^(xe 


M) 


3. a ) 把 §4 的习题 6,7 的解推广到任意维空间 R n 的情形. 

b ) 验证： 广义函数知（单层）不是正则的. 

4. 利用卷积证明下面的魏尔斯特拉斯逼近定理的变体. 

a ) 任何一个在 n 维紧区间 / ClR n 上的连续函数/ : / 

数多项式一致逼近. 

b ) 如果把了换成任一紧集 KCR 71 并假定/ € C ( K , C ), 上述断言仍然正确 • 


能够在 J 上用 n 个变量的代 
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C ) 对 R n 中任一开集 G 和任何函数/ 6 C ( m ) ( G ， R )， 存在由 n 个变量的代数多项式巧构 

成的序列 { P k } 3 使得对任一多维指标 a := ( m ，… , a n ) y \ a \^ m , 在每个紧集 KcG 

上当 A : 

d ) 如果 G 是 R n 中的有界开集，/ e C ^( G , R ), 那么存在由 n 个变量的代数多项式 P fc 

组成的序列 { Pk }, 对任何(的，… ， an )， 在 G 上，当 fc 

e ) 任何一个关于变量 X 1 ,*-* , x n 分别具有周期 T u *.、 T n 的函数/ e COR ' R ) 在 R n 

中能够用关于相应的变量分别具有同样的周期 ， r „ 的三角多项式一致逼近. 

这个问题包含卷积的平均作用的进一步的知识. 

a ) 当时，根据闵可夫斯基的数的不等式，当 p > 1时，我们得到了闵可夫斯基的积分不等式 


时，4/⑷. 


— oo 


时， P ^ a) Z4 / (a) . 


—► oo 




(y* |a(x) + 6(x)| p tix^ < (/ l°l P ( a; )^ x ^ + (/ 问卩⑷ 血 ) 


1/p 


它同样又使我们预见到以下广义闵可夫斯基不等式 


1/p 


\ f \ p ( x , y)dx dy . 


x 


试证这个不等式，其中 p > l ， X ， y 是可测集（例如，分别是 R m 和 R n 中的区间)， 
并且不等式右端是有限的. 

b ) 把广义闵可夫斯基积分不等式应用于卷积/ * p ， 证明： 当 p > 1时， 


f /*fl IIp^II / 111 - \\9 Up , 


这里照例记 IK || P = (/ Rn \ u \ p ( x ) dx) l /r 

c ) 设 y ? G C ^°°)( R n ， R ) 且在 R 71 上有 0 彡 ( p ( x ) ^ 1, f Rn ( p ( x)dx = 1 .记 < p £ ( x );= 

Je ：= 当 e > 0 时. 试证： 如果 / € ! H p ( R n ) (即如果积分 J RTt \ f \ P { x)dx 
存在)，那么 / e € C ㈣ ( R '3 R ) 且 || / e llp^H / || p . 

注意，常称函数 / e 为函数 / 以％为核的平均. 

d ) 仍采用上面的记号， 验证： 在任何区间/ c R n 上，成立不等式 


-JP 


6 


€ 


| 八 一 / \\pj^ sup II T h f - f ||pj, 


h\<e 


其中卜 lk /= (fj M P ( X ) dx )" P ， 而 T h f(x)=f(x-h). 

e ) 试证： 如果 / e 9 l p ( R n ), 那么当 /i — 0 时， || rj 一 / || p ，/ 

f ) 试证： 对任何函数 / € 巩 p ( R n )， p 彡1，成立关系式 || / e llp^H / j | P ; 而且，当 e — +0 

时 ，\\ fe ~ f \\ p ^ 0* 

g ) 设 m p ( G ) 是在开集 GcW 1 上绝对可积且具有范数 1||| P ， G 的函数构成的向量空间，试 

证： 函数类 C 7(°°)( G ) n 识 P ( G ) 在 £ H P ( G ) 中处处稠密，这对于同样 
也是正确的. 

h ) 对上一问题 p = oo 的情况，相应地成立 命题: 任何一个在 G 上连续的函数能用 C ( oo ) ( G ) 

类函数在 G 上一致逼近. 


0 ‘ 
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i ) 如果/是脫上以 r 为周期的局部绝对可积函数，记 II / || P ， T = (/； +T \ f \ p { x ) dx ) l/p , 

用表示具范数 |||| P ( T 的线性空间，试 证：当 ° 

j ) 我们知道，若两个函数之中有一个是周期函数，那么它们的卷积也是周期函数.试利用 

这个事实证明：光滑周期函数类 c ( oc ) 在讯?'中处处稠密. 

_ 

_ 

a ) 采用例11中的记号并利用公式（12)， 验证： 如果/ e C ^ iWYS ), 那么 


+0时， tl/ £ »/ll 


0 


d 2 f 

dx i dx i 


{a5^} + ^(( J/ ) 


COS OtiSs 


COS Otjds^ 


df 


b ) 试证： 和式 l : 二 _ 

i = l V 


等于函数 / 在相应的点 X e S 的法向导数的跃度 


COS Oii 


dx l 


df 


，并且这个跃度不依赖法线方向的选取，等于函数/在点 r 曲面 S 两侧法向 


dn 


( 


df . df 


导数的和 

c ) 试验证关系式 


(X) 


+ 




drii dn2 


(增) 户 +磊((")，)， 


A/ = {△/} + 


d 


，而 { Jf ) s 是函数/在点 xes 


其中云是法向导数 （ 即^ ，十〜 

沿法线方向 n 的跃度. 

d ) 试利用得到的 △/ 的表达式，证明古典的格林公式 


a 


df 


dip 


( fA(p - cpAf)dx — 


f 


dcr. 


dn ^ dn 


其中 G 是 R n 中的有限区域，它的边界 S 是分片光滑 曲面； f 卻 e C ^( G ) f ] C (2) ( G ) 
且左边的积分至少在反常积分意义下是存在的， 

e ) 试证：如果函数对应于放置在空间 IR n 的坐标原点 O &的单位电荷，而函数 

对应于位于原点 O 沿 rr 1 轴正向电偶极矩为 +1 电偶极子（参看 §4 练习 11), 而函数 

u ( x ) S s 是曲面 S 上面密度为 y { x ) 的分布电荷的单层分布，那么，所谓双层分布的函数 
^^-{v(x)8s) 则对应着曲面 S 上密度为 v{x) 沿法向 n 的电偶极子的分布. 

on 

，试利用例 14 的结果 证明： 任何一个区域 G 上的 


dd 


dx l 


f ) 假定格林公式中的 W = 

C (1) ( G ) 类调和函数/能表成区域 G 的边界5上的单层和双层分布的势和. 


y 




1 


的势 • 我 


7. a ) 函数士是位于空间 R 3 的坐标原点的单位电荷产生的电场强度 A = 

\ X \ 

们知道， 


( 


Q 


qx 


4 丌 <5 


= AnqS ^ div grad 


= 4丌<5, div 


div 




MO 


应该是满足 

41 


试据此 阐明： 我们为什么认为函数 U ( x ) = / K 3 
的. 验证： 它的确满足所写的泊松方程. 


\U = —4 tt " 
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b ) 髙斯-奥斯特拉格德斯基公式的物理推论，即电磁场理论中已知的高斯定理，说的是: 

分布在空间中的电荷产生的电场强度穿过封闭曲面沒的电通量等于& (见第14章 

^0 

§2第2段)，其中 Q 是以 S 为边界的区域中的全部电量,试证这个髙斯定理. 

8. 试验证以下广义函数理论意义下的等式 

a ) AE = <5,如果 


G M 2 , 


In | x | ? 


x 


2 n 




E ( x ) 


r 




-(n_2) 


,x G R n ,n > 2. 


x 


27r n / 2 (n — 2) 


b ) (A + fc 2 )E = 5 ? 如果 


—ife|x| 


i / c | x | 


e 


e 


G R 3 . 


或 E ( x ) 


E ( x ) 


， ^ 










47r|x 


4tt\x 


2 


2 


d 2 


d 


d 


而 


2 


c ) U a E = (5, 其中 □« = 涵 


+ 


+ 


一 €L 


番 * 


dx 


dx 1 


H(at — \ x \) 


G K 2 ，i € M 


E ( x ) 


X 




或 


= .^^ S ( a 2 t 2 - | x | 2 ), 

Zna 


e{x)= SSi 6s 

其中 H ( t ) 是赫维赛德函数， = {xe M 3 || x | = at } 是球面， a > 0_ 

d ) 利用上面的结果，把具微分算子乂的方程 Au = /的解 u 表成卷积/ * 五的 形式. 例 

如，假定函数/连续，试验证所得到的含参变量积分确实满足方程= 


e R 3 ，teR 


X 


9. 关于液体体积积分的微分法 

空间中充满了运动的物质（液体).设 w = v ( t , x ) 和 P = p ( t , x ) 分别是物质在瞬时*和 

点 X 处的位移速度和密度.我们将关注在初始瞬间充满区域汍的物质的位移 ■ 

a ) 把充满区域仏的物质的质量表示成积分的形式，并写出质量守恒定律.这里仏是初始 

瞬间占据 O ) 的物质至时刻 t 时占据的区域. 

b ) 微分具变化积分区域（液体体积）仏的积分尸⑷=仏 /( t ， x ) dw , 试证： 

f(v,n)d<7, 




尸/⑴ = 


6 Q t 


其中 仏，(丫) 分别是时刻 * 的区域，区域的边界，在相应点处的体元， 
面元，单位外法线向量,流速以及内积. 
c ) 试证， b ) 中的 F f ( t ) 可以表示成 


+ div (/ v)J du 


df 


F \ t ) 




dt 


的形式. 
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d ) 对比习题 a )， b )， c ) 的结果，导出连续性方程^ + div (^) = 0 (这方面也可参看第 I 4 

章，§4,第2段). 

e ) 设 | 叫是区域 A 的体积.试证^ = divvdw. 

f ) 试证，不可压缩流体的速度场 v 是无散度的 (divv = 0); 无散度条件是演化介质的任意 

部分都不 可压蹿 （保体积）的数学表示. 

g ) 哈杏顿经典力牵系 统的禎 速度场 （氣办 满足皤密顿方程组 

H = H ( p , q ) 是系统的哈密顿函数.试遵循李特尔伍德证明，在哈密顿流动中相体积守 
恒.同时验证，哈密顿函数丑（能量）沿流线（轨道）为常数. 


- 


P = 
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些主要的与傅里叶 ® 级数有关的一般概念 


1. 正交函数系 

线性空间中向量的分解 


S3 


囑 


在整个分析教程中，我们不止一次地注意到各种各样的函数类关于通常的算 
术运算都构成线性空间.譬如，分析中最基础的定义在区域 X CR n 上的光滑函 
数类、连续函数类或可积函数类，这里所说的函数可以是实值的、复值的或更加 一 
般的向量值函数. 

从代数观点看，等式 


/ = otifi H -+ a n f n 


(这里力，/ 2 ，…， 九 是给定的函数类中的函数，而％是域 R 或 C 中的系数）指的 
是： 向量/是所考察的向量空间中的向量 / I ,'" ,/ n 的线性组合. 

通常，在分析中需要研究“无限线性组合”，即形如 


/ = > : a kfk 


( 1 ) 


的函数项级数. 

①傅里叶 （ J , Fourier ) (1768:183^ 是法国数学家.他的主要著作是《热的解析理论》 (1822), 其 
中有傅里叶推导出来的热传导方程和这个方程的分离变量解法（傅里叶方法）（见本节例 15). 傅里 
叶方法的关键是把函数展成三角级数（傅里叶级数 )_ 嗣后，许多大数学家都从事过这种展开的可 
能性的研究.特别地，这些研究导致实变函数论、集合论的建立,也促进了函数概念本身的发展_ 
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为定义“级数和”，要求在所考察的线性空间中给出了某个拓扑（特别地,给出某 
—距离)，使能够做出关于差 f - Sn 趋于零的判断. 这里^ = f a k f k . 

古典分析中在线性空间里引进距离的基本方法是在这个空 S 1 中定义向量的范数 

_ 

或任两向量的内积,第10章§1讨论了这些概念. 

故在，我们只考察装备了内积的空间（如同以前，内积用符号〈，〉表示)，在这种 
空间中,如同在解析几何已熟知的三维欧氏空间的情形一样，可以论及正交向量、正 
交向量系和正交基. 


定义1在装备了内积 <，> 的线性空间中,向量 Ay 叫做（关于这个内积)正交 


的，如果 ( x , y > = 0. 


定义2向量组 { x k ； keK } 叫做正交的，如果它的(对应于不同足标的)向量是 


两两正交的. 


定义3称向量组（系） { e k ;k e K } 为规范化正交组（系）（或规格化正交组 

(系 ))， 如果对于任何指标€瓦，成立关系式 ( ei , ej )= S i：i . 这里心是克罗内克记 


号， 亦即 


1,如果 i = j , 

0,如果 

, x n 为线性无关向量组， 如果仅当 

... = o； n = 0时成立等式 OL \ X \ + CX . 2X2 + . ， . + OL n X n = 0 (在第一'种情形， ◦ 是系数域 

中的零,在第二种情形，0是空间中的零向量). 

■ 

称线性空间中的一个向量组为线性无关向量组，如果它的每一个有限子组都是 
线性无关的. 

现在我们感兴趣的基本问题是向量空间的向量按给定的线性无关组展开畔问题- 
注意到今后讨论的是函数空间（它可能是无限维的)，我们应特别地考到，这 
种展开可能导致形如 （1) 的级数.这正是上边提出来的基本问题所具有的分析因素， 

而这个问题本身是一个代数问题. 

从解析几何教程中知道，按正交组和规范化正交组展开，与按任意线性无组 
展开相比，具有许多技术上的优越性（容易计算展开 系数; 根据向量在规范正交基下 

的坐标容易计算这些向量的内积，等等). 

正是这个原因，我们的主要兴趣在于按正交组的展开，在函数空间中，这就是按 

正交函数组的展开或傅里叶级数展开，这一章就研究这些问题. 

_ 

_ 

b. 正交函数组的一些例子 

把第10章§1的例12发展到线性空间 9 l 2 ( X ; C ) ±. 这个空间是集合 XdR n 

上的局部可积，且其模的平方也在 x 上（在常义或反常积分 k 义上）可积的函数的 


= 


定义4称有限向量组 


a\ = o?2 


XI ， 
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空间.我们引进内积 


〈/，5) := / ( f ^ g )( x)dx 


( 2 ) 


x 


由于 I /3 K # l / l 2 + l 5 l 2 )， 等式⑵中的积分收敛，也就晕说，合理地定义了童(/, 5 > 

如果讨论的是实函数，则在相应的实空间中，关系 （2) 化作等式 


</，5>:= / { f - 9 ){ x)dx 


(3) 


x 


基于积分的性质，容易验证，所有在第10章§1中指出的内积公理在这种情况 
下都成立,如果把只在 n 维零测度集上有区别的函数彼此等同的话.本节以下部分， 
将在等式 （2) 和 （3) 的意义下理解函数的内积. 

例1我们记得，对于整数 m 和 


n 


0，如果 m # 

27T, 如果 

0,如果 m # 

如果771 — 71 ^ 0, 

2 tt , 如果 


n ， 


⑷ 


dx = 


e 


e 


m = n ; 


— 7T 


n ， 


(5) 


cos mx cos nxdx = 


兀， 


— TT 


n = 0; 


m 




( 6 ) 


cos mx sin nxdx = 0; 


0,如果 m # 

如果 m = n ^ 0 

6 Z } 是空间 ([- T ， TT ], C ) 中关于内积 （ 2 ) 

的正交向量组， 而三角 函数组 {1, cosnrc , sinnz ; n G N } 是巩2([- ^ ■，开 ]，®) 中的正交 

向量组.如果把三角函数组看作 9 M [-7 T ,7 T ], C ) 中的一组向量，亦即允许做它们的 
复系数线性组合，那么，根据欧拉公式 


n ， 


⑺ 


sin mx sin nxdx = 




这些关系表明，指数函数组 { e -- 


;n 


= ( e inx + 


cos nx i sin hx , cos nx 


2 


上述两个函数组能彼此线性表示，也就是说，它们 
根据这个原因，指数函数组 { e -- nGN } 也叫三角函数组，或更 


-( e ^ 


) 


nx 


— mx 


— ^sinnx = 

在代数上是等价翁 

准确 地说，叫 三角函数组的复形式 


— 6 


e 




{ 


关系⑷一⑺说明，所考察的组是正交的，但不是规范化的，而组 


znx 


e 


孤 ， 


}， 


gN | 是正交规范化的. 

如果代替区间 [-7 T ,7 r ] 取任意区间 [- U ] G . R , 则利用变量替换可以得到类似的 

组 G Z } | l,cos ynx , sin ynx ; n G n | 

中是正交的，也可&得到应的规范化正交组 


n G Z 


cos nx , 


sin nx ; n 


7 T 


，它们在货2([-«，化 C ) 和识 2([- M ; 


R ) 


}，{ 


7 T 


7 T 


e^^neZ 


sin — nx ] n G N 


cos — nx y 


V2V \Ti 


Vi 


V21 
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12 设 4 是1^中的区间，而八是1^中的区间，又设 {/办)} 是 贝 2 (4，欣) 
中的正交函数组，而{沁⑷}是9^2 (4 , R ) 中的正交函数组.于是，从富比尼定理得 

到，函数组 { ui ^ y ) := fi ( x ) 9 j ( x )} & ^ 2 ( I X x I y , R ) 中的正交组， 


!l 3 注意，当 a 〆 /?， 


1 / sin(a — (5)1 sin(a + p)l 

Of + /? 

Ptgal — atgj 3 l 


sin ax sin ( 3 xdx =- 


ex — p 


2 


o 


=cos al cos /dl 


2 


-/? 2 


a 


tgal = 勢， 则原积分等于零.因此，如果 


由此可见，如果量 a 和0满足 


/? 


a 


是方程 tgy 二咳的根的序列，这里 C 是任意常数，则函数 
组 ism ^ nxy.n e N } 在区间 [0， Z ] 上正交，特别地，当 c = 0时， 我们得到熟悉的函数 


〈 fn < 


6 <《2 < 


■ 


■ « 


* « 


* 


€N 


;n 


nx 


我们来研究方程 


d 2 


^2 + ^( X ) ) U ( X ) = 久乜⑷， 


这里 g G C 7 (00) ([ a ，6]， R )， 而 A 是数值系数 • 假设 C (2) ([ a ,6]， IR ) 类函数 m 2 , …在 

匡间 [ fl ，&] 的端点等于零，而它们的每一个都满足系数 A 取相应的值 A 2 ，…时的 

给定的 方程. 我彳 I ]证明，如果 A j ^ ,则函数 tij , Uj 在 [ a ，6] 上正交. 

事实上，由分部积分得 


d 2 


b 


d 2 


^2 + ^) ) C Uj 、 x 、 dx= Ui{x) ( ^2 +9W ) U j( X ) dx 


根据方程，由此推出 


入 i〈Ui ， Uj 〉 _ 〈以 iJ 〉 * 


由于 A ; # Aj ， 所以我们得到 ，〈叫，巧》 

特别地，如果在 [ a ，6] 上 g ( x ) 三0,而 [ a ，6] = [0， tt ]， 我们重新得到 [0， tt ] 上的正 


0 




交组 :{ sinn ; r;n G N } 


进一步的例子，其中包括对数学物理很重要的正交组的例子，读者可在这一节 


的练习中找到. 


正交化 

• • 

_ 

人们熟知，在有限维欧氏空间中，以任一线性无关向量组为基础，用典型方法 


C 


« 
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(借助格拉姆 ® 

甚至规范化正交的向量组.显然，在任意内积空间中，用这样一个方法，也可以把由 
它的向量*01,42,…构成的任意一个线性无关组规范正交化. 

我们记得，产生规范化正交组 … 的正交化手续可以用下面的关系式表 


施密特 ® 正交化手续)，可以建立与给定的向量组等价的，正交 


出: 


矽2 —〈矽 2, Pl 〉 V?l 

HA — (^^ o^iir 


矽1 


^1 = 


^2 = 


I 矽 1 II ’ 


VVi — {^ n ? ^ Pk)^Pk 


^Pn = 


\\^Pn - {^n? ^Phj^Pk || 

fc=l 

例 5 < H 2 ([-1,1], R ) 中的线性无关组 { l , x , x 2 , - } 的正交化产生所谓勒让德正 
交多项式.我们指出，习惯上我们不把这样得到的规范化正交多项式组本身叫做勒 
让德多项式，而是把与它们成某一比例的那些多项式叫做勒让德多项式.选择比例 
因子使多项式的最高次项系数等于1，或多项式的值当 z = 1时等于 1. 这时，函数 
组的正交性显然没有被破坏，而规范性， 一 般说，就丧失了. 

我们已经遇见过由罗德里格斯公式 


1 d n (x 2 - 1) 

2 n n! 

定义的勒让德多项式.对于它们有&⑴=1 

按最高次项系数等于1规范化的头几个勒让德多项式是: 


Pn ⑻= 


dx n 


Po(x) = l,Pl(x) = X,P 2 (x) = x 2 - -,P 3 (x)= 




3 


正交规范化勒让德多项式的形式是 


2n + 1 


Pn (^) 


Pn ( x ) = 


2 


其中 n = 0,1，2,… 

经过直接计算即可断定它们在区间 hi , i ] 上的正交性.釆取上述公式作为多项 
式 P n ( x ) 的定义，我们来检验勒让德多项式组 { Pn ( x )} 在区间[-1，1]上的正交性. 
为此只要验证多项式 P n ( x ) 与多项式1, IT , 

项式的线性组合能得到 k<Tl 次的一切多项式 P k ( X ) • 

祕姆 ( Gram )(1850-1916) 是丹麦数学家,他继承了 II . A , 切比雪夫的研究，掲示了按正交组 

展开与最佳平方逼近之间的联系（参看下边的傅里叶级数)、正是在这些研究中，产生了正交化手 

续和著名的格拉姆矩阵（参看第12章§4和本节 （18) 式). 

③施密特 ( E . Schmidt )(1876—1959) 盛德国数学彖,为_察积分方程研究过希尔伯特空间的几何， 

并用欧氏几何的语言描述了它. 


- 1 都正交即可，因为由后边这些多 
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事实上，当 fc < n 时，经分部积分，得 


1 f l d k + 1 x k d n 」 fc -Hx 2 - l) n 

k \ 2 k dx k+1 


k 


P n ( x)dx = 


dx = 0 


n — k — 1 


dx 


关于分析中正交函数组的起源的某些知识将在这一节最后一段以及为它编排的 
练习中给出，而现在，我们返回到与线性内积空间中向量按给定向量缉展开方面的 
基本一般问题. 


d. 内积的连续性和毕达格拉斯定理 

_ 

我们不仅要考察有限多个向量的和，还要考察无限多个向量的和（级 数). 在这 
个方面，我们将发现，内积的连续性能把内积的熟知代数性质推广到级数情形. 

设 x 是具内积〈,〉的向量空间，从而具有由内积诱导出的范数 iwi :=v^y 

(参看第10章 §1). 由向量 x 构成的级数|：恥收敛于 x e X，记作_ 

正是按这个范数定义的. 11 


引理1 (内积的连续性）设〈，>:义 2 — c 是 C- 线性空间 x 中的内积.那么, 

a) 函数 ( x , y ) ( x , y ) 是变元 ( x , y ) 的连续函数； 

b) 如果： C = X) x i 


，则 〈x，y〉= ^2 ( xi , y ); 


是 x 中的規范正交向量组， a； = E xie 《， 则〈①， y > = 

i —1 i=l 


c ) 如果 e ^ 2 , 






命题 a) 由柯西-布尼雅可夫斯基不等式（参看第10章 §1) 

\{x - x 0 ,y - y 0 )\ 2 ^ ||：r — x 0 || 2 , \\ y - yo \\ 2 


推出 • 


由 a) 可推出 b)， 这是因为 


= ^ y ) +〈 >: x i ， y )， 


i = n+l 


时有 E 


而当 


o 


Xi 


― y 


n —► oo 


i=n+l 


命题 c) 由重复使用 b) 并注意 关系式 ( x , y ) = ( y , x ) 得到. ► 

从刚证明的这个引理直接推出 

定理（毕达哥拉斯①） 

①毕达哥拉斯 (Pythagoras of Samos ) (大约公兀前 58 0 —前 5 00)是杰出的古希腊数学家和唯 

心主义哲学家，毕达哥拉斯学派的奠基人 • 这个学派发现了正方形的边和对角线是不可公度线段. 
这使古人为之 震惊. 古典毕达哥拉斯定理本身，在毕达哥拉斯以前很久，许多国家的人就已经知道 

了，（当然，可能没有证明). 
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a ) 设 { xi } 是一组彼此正交的向量， 而 x = 则 || x || 2 = 2 

* * 

2 , 2 , 

b) 如果 {ej 是规范正交向*组， 而 X = 则 IWI 2 = E |^| 2 . 


傅里叶系数和傅里叶级数 

傅里叶系数和傅里叶级数的定义 

■ 

S { e f } 是规范正交组，而认}是具内积〈,〉的空间中的正交向量组. 
设 : r = Y ： x %. 在向量 x 的这个展开式中，系数 P 可直接 求出： 


» 


鲁 


i ( xji ) 

{lij 1%) 


如果 0 〜则该式可简化为 


〈 X， ej 


我们看出，如果向量 x 本身以及正交组 认 }( 或 ( ej ) 是给定的，则关于 d 的公 
式有意义.为了计算 V 不再需要等式 ： r 二乙《％(或 z 


{ 


{ x ^ 


为向量 a : e X 在正交系认丨下的傅里叶系数. 

如果向量组是规范正交的,则傅里叶系数有 {( x , ei )} 的形式. 

从几何观点看，向量 : c e X 的第 i 个傅里叶系数 ( x , ei ) 是这个向量在单位向量 
ei 的方向上的射影,在熟知的三维欧氏空间 R 3 的情况，设给定了它的规范正交标架 

I 

ei , e2 , 63 ,这时，傅里叶系数 f =〈$， ei)(i = 1 , 2 , 3) 是向量 x 在基 ei ， 62 , 63 下的坐标, 
它们出现在展开式 a = Wei + a : 2 e 2 + rr 3 e 3 中. 

如果给我们的不是三个向量 

GM 3 都能成立展开式 z = x l e 1+ x 2 e 2 . 虽然如此，在这种情形依然可以定义傅里 

的平面 L 

上的射影.在平面 L 的一切向量中，向量&在下述意义下最接近向量 a ; : 对于任何 

向量 2 / 6 L ， 成立0 - y || > ||:r - : r e ||. 这就是傅里叶系数的美妙极值性质.下边我们 
转入对它的一般情况的讨论. 


定义 5 称数 


\^ i ? ^ i ) 


而是两个向量 ei , e 2 , 那么，远非对每个 


己1，已2,已3, 


X 


叶系数 d = 〈 X ， 6 i),i = 1,2,向量 ar e = + x 2 e 2 是向量 a: 在向量 


定义 6 如果 X 是具内积〈，〉的线性空间，而 LZ 2 , …人 ，…是 X 的正交向 
量系，那么，对任意向量 xGX 令级数 


( xjk ) 

^ ( h , h ) 


E 


⑻ 


与之对应. 



整主*的与傅里叶级数有关的一般概念 


441 


这个级数叫做向量: r 关于正交系 {&} 的 傅里叶级数. 

如果是有限组，则傅里叶级数就化成有限和. 

在规范正交系 { ej 的情形，向量 : r e X 的傅里叶级数可简单地写成 


00 


^{x,e k )e k 


X 


k=l 


的形式 


例6设 X = m 2 ([-7 r ，7 r ]， R ). 在这个空间中考察例1中的正交系 { l ， cosfcx ， 
kx;k e N }. 与函数 / e 对应的关于这个正交系的傅里叶级数是 


sm 


« o (/) 


+ 5 Z a fc(/) cos + h ( f ) sin k 


f 


x 


2 


fe = l 


a 0 ( f ) 的因子^的设置为的是能得到傅里叶系数的如下统一公式 


7 T 


办⑺ 


f ( x ) cos kxdx ^ fc = 0,1，2, 


⑼ 






7T 


f ( x ) sin kxdx , k = 1，2 , . ㉝ 


h ( f )= 


( 10 ) 


7T 


如果 /( x ) 
在这种情况，得 


贝!1 叫= 0, fc = 0,1，2, 


，而 h = (— l) fc+1 r ，fe = l ，2, 


因此， 


x ， 




k 


/ ⑷ =X-^(-l) fc + 1 


- sin kx . 


k 


fc=i 


例 7 在空间巩 2 ([-7^]，€；)中考察例 1 中的正交系 { e ikx ;k e Z }. 设/ 
iH 2 ([-7 r ,7 r ], C )： 根据定义5和关系式（4)，函数/在正交系 { e ikx } 下的傅里叶系数 

用公式 


e 


〈/( x )， e ， 


7T 


f ( x ) e^ ikx dx 


c k ( f ) 


( 11 ) 




(^ikx gifcxJ 


2 丌 


表不 


比较等式 (9),(10),(11), 并注意到欧拉公式 = cos(p + i sin ( p , 我们得到，同一 
个函数关于实和复两种形式的三角函数系的傅里叶系数之间有如下 关系： 


卩 (afc — ibk )， 如果 A ; > 0, 
-( a^fc + ib — k ), 如果 A : < 0. 


( 12 ) 


Cfc = 


为了使公式 （9) 和 （12) 中的情况 A : = 0不成为例外，（假设6 0 = 0) 用 a 0 表示 
的不是开头的傅里叶系数本身，而是它的两倍之大，上边就是这么做的. 
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b . 傅里叶系数和傅里叶级数的基本一般性质 

下述几何事实是本段的关键. 

_ 

引理 2 (垂线引理） 设{心}是空间 X 中的一组（有限多个或可数多个）非零 

的相互正交的向量，且向量 : r e X 关于 Ofc } 的傅里叶级数收敛于向量抑 e x . 

_ 

那么，表达式 x = xi + h 中的向量 ft 必正交于： Cf ; 其次， / i 正交于由向量系{心} 

生成的线性空间及其在 X 中的闭包. 


◄ 注意到内积的性质，只要对任何量 e {4} 验证 ( h , l m ) = 0 即可 
我们有 


Ik ) 
〈《 A :，《 fc 〉 


E 


h 


fl/ —- ~■" * 2 /£ — CC 


因此， 




〈^ fc ，《 m 〉 


( x , l m ) 

{^m j ^ m ) 


〈之 m ，^ m 〉 = O . 


= (37, lm ) 一 


垂线引理在几何上是很明显的，而且，在第 2. a . 段中考察三维欧氏空间中由两 
个正交向量构成的向量组时，我们实质上已经指出了这个引理. 

根据这个引理可以得到一系列关于傅里叶系数和傅里叶级数性质的结果. 

贝塞尔不等式 

考虑到展开式 


+ / I 中向量而和 h 的正交性，根据毕达哥拉斯定理得 
到, M 2 = |叫| 2 + _| 2 (斜边不小于直角边).这个关系式用傅里叶系数的术语写出 

来就叫做贝塞尔不等式.让我们把它写出来.根据同一个毕达哥拉斯定理，有 


X ― XI 


(工， l / c ) 

{^fcj ^ fc ) 


x i \\ 2 = ^2 


(13) 


〈 Zfc ， 4〉 


fc 


因此， 


{ lk ， lk 、 

这就是 贝塞尔不等式 .对于规范正交向量系 { e k }, 它变得特别简单: 


E 


^ Ikli 2 . 


(14) 


X^, e fc>P 彡 M 2 . 


(15) 


用傅里叶系数叫，一般的贝塞尔不等式 （14) 可写成 El « fcl 2 队 II 2 < IWI 2 , 它在 

_ 

规范正交系下化成 EI 叫 j 2 < hll 2 , 2 
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假若空间 x 是复的，对于傅里叶系数叫上边所写的|%|表示的是％的模. 
这种情形下，傅里叶系数可取复数值. 

我们注意到，在贝塞尔不等式的推导中，我们应用了向量^的存在性假定以及 
等式 （13). 但是，如果 {4} 是有限组，则向量: Ti 的存在性是没有问题的（因为这时 
x 的傅里叶级数是有限和).因此,不等式 （14) 对的任何有限子系成立，从而对 
整个 {4} 也成立. 

_ 

例8 对于三角函数系（参看公式 (9),(10)), 贝塞尔不等式有如下 形式： 

k(/)l 2 


EK(/)I 2 + _I 

fe=l 

对函数系， { e ikx \k E Zj (参看公式 (11)), 贝塞尔不等式特别优美 


\ f \ 2 ( x)dx 


(16) 


< - 




\ f \ 2 { x)dx 


(17) 


完备空间中 傅里叶 级数的收敛性 

设 E = Z (^ e k ) e k 是向量关于规范正交系的傅里叶级数.根 
据贝塞4不等式级数 E | a : fc | 2 收敛.根据毕达哥拉斯定理， 


|^ m e m + 


+ \ x n 


+ 


4 * 


根据级数收敛性的柯西准则，这个等式右边部分，对于充分大的 m 和 n > m 能 
小于任意指定的 e > 0. 于是;在这时有 


-f^enll < sfe 




因此，一旦原空间 X 关于由范数 || or || = v ^) 诱导的距离完备，傅里叶级数 

就满足级数收敛性的柯西准则，从而收敛. 

fc 为了书写简便，我们只关于规范正交系对傅里叶级数进行了论证.但所有论证 
对关于任意正交系下的傅里叶级数都是有效的. 

傅里叶系数的极值性质 

现在证明，如果向量 x e X 关于规范正交系 { efc } 的傅里叶级数 J 2 xke k = 
- T ,{ x , e k ) e k 收敛于〜6 X ，则正是这个在由张成的空间 L 的^切向量 

k 

y ~ T 2 a k^k 中，是最近似于向量 a ; 的，亦即，对一切 yeL , 航 


\x - x e \\ < ||x - y \\, 


而且该式中的等号仅在 


时成立 


y — x 
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事实上,根据垂线引理和毕达哥拉斯定理，有 

11 ^ - y I 2 = 11(^ - x e ) + ( x e - y)f = \\h + ( x e - y )\\ 

I 

=||/ l|| 2 + || x e - y|| 2 ^ \\hf = || x - 


2 


2 


X 


关于正交系的展开.假定 & 在 x 中 
要寻找这组向量的线性组合 f ： CXk^k 使 


例9稍微离开一下我们的主要目标 
任意给定了一组线性无关的向量 x l5 

其为给定向量^ € X 的最佳逼近.由于在由向量 
正交化方法能构造一个规范化正交组 ex,--- ,e n , 使它也生成 L, 所以，根据傅里叶 

系数的极值性质可得，存在唯一的向量別 e L 使 ||x - 而 || = inf || o ; - y ||. 由于向量 


■ ■ ■ — r ~i"r • 


，: r 


k 


生成的空间 L 内，用 




y^L 


的 


与 L 正交,从等式 xi + h = x 得到未知向量 a 关于向量组 ; ri 

所满足的方程组 如下： 


h = x — xi 




展开式 Xi = a kXk 的系数 


， a 


o?l ， 


fc=l 


+ ( x n , xi ) a n = { x , xi ), 


{xi,xi)ai + 


* • « 


(18) 


( xi , x n )ai + ■ ■ • + { x n , x n ) a n = ( x , x n ) 


这个方程组的解的存在性和唯一性从心的存在性和唯一性推出.根据格拉姆定理， 
由此得到，这个方程组的行列式不等于零.换句话说，我们顺便证明了，线性无关向 
量组的格拉姆行列式不等于零. 

这个逼近问题和相应的方程组 (18), 我们已经指出过，出现在，譬如，根据高斯 

的最小二乘法（也可参看练习 1) 对实验数据的处理中 .. 

_ 

完全正交系与帕塞瓦尔等式 

4 

定义7 赋范空间 X 中的向量组 { x ai a 6 A } 叫做关于集合 E G X 是完全 

的(或在五中完全)，如果任意的向量 xeE 都能在空间 X 的范数意义下以任意精 
确度用该向量组中向量的有限线性组合逼近. 


C 


■ 


如果用 L { x a ) 表示该向量组在 X 中的线性包（亦即该向量组中向章的一切有 

限线性组合的全体所成之集)，则定义7可以改述如下： 

向量组 { x a } 关于集合 ECX 完全，如果 E 包含在该向量组的线性包的闭包 


L ( x a ) 中 


例 10 如果 X =五 3 ,而 ei ， e2 , e3 是五 3 的基底，则向量组 { ei , e2 , 63 } 在 X 中 

■ 

完全,而向量组 { ei ， e 2 } 在 X 中不完全，但关于集合 L { e u e 2 } 或它的子集五完全. 

例11把函数序列看做是向量空间 m 2 ([ fl ，6]， R ) 或 fH 2 ([ M }， C ) 中 
的一个向量组= 记 C [ a ， b ] 是连续函数子空间.那么，这个向量组 

关于集合 C [ a , 6] 是完全的. 
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事实上，对任何/ G C [ a , b ] 和 e > 0,根据魏尔斯特拉斯定理，存在代数多项 

\ f { x ) - P { x )\ < £. 但由此可得 


式 P ( x ) 使 


max 

xe[a,6] 


< e\/6 — a ， 


11 / 一尸 


从而,用向量组 { x fc ;ifc = 0, l ,2, - } 中的函数的有限线性组合可在空间 SH 2 ([ a ,6], M ) 
或 ( H 2 ([ a ,6], C ) 的范数意义下任意精确地逼近函数 /. ► 

我们指出，在该例中，与在例10的情况不同，并非 C [ a , b ] 中的每个连续函数都 
是上述向量组中的元的有限线性组合，而仅仅是能用这种线性组合逼近.因此，在空 

间巩 2 ([ a ，6], R ) (或汛 2 ([ a ,&]， C )) 的范数意义下成立 C [ ai b ] cL { x n }. 

k 

例12如果从函数组 { l , cosfcx , sinfca;;fc G N } 中拿走一个函数，譬如1，那么， 
所得的函数组 {cos kx , sin kx ; k eN } 在 ％([- 或脫）中将不再是 

完全的 • 


事实上，根据傅里叶系数的极值性质，在长度为 n 的所有线性组合 


T n (x) = y^(ofc 


kx + bk sin kx ) 


COS 




中，只有其系数和是函数 f ( x ) = 1 关于正交组 { coskx , siiikx]k e N } 的傅里 

叶系数时， T n ( x ) 给出函数/⑻三1的最佳逼近.然而，根据关系式⑼，该最佳逼近 

多项式应为零多项式.因此， 


=> 0 , 


| l - T n ||>|| l || = 


从而，用该函数组的函数的线性组合逼近/(4三1 的误差不可能小于等于 ► 

■ 

定理（正交系宪全性条件） 

设 A ： 是具内积 U 的线性空间， 而 h , h , … X ，… 是 X 中有限或可数多个非 

零的相互正交的向量.那么，以下诸条件彼此等价： 

a ) 向量组 { Zfc } 关于集合五 C X ① 完全； 

b ) 对任何向量 X e E CX 成立（傅里叶级数）展开式 

(x,lk) 

0>k j ^fc) 


X =〉 ' 


( 19 ) 


Ik] 


k 


①特别地,集合五可能因各种不同的兴趣的原因只由一个向童组成 _ 
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) 对任何向量 X € 五 C X 成立（柏塞瓦尔①）等式 

\( xJk )\ 2 

( hJk ) ■ 

对于规范正交系 { e k }, 等式 （19) 和 （20) 有特别简单的形式 


( 20 ) 


y^{x,e k )e k 


(19，) 


和 


ii^ii 2 = ^ 2 \^^ k )\ 2 

k 

这样一来，重要的帕塞瓦尔等式 （20) 或（200,实际就是用傅里叶系数的术语写 
出的毕达哥拉斯定理. 

现在来证明上边叙述的定理. 

_ 

◄ a ) ^ b ) 根据傅里叶系数的极值 性质； 

b ) 今 c ) 根据毕达哥拉斯 定理； 

c ) ^ a ) 因为由垂线引理（参看 b 段)，根据毕达哥拉斯定理得 

— { x 7 h ) 


m 


^ ( hJk ) 

K 4〉 l : 

J {^>kt ^fc) 

注 我们指出，从帕塞瓦尔等式可推出正交系关于集合 ECX 完全的如下简单 
必要条件:在五中不存在非零的与该正交系中的向量都正交的向量. 

作为对上述定理和注的有益的补充，我们来证明以下一般 

命题设 X 是具内积〈，〉的线性空间，而〜，❿，…是 X 中的线性无关向量组 • 
为使向量组{抑}在 X 中是完全的， 

a ) 必须在 X 中不存在非零的与 { a :*} 中所有向量■都正交的向量； 

_ 

b ) 在 X 是完备空间的情形（即是希尔伯特空间的情形)，只需在 X 中不存在非 
零的与 { Xk } 中所有向量都正交的向量_ 

◄ a ) 如果向量 h 正交于向量组 { x k } 中所有向量，那么，根据毕达哥拉斯定理， 
对任何线性组合 OLiX \ + • . • +知〜，得 


E 


E 


h 


Ik 


X 


X — 


ni 2 -E 




= ii^ii 2 + ^2 


^-E 


^ h \ 






①帕塞瓦尔 （ M . A . Parseval ) (1755—1836) 是法国数学家，他在 1799 年对三角函数系发现了这 

个关系式. 
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因此,如果 {^ fc } 是完全的，则 | 叫 | = 0. 

b) 利用正交化手续,从向量系 {x k } 得规范正交向量系 {e fc }, 它的线性包 L{e k ] 
与原向量系的线性包 L { x k ] 一致. 

现在任取向量 xeX . 由于空间 X 完备,向量： r 关于向量系 {e k } 的傅里叶级数 
收敛于某个向量: r e e X. 根据垂线定理，向量 h = 

根据假设条件，应有 /I = 0. 因此, a : = %，从而，: r 的傅里叶级数收敛于 z 本身.这样 
一来，向量: r 可用 { e fc } 中的向量的有限线性组合以任意精度逼近,从而也可用 { x fc } 
中的向量的有限线性组合以任意精度逼近 .► 

在这个命题的 b ) 中，空间的完备性条件是本质的，这从下例可以看出. 

( a \ a 2 r -) 构成的空间 


正交于空间 L{e k } = L{x k } 


x — x 


例13考察满足 W ) 2 < OC 的一切实数序列 

匕 (参 看第 10 章§1).« 2 ^的向量= ( a \ a 2 , …）和6 = (6 1 ，6 2 ,…）的内积以通常方 


a 




式定义： (a,b) := Y, ajbj . 

j-i 

考察 Z 2 中的规范正交系= (0, •…， 0,1，0,0 ,….)， fc = 1，2, 


，其中不包括向 


k 


)_ 把向量 e = {1，1/2, 1/2 2 ,1/2 3 , … } 补充到 { e fc; keN } 中并考察 


量 e 0 = (1，0,0， 

所有这些向量的线性包 L { e ， ei ， e2 ，. .}. 可把这个线性包看做是一个线性空间义⑷ 
的子空间)，且有在 z 2 中取的内积. 

我们注意到，向量 60 = (1，0,0，...）显然不能用向量系6, 61 ， 62 ，‘..中的有限多 
个向量的线性组合表示，因此，它不在 X 中.但同时，它又能用这样的有限线性组合 
在 h 中以任意精度逼近，这是因为， 


_6丄 


)_ 


efc = (1 ， Q ， 


，0, 


e 


• ■ 


2n+l J 2 n +^ ’ 


fe=l 


这就是说，我们同时査明，在 z 2 中不是闭的（因此， X 与 z 2 不同，它不是完备 
距离空间)，但它在 Z 2 中的闭包与 L 重合，这是因为向量组生成整个空 


间 I 


2 


} 中不存在与所有向量 ei ， e 2 ，…都正交的非 


将会看到，在 X = L { e , ei , e 2 , 


4 .暑 


零向量 


事实上，假若 a: = ae+E a k e k e X 满足 〈 z ， e fc > = 0 (fc = 1，2,…)，则 （ x ， e n+ i) 

k=i 

= 0,从而， a = 0 . 而这时又有 = 〈 X ， efc > = 0 (fc = 1，2,… ）. 所以， 

因此,我们已经构造出了所需要的 例子： 具有内积的线性空间 X 及其线性无关 
向量组 { e k :ke N } 满足上述命題的 b ) 中除 X 完备的其他条件,然而， { e fc; fc e N } 
在 X 中不完全，因为 { e fc ; hen ) 在1 2 中不完全且 X 在 i 2 中的闭包与! 2 —致. 


a 


0 . 




2 n+1 
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当然，我们所研究的这个例子是典型的无穷维例子.图103是对构造上例的过 
程的直观说明. 

我们注意到，在无穷维情形（这正是分析特有的情 
况)，一个向量组，能否用它当中的向量的线性组合以任 
意给定的精度逼近空间中的向量，以及，能否按这个向 
量组把空间中的向量展开成级数，一般说来，是向量组 
的两种不同的性质. 

这个问题的讨论和下面的例14彻底阐明了正交系 
和傅里叶级数的特殊作用，对于它们，这两种性质是同 
时成立或不成立的（上边证明了的定理说明了这一点). 

定义8称线性赋范空间 X 的向量组 A , x 2 , …， 

&，…是空间的基，如果它的任何有限子组中的向量线性无关,而且,任意向量 : r e X 
都能表成 x = 的形式，其中是取自 X 的数域中的系数，而（当无限和 

情形）收;敛性是依"空间 X 中的范数收敛. 

_ 

向量组的完全性与它是否作成空间的基有什么关系呢？ 

在有限维空间 X 中，向量组在 X 中的完全性，从紧性和连续性的论述中可以 
看出，它显然等价于该向量组是 X 的基.而在无穷维性,一般说来，并非如此. 

I 

例14把闭区间 [-1,1] 上的实值连续函数的集合 C ([-1,1], R ) 看作具有由公 
式⑶定义通常内积的数域 R 上的线性空间.我们用符号 C 2 ([- l , 1], R ) 表示这个空 
间，并研究其中的线性无关向量组 1, aP ， …. 

这个向量组在空间 C 2 ([-1,1], R ) 中完全（参看例11)，但不是空间的基. 

◄ 首先证明，如果级数_办#在 C 2 ([-1，1]， R ) 中，亦即在闭区间 [-1,1] 上按 

均方意义收敛，那么，它作为级数在开区间 ]- 1,1[上逐点收敛. 

事实上,根据级数收敛的必要条件，当灸 


GQ — h ^ X 

• X e X 




103 


时有 || a fc x fc || ^0. 但是， 


OO 


2 


II ㈣ fc ii 2 




2 fc + l 


因此，对足够大的 fc 有 | a fc | < \/2/ c + 1. 在这种情况下，幂级数 a k x k 在开区 

fc =0 

间] -1,1 [上显然是收敛的. 

现在用 V ?表示这个幂级数在开区间]-1,1[上 的和. 我们注意到，在每个闭区间 
㈡ _ 1，1[上，幂级数一致收敛于 ^| K 6] , 从而也在均方意义下收敛. 

由此得到，如果在闭区间 [-1,1] 上连续的函数/是这个级数在空间 c 2 ([- i , i ]； 
E ) 中收敛意义下的和，则/和 f 在卜1，1[上重合.但函数 W 是无穷次可撖的.因 
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此，如果在空间 C 2 ([-1，1]，1 R ) 中取任一个不在 ]- 1，1[上无穷次可微的函数，那么， 

它就不可能在这个空间中关于函数系 = 展成级数. ► 

于是,譬如取函数/⑷= | x | 和数列 { 

0 , 1 ， … } 的元的有限线性组合 Pn{x) = a 0 + a\x +…+ a n x n 组成的序列 { F „( x ) : 

€叫，使|1 /-八||<^,亦即当 

性组合 P n ( x ) 中还可认^其系数造成唯一最优的了（参看例 9). 虽然如此，这时也 
不可能成立/= g 这是因为，从到 P ^ l ( x ). 变化的不只是最后一个 

系数 所有 Irlli 的系数勿，… ， a „ 都可能变化. 

而对正交系，这种情况就不会发生 ( a 0 ,,« n 不变),根据傅里叶系数的极值性 

质可以证明这一点. 

例如，可把单项式系 {x k } 化成勒让德正交多项式系，再把/(4 = W 关于这个 
正交系展成傅里叶级数. 

*3. 分析中正交函数系的 一个重 要来源 

现在略为说明各种正交函数系在具体问题中是老样出现的，关于这些函数系的 
傅里叶级数又是怎样产生的. 

例 15傅里叶方法 


—;n 6 N }, 则可构造 一 个由 {x k \k = 


时如果必要，在每一个这样的线 


n 


设区间 [0 j c R 是弹性弦的平衡位置，弦在区间的两端点固定，而其他部分是 
自由的,可以在平衡位置附近做小的横振动.设 u ( x , t ) 描述这些振动的函数，亦即在 
每个确定的时刻 f = ‘函数 u ( x , t 0 ) 在区间0 < x 彡 Z 上的图像给出了弦在时刻 t 0 
的形状.特别地，在任意时刻 <，有 «(0,i) = n(/,t) = 0, 因为弦的端点是固定的. 

我们知道（参看第14章§ 4 ),函数 w (: M ) 满足所谓弦振动方程 




( 21 ) 


dx 2 ’ 


8t 2 


这里正系数 a 依赖于弦的密度和弹性模量. 

当然，由一个方程 （21) 不足以确定函数 u ( x , t ). 根据经验我们知道， 一 旦给定 

7,替如，弦在某一时刻 * == 0( 我们称它为初始时刻）的位置 n ( z ,0) = ^( x ) 和弦的 
每一点在这个时刻的速度 浩 ( x ，0) : ^( x ), 就单值地确定了运动例如,我们 

把弦拉成 <p(x) 的形状，再把它松开，则 ^(x) = 0. 

这样，在区间 [0， Z ] 两端固定的弦的自由振动问题①归结为求方程（ 2 1)的满足 


边界条件 


( 22 ) 


it(0, t) = u(l^t) — 0 


和初始条件 


du 


( 23 ) 


u(x,0) = <p(x), — (x,0) = i>{x) 

①我们指出，弦振动的开创性数学研究是由波鲁克.泰勒 （ B . Taylor ) 做的. 
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的解 u ( x , t ). 

有一个相当自然的求解这^问题的程序，在数学里叫做分离变量方法或 傅里叶 
方法.它的做法如下：在形如 | X n ( x ) T n ( t ) 的级数中寻求解 u ( x , t ), 这个级数的诸 

项有特别的形式 X ( x ) T ( t ) ( H 1 变量形式)，且是给定方程的满足边界条件的解.在 
我们的情形,将会看到，这等价于把振动 u ( x , t ) 分解成最简单的调和振动的和（准确 
地说,是分解成驻波的和). 

亊实上，如果函数 X ( x ) T { t ) 满足方程（21)，则 X (: rW ) = a 2 X n { x ) T { t ), 

T n ( t ) X n { t ) 

a 2 T ( t ) 二 X ( t ) 


(24) 


在方程 （24) 中， 独立变量: r 和 t 分别在等号两边出现（被分离)，因此，这两部 

分实际上应是同一个常数 A . 如果再考虑到我们考察的特殊形式的解应当满足的边 

界条件 义⑼了⑷ = X { l ) T ( t ) = 0,那么， 问题归结为在条件 义⑼ = X ( l ) = 0 下解以 

下两个方程 


T ff ( t ) = Xa 2 T ( t ), 
X n ( x ) = AX ( x ). 


(25) 


(26) 


容易写出这两个方程各自的通解 


m = - A cos y/Xat + B sin y / Xat ^ 


(27) 


X ( x ) = Ceos \/Xx + D sin \ f\x 

如果试图使解满足条件 X (0) = X ( l ) = 0, 那么，当 ； V # 0 时'应有 （7 = 0. 舍 
弃 D = 0这种平凡情况后，就得到 sinv / A / = 0,由此 ， VX = ，n e N . 

这样一来，方程 (25),(26) 中的； V 只能在特定的数集 { A „ = ( n 7 r /0 2 ； nGN } 中取 

值，这些数叫问 题的特征数. 把这些 A 值代入表达式 (27),(28), 得到一串特解 

H - B n sinn~tj , 


(28) 


(29) 


(M) 


=sinn—x 


它们满足边界条件 u n (0, t ) = u n ( l , t ) = 0( 且描绘的是形如 ^( x ) sm(ut + 9) 的驻波， 

其中每个点 : r e [( M ] 都在做简谐振动，各点有自己的振幅 $( x )， 但所有点有同一个 

_ 

频率 U ；). 


y , neN , 由于自然的原因，叫做弦 的固有频率, 而简谐振动 （29) 
叫做弦的固有振动振动 ui ( x , t ), 由于其固有频率最小，叫做弦的 基音, 而其他的固 
有振动 u 2 ( x , t ), W3 ( M )， …叫 做泛音 (正是泛音决定了乐器所发出的声音的色调，叫 

做音色). 


数值 


n 


译者注. A = 0 的情形应排除 在外， 因为这时方程 （26) 没有满足条件 X (0) = X ( l ) 的非平凡的 
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现在，我们要把未知的振动 u(x,t) 表示成给定的弦的固有振动的和 g u n (x,t). 
这时，边界条件 （22) 自动地满足，只要考虑使它满足初始条件 （23) 的问这意味 


着 


咖 )= E 


(30) 


A n sinn—x 


和 


7 ra 


咕⑻ E - 


(31) 


B n sinn—x 


这样 一来， 问题就归结为求系数 A n ,B n , 或者说归结为把函数 料 关于在区 

间 [0, Z] 上的正交系 {sinn jt; n e N} 展成傅里叶级数. 

值得注意，从方程(邪）产生出来的函数 

本征向量,与它相应的本征值是 A n = nf ,这里 n e N . 算子4作用在由 C ⑺ [0， f ] 中 
一切在区间 [ o , q 两端为零的函数所构&的函数空间上，固有值正是来自这个条件. 
因此，等式 (30),(31) 可以解释作按给定的线性算子的本征向量展开. 

与具体问题相联系的线性算子是分析中正交函数系的一个重要来源- 
让我们回顾代数中的一个熟知的结果，它揭示了这样的函数系有正交性的内在 


d 2 


的 


可以看成线性算子义= 


smn—x 


dx 2 


原因 • 


设 Z 是一个线性空间，其中定义了内积〈,〉，而五是 Z 的且在 Z 中稠密 的子空 

间（可以与 Z 重合).称线性算子 A 

满 足等式 (Ax, y) = (x,Ay). 那么： 对称算子的与不同的本征值对应的本征向量必正 


Z 是对称的，如果任意的向量 x y yeE ^ 


E 


交 


Av = 办且 a 一 /?，则 

(u,v) — {Au, v) = {u, Av) = /5 〈 w ， u 〉， 


实际上,如果 Ax 


au } 




由此得到， ( u , v ) =0. ► 

用这种观点考察一下例 4 是有益处的.例 4 中本质上研究的是算子 A = 

的本征函数.这个算子是作用在 C 7( 2 )[ ci ,6] 中在区间 [ a ,6] 的端点为 

那一类^数所构成的函数空间上.利用分部积分可以证明，在上述空间上这个算 
子（关于标准的内积 （4)) 是对称的.因此，例 4 的结果是上述代数事实的具体表现. 

特别地，当咖）= 0,^化做算子在 [ M ] = [( Ml 时，它就是在最后的例 1 S 

中所考察的情形. 工 

我们还要指出，在我们考察的例子中，问题归结为函数 和分 按算子乂 ^ 
的本征函数展开（参看关系式 （30) 和 （31) ). 在这里当然就产生了这样的展开 
则上是否可能的问题.正如我们现在所了解的，这个问题等同于所考察的算子在给 
定的函数空间中的本征函数系是否具有完全性的问题. 


d 2 
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* 


三角函数系（以及其他一些具体的正交函数系）在巩2 [- ATT ] 中的完全性,看来 
是李雅普诺夫①首先以明显的形式证明的.具体三角函数系中隐蔽形式的完全性问 

题在狄利克雷研究三角函数收敛性的著作中已经出现.正如已经指出过的，对于三角 
函数系，与完全性等价的帕塞瓦尔等式早在18世纪末至19世纪初就被帕塞瓦尔发现. 
正交系的完全性问题的一般提法以及它在数学物理问题中的应用是斯捷克洛夫 @ 研 
究的一个重要课题,他还把正交系的完全性（封闭性）这一概念引入 数学. 正是在他 
研究完全性问题时，极积地使用了积分平均方法（光滑化方法）（参看第17章§4, §5), 

因此，常称这个方法为斯 捷克洛夫平均方法. 


m 


习 


1. 最小二乘法，我们用实验来研究量 y 对量以，…. ，; r n 的依赖关系 y = /(0^，.，. Jn ). 实验 

结果列于下表 


a\ a\ oii\b l 


m 


b m 




_ _ * 


的一组值 （ ai ， g , … , ai ) 和与之相应的 y 的值以, 


在它的行里指出了参数 XX , 

它是用具有定精确度的仪器测量得到的 • 我们要根据这些实验数据求出一个便于计算的经 

验公式 y = 5 Z otiXi . 这个未知的线性函数的系数 

t-1 




, a n 应当选得使按经验公式所 


^ 15 ^2 ， 


得的结果与实验中所得结果的均方差 A / E (& fc - E ^) 2 达到最小. 

V fc=l i=l 


, n 的线性组合最佳逼近向量 


试把这个问题解释成用向量 （4, …， aD，i = 1， 

(& 1 ，. . ，& m ) 的问题，并证明问题能归结为求解形如 （18) 的线性方程组的问题 ■ 

a ) 设 C [ a , 6] 是定义在区间 [ a , 句上的一切连续函数所构成的线性空间，其中定义了在该区 

间上函数的一致收敛性度量，而 C 2 [ a , 61 还是这个线 性空间，但其中定义了在该区间上 
函数的均方差度暈（即 d ( f , g ) = yj f a \S - 9 \ 2 { x)dx )• 试证： 函数在 C [ a , b ] 中的收敛 
性蕴含它们在 C 2 [ a , b ] 中的收敛性，但逆命题不成立，而且空间 C 2 [ a , b ] 不完备，这与空 


# _ # 


间 C [ a ,6] 不同， ^ 

b ) 说明为什么函数系 { l ，: r ， xV _.} 线性无关且在 c 2 [ a ,6] 中完全，但不是这个空间的基 


底 


c ) 说明勒让德多项式为什么是 C 2 [-1，1]的一个完全正交系，且是该空间的基底 • 

d ) 求出 sinTrx 在区间 [-1,11 按勒让德多项式系的傅里叶展开的前四项. 

' 

p 

• • 

① 李雅普诺夫 （A . M . JlnnyHOB ) (1857-1918) 是俄国数学家和力学家，切比雪夫学派的杰出代 

表,运动稳定性理论的创始人.他成功地从事了数学和力学的各邻域的研究- 

② 斯捷克洛夫 （ B , A . CTeK^OB ) (1864-1926) 是俄苏数学家，切比雪夫创立的彼得格勒数学学派 

的代表，苏联数学物理学派的奠基人 • 俄罗斯科学院数学研究所是以他的名字命名的. 
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e ) 试 证：第 n 个勒让德多项式在 C 2 [- l , l ] 中的范数 \\ P n \\ 的平方等于 


(n + l)(n + 2) ■ ■ 2 n 

n\2 2n 


2 


( x 2 — l) n dx ]. 


=(— 1 ) 


+ 1 


f ) 试证： 在一切最高次项的系数等于 1 的 n 次多项式中，勒让德多项式 Pn(x), 按区间 

[-1,1] 上的平均意义，偏离零最小. 

g ) 说明为什么任意函数 / ec 2 ([— l ， lj ， C ) 都满足等式 


f \ f \ 2 ( x)dx = J ^( n + ~) J f { x ) P n ( x)dx , 

J . • X AF-fe ■■■■ ~~ 1 


这里{尸0, A ，… } 是勒让德多项式系. 

a ) 试证：如果向量系 { x u x 2 r -} 在空间 X 中完全，而空间 X 是空间 F 的处处稠密的 

子空间，则向量系… } 在 y 中也完全. 

b ) 试证： 由区间 [ a ,6] 上的一切连续函数构成的线性空间 C [ a ， fe ], 在巩 2 [(1， 6 ]中是处处稠 

密的.（在第17章§5的练习 5 g ) 中证明了，甚至对区间 [ a ,6] 上一切具紧支集的无穷可 

微函数的集合这也是对的 .） 

c ) 试利用魏尔斯特拉斯逼近定理 证明： 三角函数系 { l , COS fca :， S iixfcx ; fc G N } 在贝 2 [- 7 r ,7 T ] 

中完全. 

d ) 试证：函数系 { l ， x ， x 2 , …}， { l , cosfc ; c ， sin ^ r ; A : e N } 在识咖，纠中都完全，但第一个 

不是这个空间的基底，而第二个是. 

e ) 说明为什么任意的函数/ €货 ([-7 T ，7 T ], C ) 都满足（帕塞瓦尔）等式 


[\ f\ 2 (^)dx 

J — 7T 


~ 2 ~ + y^d afe i 2 + 如 1 2 )， 


这里数 a kt b k 由公式⑼， (10) 确定. 


f ) 利用例8的结果证明 E ^2 = 


6 


4. 带权的正交性 • 

a ) 设 pchPi ，" 


是区域乃中的连续正函数.试验证公式 


，Pn 


Pk(x)f {k) (x)g W (x)dx 


在 C { n ) ( DX ) 中给出一个内积- 

b ) 试证： 当把 m ( DX ) 中两个仅在零测集上不同的函数等同后，借助 d 中的正连续函数 

可引入如下内积 


p 


p ( x ) f ( x ) g ( x ) dx . 


(/. 9) 




这时称 P 是权函数. 如果 (/, g ) = 0 ? 则 称函数 f 和 g 以 p 为权正交 
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c ) 设# : P — G 是区域 DcR n 到区域 GcR n 上的微分 同胚， 又设 {u k (y), fc € N } 是 

在标准内积 （2) 或 （3) 的意义下定义在 G 中的正交函数系.试建立区域 D 中定义的以 
p(x) = Idetvp ^ x )! 为权的正交函数系，以及区域 D 中定义的通常内积意义下的正交函 


数系 • 


d) 试证： 函数系 { e m ， n ( x ， y ) =以⑽+叫） ； m ， n e N} 在矩形 j = {(^ y ) G R 2 \\x\ ( 

7 T A |j/| ^ 7 r } 上正交. 

e ) 试做一个函数系，使它在二维环面 r 


上正交.这里的环面 r 2 是用第12章 §i 
的例4中指出的参数方程给出的.这时，函数/和 g 在环面上的内积理解为曲面积分 

J r p2 f gd 。 ， 

■ 

a ) 从代数学知道（我们在条件极值理论中也顺便证明过)，每一个作用在 n 维欧几里德空 

间 £7 n 中的对称算子 A :丑 

是不对的. 

试证： 乘以自变 ：■： 的线性算子 f ( x )^ 杉⑷是 C 2 ([ a ,6], K ) 中的对称算子，但它 
没有非零本征向量. 

b ) 施图姆①-刘维尔问题常常出现在数学物理方程中.这个问题要求求方程 w "( a :)+[ g ( x ) + 

Ap ( x )] u ( x ) = 0在区间 [ a , 6] 满足某些边界条件，例如奴⑷= u(b) = 0的不恒等于 

零的解， 


C 


五 n , 都有异于零的本征向量.这在无穷维情形，一般 


函数 P (; r ) 和 gOr ) 是已知的，在所考虑的区间 [ a ,6] 上连续，且 p(x) > 0在 [ a ，6] 


我们在例15中己经遇到过这种问题，那里只需在条件 X ( 0 ) = X ( l ) = 0下解方程 

-刘维尔问题一般 


(26), 其中 q(x) = 0^p(x) = 1 以及 [ a , b] = [0， Z ]_ 我们确信， 

只对某些特别的参数 A 的值是可 解的. 正是这个原因，这种 A 值叫施图姆-刘维尔问 


Emm 


题的本征值. 

试证： 如果函数/和 S 是 

在区间 [ a , b ] 上成立等式& ( y / — /' P ) = ( A / - )pf 9 且函数/， P 在 [ a ，6] 上以 P 为 
权正交. X 

) 我们知道（参看第14章，§4)，在琴间两端点固定的非均匀弦的微小振动可用方程 

{pu! x y x - fyu!； t 描述，这里 u(x, t) 是在每个时刻 t 给出弦的形状的函数 ,P = P (: c ) 是线 

密度，而 p = p( x ) 是 在点 ; r e [ a , 6] 的弹性系数.固定条件即 t ) = u ( M ) 

试证： 如果求这个方程形如 x(x)T(t) 的解,则问题归结为方程组 r 〃 = Ar ，{pxy 
- XpX, 其中 A 在两方程中是同一个数. 

这样一来，关于函数 X ( x ) 得到区间 [ o ,6] 上的一个施图姆-刘维尔问题，它只在 
参数 A 取某些特定的值（本征值）时可解（约定， p(x) > 0在上，且 p € CMa ,6 l . 

利用变量替换 s = /; 


-刘维尔问題的对应于本征值 Xf ^ Xa 的解，则 


mmi 


0 






可把方程 ( P xy = \px 化成不包含一阶导数的形式 .) 


p ⑹ 


$译者注，“异于零的本征向童”一语中的“异于零”是不需要的，它已包含在“本征向量”的定义之 
中了，本练习中的“对称算子^ ”应假定是非零的 

①施图姆 (Sturm J.aF) (1803—1855) 是法国数学家（同时是彼得堡科学脘的外国荣誉脘 士); 主 

要工作在解数学物理边值问题方面. 
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d ) 试 验证： 作用在由 C (2) [ a , b ] 中满足条件 u ( a ) = u ( b ) = 0的函数所构成的空间上的算 

子 S ( u ) = { p { x ) u f ( x)) f — q ( x ) u ( x ) 在该空间上是对称的（亦即 { Su , v 、 = { u 、 Sv ), 这里 

{,) 是实函数的标准的内积).再 验证： 算子 s 的与不同本征值对应的本征函数必正交. 

e ) 试证：设不和 X 2 是方程 {pxy = XpX 的对应于参数; V 的不同的值 A l 5 A 2j 且在区 

间的端点等于零的解，则它们在 [ a ， fe ] 上以 p ( x ) 为权 正交. 

作为本征函数的勒让德多项式. 

a ) 利用例5中的勒让德多项式 P n ( x ) 的表达式以及等式 Or 2 — l) n = Or - l ) n ( o : + l ) n , 

证明 P n ⑴= 1. 

b ) 对等式 Or 2 - l )4-{ x 2 - l) n = 2 nx ( x 2 - 1) 求微分，试证 P n ( x ) 满足方程 

ax 


( x 2 — 1) ， O ) + 2 x _ P ;( x ) — n(n + 1) P „( t ) = 0 


c ) 试验证算子 


{x2 ~ 1] h +2x £ = io[ {x2 ~ ” 去 ] 

在空间 C 2 [- l , l ] c JH 2 [-1,1] 上的对称性，并根据关系式 A { P n ) = n ( n 1) Pn 说明勒 
让德多项式的正交性. 


A 


暑 


d ) 试利用系{ 1 ， 0 ^ 2 ，__]在( 7 2 [- 1 ， 1 ]中的完全性证明：算子 A 的与本征值 A = n ( n +1) 

对应的本征空间的维数不超过 i . 

e ) 试证： 算子 A = ^ [( x 2 - 1) 嘉]在 C 2 [- l , l ] 中没有不包含在勒让德多项式系 { Po ( x ), 

乃 ㈤ ，…}中的本征函数，也没有与一切数 n ( n + l)(n = 0， l ，2, …）不同的本征值. 


7 . 球函数 

a ) 在求解 R 3 中许多问题（例如，与拉普拉斯方程 Au = 0有关的位势理论问题）时，常寻 

求由它的特解构成的级数形式的解.方程 △« = 0的 n 次齐次多项式 S n { x , y , z ) 特解 
叫做 调和多 项式.显然，在球坐标系中，调和多项式具有 r n Y n (0^) 的形式 • 

这样产生的 Yn (0^) 只依赖于球面坐标0彡0彡 7 T ，0 < $彡 277, 叫做 球函數 .（ K 由条 
# A 5 n = 0确定，是具 2 n + 1个自由系数，是两个自变量的三角多项式 •） 

试利用格林公式证明：当 m # n 时，函数 y m ， F n 在 1 R 3 中的单位球面上正交（在 
内积 (Y mj Y n ) =ffVm- Vndcr 的意义下，这里面积分是展布在球面 r * = 1上的). 

b ) 从勒让德多项式出发还能引进多项式 P „, m ( x )-( l - x 2 ) m / 2 

n 考察函数 


dTP n 


㈤ ， m = 1，2,…， 


dx 


(*) 


Pn (cos 9), Pn,m (cos 0) cos P n ， m (sin 0) sin imp 


我们发现，指标为 n 的任意球函数 Y n (0^) 是这些函数的线性组合.试利用这个 
事实，并注意三角函数系的正交性，证明：函数系 （*) 是由指标是 n 的球函数构成的 

(2 n + 1) 维空间的一个正交基. 

埃尔米特多项式. 在童子力学中当研究线性振荡器方程时，必须考察具有内积</,5> = 

/+°° fgdx 的函数类 C (2) ( R ) C 汛 2 ( R ， C ) 以及特殊函数 H n ( x ) = (- l ) n e x 

0,1，2, ■ ■ ■ _ 


8 . 


d n 


( 


) 


dx n 
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a) 试证: ifo(x) = 1, H \( x ) = 2x ， f/ 2 (x) = 4x 2 — 2. 

b) 试证: /f n (x) 是 n 次多 项式. 函数系 } 叫埃尔米特多项式系 • 

c) 试 验证： 

d ) 函数 ip n (x) = e- x2 ^ 2 H n (x) 叫埃尔米特函数. 试证 :0) + (2n+ 1 

0时有 lpn { x ) — 0. 

e) 试 验证： 当 m # n 时有/二 Mmdx = 0. 

f ) 试证： 埃尔米特多项式在 R 上以 

切比雪夫-拉盖尔①多项式 { InOr ); 


H n (x) 满足方程 H^(x) - 2xH f n (x) + 2nH n (x) = 0 




2 


)^Pn{x) = 0 , 


—X 


且当 


X —► 


2 


为权正交. 


一 x 


e 


d n (x n e~ x ) 

dx n 


0 ， 1 ， 2，___} 可用公式 L n (x ) := 


定 


X 


e 


n 




_ 


义， 


试验证： 

a ) L n ( a :) 是 n 次多项式: 

_ 

L n (x) 满足方程 


b ) 


Ln{x) + (1 — x)L f n (x) + nL n (x) = 0; 

) 切比雪夫-拉盖尔多项式系 { L n ;n = 0,1,2,*- } 在半直线 [0，+ oo [ 上以 e — 为权正 


X 


C 


交 


n ( arccosx ); n € N } 当 |; r | < 1 时可由公式 


1—71 


10. 切比雪夫多项式 { To ( x ) 三 l ， T n ( x ) = 2 

(一 2) n n ! 
(2 n )! 


cos 


Tn{x )= 


dx 


n 


给出. 


试证: 


a ) 7以00 是 n 次多项式; 

b ) T n ( x ) 满足方程 


(1 - X 2 ) Tn ( x ) - xT f n {x) + n 2 T n ( x ) = 0; 

0，1，2，...}在开区间]一1,1[上以拭4 = 


为权 


c ) 切比雪夫多项式系 { Tn ； 


n = 


正交 


) 在概率论和函数论中遇到下述拉德马赫②函数系{‘( X ) = vK 2 n x);n = 0， l ，2, 〜}， 这 
里 y?(t) = sgn(sin 2 nt ). 试验证：它是区间 [0,1] 上的~■个正交系. 

b) 哈尔③ 函数系 {Xn ， it(x )}， 其中 n = 0, 1 ， 2, ■ _ . ;而 A: = 1 ， 2,2 2 , …， 由关系式 

2k-2 
2 n+1 
2k-l 
2 n + 1 


11 


a 


2fe — 1 

2n+l ’ 


1，如果 

_ i ，如果 

o , 在其他 [0,1] 的点 


< X < 


2fc 


Xn,fc(^) = 


<X < 


2 n + x ’ 


① 拉盖尔 (E_N.Laguerre)(1834 — 1886) 是法国数学家， 

@ 拉 德乌赫 （ Rademaher ， H)(l 892 —I 969 ) 是德国（从 I 936 年开始是美国）数学家 

③哈尔 (Haar, A)(1885—1933) 是匈牙利数 学家. 
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给出 


试验证哈尔函数系在区间 [0,1] 上的正交性. 

a ) 试证： 任意的具内积的 n 维实向量空间与具同样维数的算术欧几里得空间 IT 1 等距同 


构 


b ) 我们记得，称一个度量空间是可分的，如果其中有可数的处处稠密子集 • 试证： 如果具内 

积的线性空间作为度量空间（其中定义由内积诱导出的距离）可分，那么，它有可数规范 

正交基. 

C) 设 X 是可分希尔伯特空间（即 X 是可分的完备度量空间，且其度量是由 X 中的内积 

导出的).在 X 中取规范正交基 e N }， 构造映射 X 3 
c , = ( x , ei ) 是向童 a ： 关于基 {&} 的傅里叶展开的系数.试证：这个映射是 X 到空间 

/ 2 (在例14中研究过它）上的线性、等距的双射 • 

d ) 利用图103指出构造例14的基本思想是什么，并说明为什么它恰与所研究的空间的无 

限维性密切相关. 

e ) 试说明怎样在函数空间 C [ a } b } cm 2 [ a , b ] 中构造类似的例子_ 


( Cl ， 。2,…），这里 


X I——^ 


傅里叶三角级数 


1. 经典傅里叶级数收敛性的基本形式 

三角级数和傅里叶三角级数 

经典的三角级数是形如① 




f+E 

k=i 

的级数，它是以三角函数系 { l , cosfcx , sinfcx , A ; € N } 为基础得到的.这里的系数 
{ a 0 , a k , b k -, keN } 是实数或复数.三角级数⑴的部分和是 n 次三角多项式 

T n ( X ) = a i^t 

_ 

如果级 数⑴在 R 上逐点收敛,那么它的和 /($) 显然是 2 心周期函数.它完全 

由它在任何一个长为 2 tt 的区间上的限制所确定_ 

反之,如果给定了 K 上的一个 2 tt - 周期函数（振动,信号等等)，而我们希望把它 

展成一些典型周期函数的和，那么，为此目的首先考虑到的就是最简单的 2 心周期函 

数 { 1, cos fex , sin / ca ; , k € N }, 它们表不多倍频率的简谐振动 * 

①把自由项写成 a 0 /2 的形式，这对傅里叶级数是一个方便的写法，但在这里不是必须的 ■ 


( 1 ) 


ak cos kx + bk sin kx 


( 2 ) 


afc cos kx + bk sin kx 
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假定能把连续函数 /(X) 表示成一致收敛于它的三角级数 

k=l 

则展开式 （3) 中的系数能容易且完全单值地求出. 

在这种情形，依次用函数系 { l , cosfca ;, sinA ; a;;fe € N } 中的每个函数乘等式⑶， 
对所得的一致收敛级数做分部积分，并注意到关系式 

l 2 dx = 27T ； 


k cos kx + bk sin kx . 


( 3 ) 


7 T 


— 7 T 


= 0,当 m # n ， m，n £ N 


nxdx = 


sin mx sin nxdx 


cos mx cos 


— 7T 


— 7 T 


7 T 


cos mx sin nxdx = 0 ? m , n G N ; 


一 7 T 


7 T 


2 


2 


cos nxdx = 


nxdx = 7 T y n E N , 


sin 


— 7 T 


— TT 


即可求出函数 / 展成的三角级数 （3) 的系数 


O^k = Ofc(/) 


f ( x ) cos kxdx , A = 0,1， 


⑷ 






7 T 


， 7T 


7 T 


— 6 fc (/) 


/( x)sin kxdx , fc = l ，2, 


(5) 






• * 


_ 

_ 




7 T 


— 7 T 


当把⑶看做向量 / e SH 2 [-7 T ,7 r ] 按正交系 { l , cosfcx , sin ^; fc € N } 的傅里叶展 

开时,我们得到就是现在这些系数.这并不奇怪，因为从级数 （3) 的一致收敛性当然 
地能得到它在区间 [-7T, 7T] 上的平均收敛性，从而级数 （ 3) 的系数应是函数/按所考 
察的正交系的傅里叶系数（参看 §1). 

h 

定义1对于函数/，如果积分 （4),(5) 有意义，则与/相对应的三角级数 


O 0 


ao (/) 


<^ k ( f ) cos kx + bk ( f ) sin kx 


( 6 ) 


fc —1 


叫做函数 / 的傅里叶三角级数. 

因为在这一节除傅里叶三角级数外不研究其他的傅里叶级数，所以，为简单起 
见,我们有时省略“三角” 一词，而简单 地说：“函数 /的傅里叶级数”. 

我们基本上只涉及函数类 m ([-7 T ，7 T ]， C ) 中，或稍广一些，其模的平方在开区间 
]-7 T ，7 T [上（至少在反常积分意义下）可积的函数,仍然使用从前的符号 SH 2 [-7 T ,7 r ] 表 

示这些函数构成的线性空间，并在其中定义标准内积 

〈/， 9) = f fgdx 


⑺ 


— 7 T 


译者注.原著漏写该式. 
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对任何函数/ e 识 2 ([-7 T ，7 r ]， C ) 都成立的贝塞尔不等式 

EM/)I 2 + IM/)I 2 ^ 


M/)l 


7 T 人 


|/| 2 (x)dx 


⑻ 


2 


这说明远非每个三角级数 （1) 都是某个函数/ e JH 2 [-7T ? 7T] 的傅里叶级数. 

例1我们知道（参看第16章§2例7)，三角级数 


sin kx 


E 


在 R 上是收敛的，但它不是任何函数/ e JH 2 [-7T ? 7r] 的傅里叶级数，因为级数 

是发散的. 

因此，这里将要研究的不是任意的三角级数⑴，而是 巩 2 [-7 T ,7 r ] 中的函数，以及 
4 ]-7 T ,7 r [ 上绝对可积函数类中的函数的傅里叶级数 （6). 

b. 傅里叶三角级数的平均收敛性 


E 




设 


恥⑺ 


+ [] a “/) co 

k=l 

是函数 f e m 2 [-7r,7rj 的傅里叶级数的前 n 项部分和.&对/的偏离既可用空间 

9 t 2 [-7 T ^] 的由内积⑺诱导出的自然距离，即&和/在区间 [-7 T , 7 T ] 上的均方差 


(9) 


kx + bk ( f ) sin kx 


S n ( x ) 




2 


( 10 ) 


f ^ S n \ 2 ( x)dx 


11/HI = 


来度量,又可按在这个区间上的逐点收敛意义度量 • 

对任意的傅里叶级数,第一种收敛性在 § i 中已经研究过.那里得到的结果对傅里 

叶三角级数的具体使用性，首先与三角函数系 { l , cos / cx , sinA : x ; A ; e N } 在巩2[-兀，兀] 

中完全性有关（这一点已在§1中指出，并将在本节第4段中独立地给以证明). 

因此，从§1的基本定理，在现在情形下，可以断言,成立以下 定理： 

定理 1 (傅里叶三角级数的平均收敛性） 任意函数 / € 识 2 ([- 7 T ，7 r ]， C ) 的傅里 

叶 级数⑹ 在平均意义 （10) 下收敛于它自己，即 


卯⑺ 


+ a k ( f ) cos kx + bk ( f ) sin kx , 


f ( x ) 


2 


并且成立帕塞瓦尔等式 


W/)l 


+S>(/)i 2 + iw)i 2 * 


\ f \ 2 ( x)dx = 


( 11 ) 


2 




第十八章傅里叶级数与傅里叶变换 


460 


我们将常常使用更加紧凑的三角多项式和三角级数的复形式,它基于欧拉公式 

- ix y 利用这些公式，傅里 


= cosx + z sin x, cosa; = -(e lx + e— zx )，sinx = -(e 


e 


— e 


2 


2 


-叶级数的部分和 （9) 可以写成 


S n {^) = 


ikx 


m 


Cfce 


k = 


—n 


的形式,而傅里叶级数 （6) 本身可以写成 


/-E 


ikx 


( 6 ，) 


Cke 


的形式，这里 


m 如果友>0, 


2 


如果 k = 0, 


( 12 ) 


Cfc = 




2 


( a_fc + ib ^ k ), 如果 fc < 0, 


2 


f{x)e lkx dx^ k d, 


(13) 


Cfc (/) = 

就是说， cjfc 正是函数 / 关于函数系 { e ikx ; kez } 的傅里叶系数. 

我们注意到，傅里叶级数 （6') 的可和性即是和式 （9') 的收敛性. 

在这种紧凑的形式下，定理1成为：对于任何/ e SH 2 ([-7 r ,7 r ], C ), 有 


Ck 




2 tt 


f( x ) = 12 c ^f) 


ikx 


e 


和 


ll/il 2 = EM/)l 


2 


(14) 


2 丌 


傅里 叶级数的逐点收敛性 

_ 

定理1完全解决了傅里叶级数 （6) 平均收敛的问题，即按空间 SH 2[-7 T ,7 r ] 的范 
数收敛的问题.本节余下的部分主要是研究傅里叶三角级数逐点收敛的条件和特征. 
我们将只考察这个问题的最简单的方面.三角级数逐点收敛性的研究通常是非常精 
细的.尽管在欧拉、傅里叶和黎曼之后，傅里叶级数一直在函数论中占着传统的中 
心地位,但至今对那些能用逐点收敛三角级数表示的函数所构成的函数类还没有一 
个本质的描述（黎曼问题).直到不久以前，甚至还不知道，连续函数的傅里叶级数是 
否一定几乎处处收敛于它自己（这时，处处收敛性可能不成立已经知道 )• 当时， 


C 




A . 
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H . 柯尔莫哥洛夫①甚至曾构造出了 L[-7r,7r] 中其傅里叶级数处处发散的例子（这 

里 L [-7 r ,7 r ] 是区间 [-7 r ,7 r ] 上勒贝格可积的函数空间，它可由汛[一〜坰按 L [-7 r ,7 r ] 

的距离完备化得到)，而几 E . 梅尼绍夫®构造了一个三角级数（1)，它有非零系数 
且几乎处处收敛于零 （梅尼绍夫零级数) . H . H . 鲁金 ® 提出了这样一个问题（鲁 金问 

題)： 任意函数/ € L 2 [-7T,7V} 的傅里叶级数是否必定几乎处处收敛（这里 L 2 [-7T,7r] 

是 Vi 2 [-^ } n ] 的距离完备化).这个问题是1966年才由 L . 卡尔松@解决的，答案是 
肯定的.特别地，从 L . 卡尔松的结果 得到： 任意函数/ e iH 2 [-7 r } 7 r ] (譬如连续函数) 
的傅里叶级数必在区间 [-7 T , 7 T ] 中几乎处处收敛. 

傅里叶三角级数逐点收敛性的研究 
傅里叶级数部分和的积分表示 

现在考察傅里叶级数 （6) 的部分和（9)，在它的复形式 （9') 中代入傅里叶系数的 
表达式 (13), 并作如下变换： 


攀 


饞 


• z ( 去 / 

k= — n 、 


— ikt 


ikx 


f ( t)e 


dt 1 e l 


(15) 


dt 


2丌 


但是 


i(n+l)u _ 


—znu 


e 


e 


D n (u) : = ^2 


iku 


e 


1 


e 


fe=—n 


i(n+!) 


一 i(n+|)u 


e 


— 6 


(16) 


e l ^ u — e 


—t^u 


而且，从定义本身看出，当= 1时有 D n ( u ) = (2 n + 1). 因此， 


sin n + - u 


(17) 


D n ( u )= 


sin ~u 


2 


这里，当分数的分母变成零时，设 D n ( u ) = 2 n + 1_ 

① 柯尔莫哥洛夫 （ A_ H_ KojiMoropoB ) (1903—1987) 是杰出的苏联学者,著作遍布概率论，数理 

统计，函数论，泛函分析,拓扑学，逻辑学，微分方程及多方面的数学应用. 

② 梅尼绍夫 （几 E . MeH bmoB ) (1892—1988) 是最著名的苏联数学家之一,实变函数论专家_ 

③ 鲁金 （ H. H. Jly 3 HH ) (1883-1950) 是俄苏数学家，最精通函数论的行家 之一 , 大莫斯科数学学 

派 （ “JIy3HTaHHH ”） 的创始人. 

④ 卡尔松 （ L. Carleson) (1928—) 是杰出的瑞典数学家，他的主要工作涉及现代分析的各个领域. 
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继续 （15) 的计算，得 


( 18 ) 


f ( t ) D n (x - t)dt 


^ n { x ) = 


2tt 


函数 （17) 叫 狄利克雷核. 我们把 S n ( x ) 表示成了函数/与狄立克雷核的卷积的形 


式. 


从函数 D n ( u ) 的定义 （16) 看出，狄立克雷核是 2 tt - 周期偶函数，此外还有 


(19) 


D n ( u)du =— 


D n ( u)du = 1 


2丌 


7 T 


0 


假设函数/是 R 上的 27 T - 周期函数或从闭区间 [-7 T , 7 T ] 周期延拓到 R 上生成 
的函数，在 （18) 中作变量替换，得 


sm n + - it 


2 


( 20 ) 


f ( x — t ) 


f ( x - t ) D n ( t)dt = 


dt . 


S n ( x )= 


1 


2 tt 


2 丌 


sin -t 


这里在作变量替换时，我们还利用了那样一个 事实： 周期函数在任何长度等于函数 

周期的区间上的积分都是相同的. 

注意到 D n ( t ) 是偶函数，等式 （20) 可改写成如下 形式： 

[ f{x - f ) + f(x + t )] D n ( t)dt 


S n ( x ) 




2 tt 


0 


sin n + r it 


2 


( 21 ) 




dt 


2 tt 


o 


sm -t 


2 


b . 黎曼引理和局部化原理 

上边得到的傅里叶三角级数的部分和的表达式 （21) 连同下边叙述的黎曼的结 
果,是傅里叶三角级数逐点收敛性研究的基础. 

引理1 (黎曼引理） 如果局部可积函数/扣^奶卜 R 在区间]叫，吻[上（至少 
在反常积分意义下）绝对可积，则 


f ( x ) e lXx dx —0当 A — oo , A € 

4如果]0；1,0； 2 [是有限区间，而 / Or ) 三1,则 （22) 可用直接积分并取极限得到. 

一般情况将化成这种简单情况. 

固定任意的£>0,首先取区间 M ] 使对任意入 G R 成立 

厂 2 f ( x ) e iXx dx - I f ( x ) e iXx dx 

J Ja 


( 22 ) 


( 23 ) 


< £. 
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由于有估计 


b 


UJ2 


f ( x ) e iXx dx 


f ( x ) e iXx dx - 


^1 


a 


a 




i 入 x 


< / \ f ( x ) e lXx \dx + 


/ ⑷ e 


dx 


U；l 


U>2 


a 


f \( x)dx + 


f \( x)dx 


b 


u；i 


以及 / 在]0；!,0； 2 [上可积性，欲取的区间 [ a ，6] 当然是存在的. 

由于/ e SH ([ a ,6], M ) (准确地说， f \ [ a , b ] e iH [ a ,6]), 所以存在那样的达布下积分和 

亡爪 j %使 
1=1 


b 


n 


f ( x)dx — nijAxj 


0 彡 


<e ， 


a 


j = l 


这里 


inf ， f ( x ) 


m 3 = 


zeh-i 而 : 


现在做 [ a ，6] 上的一个分段常数函数 〆 $) = m j ， 当 ® e [ xj - i.Xjlj = 1, 

于是，我们得到在 [ a , 6] 上， 〆 x )< / ㈤ ，且 


，n 


b 


b 


f ( x ) e lXx dx — / g ( x ) e zXx dx 


0< 


a 


a 


b 


(\ J ( x ) - g ( x )\\ e lXx \dx = 


(24) 


f ( x ) - g ( x)\dx < 


e. 


a 


但 


6 


n 




iXx 


g ( x ) e iXx dx = 


dx 


m^e 




a 




Xa 


3 


n 




0, A ~► oo , A C 


(25) 


― > 


ix ^ 


Xj^\ 


比较关系式 （22) — (25) 就得到了我们想证明的结果 

注 1 分离 （22) 的实部和虚部，我们得到：当 A 


A e R ， 有 


— oc ， 


Cl?2 


U?2 


(26) 


f ( x ) cos Xxdx — 0 和 


f ( x ) sin Xxdx 


0 






如果函数 / 是复值函数，那么，分别对其实部和虚部都将能得到关系 （26)， 这也就是 

说，关系 （22) 对复值函数/ :] 叫，0； 2 [— C 实际上也是成立的， 
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注2如果已知/ G 9 l 2 [-7 r ? 7 r ] ? 那么根据贝塞尔不等式（8)，立刻得到：当 
GN ， 有 


71 —► 


oo,n 


f ( x ) cos nxdx — 0 和 


f ( x ) sin nxdx 


0. 


_ > 


—n 


这是黎曼引理的离散形式，原则上，在即将进行的对经典傅里叶级数的初步研究中, 
有了它就够用了. 

_ 

_ 

现在回到傅里叶级数部分和的积分表示式 （21) 去,我们看到，如果函数/满足 

黎曼引理的条件，那么，由于 sin ^ > sin > 0,当0 < 6 < tt 时，我们能根据关 

系式 （26) 得到 


sin(n + -)t 


2 


也+ 0(1)，当 


(27) 


[/(z — 亡 ）+ /( x + 0] 




n — > oo 


1 


0 


sin -t 


2 


由等式 （27) 可以作出的重要结 论是： 傅里叶级数在一点的收敛性完全由函数在 

这个点的任意一个小邻域中的性质确定. 

我们把这个原理叙述成以下命题. 

定理2 (局部化原理） 设 f 和 g 是区间 ]- 7 T ，7 r [ 上的实值或复值局部可积且 

r 

(至少在反常积分意义下）绝对可积的函数.如果 f 和 g 在点$0 -7 T ,7 r [ 的一个小 

邻域中相等，则它们的傅里叶级数 


f ( x ) 〜 $>(/) 产， P ⑻〜⑷， 


在$0点同时收敛或发散，而且当收敛时，它们的和相等 ®. 

注 3 从推导等式 （21) 和 （27) 的论证中看出，局部化原理中的点 吻 可以是区 

间[- 7 T ,7 T ] 的一个端点，但这时，为使函数/和0从 [-7 T ，7 Tl 到 R 上的延拓在点邱 

的邻域中相等，必须（且只需）原来在区间 [-7 T , 7 T ] 上给出的函数/和 P 在该区间的 
两个端点的邻域中都相等（这样的要求是本质的). 

傅里叶级数在一点收敛的充分条件 

_ 

定义 2称定义在点 xeR 的空心邻域上的函数/ : U ( x ) ^ C 在点 X 处满足 
迪尼条件，如果 

a ) 在点: c 存在以下两个单侧 极限： 

f{x~) = lim f(x-t)J(x + ) = lim /(x + o ； 

t 一 ^+0 t — ♦ 十 u 


c 


①虽然未必等于值 f ( xo ) = g ( xo ) 
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b ) 积分 


[/Or — t )_ /( x _)] + [ f(x + 0 - /(工+)] 


dt 


+0 


绝对收敛®. 


■J 2如果/是定义在 U ( x ) 内的连续函数，它在 0 ；点满足赫尔德条件 


1/(^ + 0 — /(^)| ^ 0 < a ^ l , 


其中0 < a <1，那么，由于这时有估计 


M 




|小-«， 


函数/在 x 点满足迪尼条件， 

如果定义在点$的空心邻域 U ( x ) 中的连续函数/有单侧极限 f ( x -) J ( x +), 
且满足单侧赫尔德条件 


\f(x + t)-f(x + )\^Me, 

\ f(x - t )- /( x _)| < Mt a , 

这里 t > 0,0 < a < 1， 而 M 是一个正常数，那么，根据与上边相同的道理，函数/ 
显然也满足迪尼条件. 


定义3称实值或复值函数/ 是区间上的分段连续函数, 如果存在该区间 

< x n = b , 使函数/在每个开区间 ] xj - i , Xj[(j = 


中有限的一组点 
1，.. •，… 中定义、连续，而且在端点处有单侧极限 


a = xq < xi < 




定义 4称在给定区间上具有分段连续导数的函数为这个 区间上的分段连续可 


微函数 


例3如果一个函数在给定区间上分段连续可微，那么，它在该 E 间的任意一点 

都满足指数 

1,该函数在所考察的区间的任意点都满足迪尼条件.当然，在区间的两个端点只需 
检验相应的单侧迪尼条件. 

例4函数/⑻ 


1的赫尔德条件（这可由拉格朗日有限增量定理推出).因此，由例 


a = 


在 R 的任意点，其中包括零点，满足迪尼条件 


sgnx 




定理3 (傅里叶级数在一点收敛的充分条件）设/ : R — C 是 2 tt - 周期函数， 


在区间 [-7 T , 7 T ] 上绝对可积.如果函数/在点 : re R 满足迪尼条件，则它的傅里叶级 
数在点0；收敛，且 


/( X 一） +/0 e + ) 


J 2 c k (f)e 


ikx 


(28) 


2 


® 指的是对某个 e > 0积分#绝对收敛 
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◄ 根据关系式 （ 21) 和 （ 19 )， 得 


^71 (^)— 


[ f(x - t )- /( x _)] + [ f(x + 0 — f ( x +)} 


7T 


1 


sin n + - tdt 


2 


7 T 


0 


2 sin -t 


2 


由于当 t — +0 时有 2 si n y 〜 *， 所以由迪尼条件根据黎曼引理，可以断言，当 

时最后这个积分趋于零. ► 

注4由于刚证明的定理和局部化原理,我们看出，函数在一点处的值发生变化, 
对于系数,级数，傅里叶级数的部分和,全都没有影响，因此,这种级数在一点的收敛 
性以及级数的和，不取决于函数在一点处的个别取值，而由在这个点的任意小的一个 

邻域内的积分平均确定.这在定理 3 中也得到反映. 

■ 

例5在§1，例6中，我们求出了定义在区间 [-7 T ，7 T ] 上的函数 /( x ) = 的傅里 


n — > cx) 


叶级数 


fc + 1 


(― 1) 




sin fcx , 


x 


k 


k=l 


把函数 /(: r ) 从区间 ]- 7T , 7r [ 周期延拓到整个数轴上,可以认为，上述级数是这个延 
拓后的函数的傅里叶级数.于是，根据定理 3 得 

(~l) fc+1 


如果 | x | < 
0,如果 | a ：| = 


丌， 


X ， 




sin kx 




k 


7 T 


fc=l 


? ，得 


特别地，当 


X = 


4 


(-i) 


n 


7 T 


E 


2n + l 4 

例 6 设 a G R 且 H < 1. 考察在区间 [-7 T ,7 r ] 上它由公式 f ( x ) 

的 2 tt - 周期函数 /( x ). 

■ 

根据公式 (4),(5) 求出它的傅里叶系数如下： 


n=0 


给出 


= cos ax 


(― l) n sin 7 ra 


2a 


7T 


cos ax cos nxdx = 


an (/) 






a 2 — n 2 ’ 


7 T 


7 T 


— TT 


7T 


cos ax sin nxdx = 0- 


bn(f) 






7 T 


—TT 


根据定理3,在任意点 ; r e [-7 T ，7 r ] 都成立等式 


(- 1 ) 


n 


1 


2a sin 7ra 




cos nx 


cos ax = 


2 — n 2 


2a 2 




7 T 
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由此，当 


我们得到 


X = 7T, 


2a 


1 


E 


(29) 


cot ira — 


a 2 — n 2 


丌 


7TQ 


，因此，等式 （29) 右端的级数关于 


如果 | a | < < 1，贝 lj 

在任意区间 M ^ a 0 < l 上一致收敛.所以，可以对它逐项积分，即 




a 


2 


2 — n2 


n 2 — 


a 


a 


o 


x 


2ada 

2 — r)2 


dot = — 


cot 7ra — 


丌 tt 


7T 


a 


! jo 


n= 


从而 


x 


x 


sm 7ra 


y^ln|a 2 — n 2 

n—1 


In 


7 ra 


o 


o 


这个等式给出 


oo 


2 


X 


Sill 7TX 


n=l 


In 


n 2 / ’ 


7TX 


并最终得到 


2 


X 


sm 丌: r 




，当 \x\ < 1. 


(30) 


n 2 


7VX 


n—1 


这样 一来， 在第 17 章 §3 推导欧拉 r 函数的辅助公式时曾经援引过的这个关系 

式 （30) 获证. 


①定理 


d 


现在研究函数项序列 


Sq(x) + …+ S n (x) 


(x ) := 


a 


n 


它是周期函数/ : R — C 的傅里叶三角级数 （6) 的相应部分和 S 0 (x)r- , S n (x) 的 

算术平均. 


根据傅里叶级数部分和的积分表示 （20), 得 


7 T 


f(x - t)dn(t)dt, 


(X)= 


a 


7T 


— TT 


这里 


[Do ⑷+…+ Ai ⑴]， 


衣打⑷ = 


© 费耶 （ L . Fejer ) (1880—1959) ,著名的匈牙利数学家 • 
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4 


利用狄利克雷核的显形式 (17), 并注意 


2 


sm 


2 


Ei 


E 


kt — cos(k + l ) t ] — 


fc + TT 1 t = 


sm -t 


cos 


sin 


2 


2 


sm -t 


fc =0 


fc=0 


2 


得到 


2 


sm 


⑴ = 


(n + 1) sin -t 


2 


函数 叫费耶核， 准确地说， 叫第 n 个费耶核- 

注意到狄利克雷核乃 n 的最初定义（16)，可得，费耶核是光滑的 2 tt _ 周期函数， 

它的值，当最后分数的分母为零时,等于 n + 1. 

费耶核和狄利克雷核的性质有许多相似之处.但费耶核，与狄利克雷核不同，它 

是非负的.因此成立以下 

引理2由函数 


dn ( x ), 如果 W < 7 T ， 

如果 N > 


△ n (^) — 


2 n 


0, 


7T* 


构成的序列是 R 上的& 型函数序列. 

◄ A n ( x ) 的非负性是显然的. 

由公式 （19) 得 


5n( 工 ) 


A n ( x)dx = 


A n ( x)dx 


2tt 


7T 


Dk ( x)dx = 1 


2 n(n + 1) 


有 


最后，对任意的5 > 0,当 


71 —► OO, 


-5 


+oo 


A n ( x)dx = / A n ( x)dx 


A n ( x)dx — 


0彡 


5 


5 


dx 


0,当 




n — ^ cx ) 


+ 1 ) 


2 


0 


sm -x 


定理4 (费 耶） 设 / : K —^ C 是 27 T - 周期且在 [ - 7 T ，7 T ] 上绝对可积的函数， 
a ) 如果在集合 EcR 上函数/ 一 致连续，则 

⑻4 f ( x ) 在 £7 上当 n — oo ; 


a 
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b ) 如果 / gCQ ^ C )， 则 


( x ) =4 f ( x ) 在 R 上当 


n — ^ oo ; 


c ) 如果/在点 xeR 连续，则 


( T n ( x ) — > f ( x ) 当 n — oc . 

◄断言 b ) 和 c ) 是断言 a ) 的特殊情形. 

断言 a ) 本身是第17章§4关于卷积收敛性的一般命题5的特殊情形，因为 


(X) 


f(x - t ) dn ( t)dt = (/* A n )( x ) 




2tt 


推论 1 (关于三角多项式 通近的 魏尔斯特拉斯定理） 如果函数 / : [-7 T , 7 T ] ^ C 

在区间 [一 7T ， 7T] 上连续且 /(—7T) = /(7T )， 则这个函数在区间 [一 7T ， 7T] 上可以用三角多 

■ 

项式以任意精度一致逼近. 

◄把/做 27 T - 周期延拓，我们将得到 R 上的一个连续的周期函数，根据费耶定 

理，三角多项式 (Tn(x) 一致收敛于它 .► 

推论2如果函數/在点 IT 连续，则它的傅里叶级数或者在该点发散，或者在 

_ 

_ 

该点收敛于 fix ). 


序列 S n ( x ) 有极限，则序列 < T n ( x ) = 

有 a n ( x ) — 


◄ 只需检验收敛的情形.如果当 

Sq(x) + …+ Sn(x) 


71 — 00 


也有同样的极限.但是，根据费耶定理，当 n — oo 

f { x ). 因此,如果当 n —*■ oo 存在 S n ( x ) 的极限，则 S n ( x ) —*■ f ( x ) 当 n — 

注5我们指出，连续函数的傅里叶级数在某些点也可能是发散的. 


函数的光滑性和傅里叶系数的下降速度 

光滑函数的傅里叶系数的估计 

我们从一个简单但重要和有用的引理开始. 


■ 


« 


引理3 (傅里叶级数的可微性）如果连续函数/ G C ([-7 T ,7 r ], C ) 在区间 [-7 T , 7 T ] 

的两个端点取值相等 (/(-7 T ) = /(7 T ))， 且在 [-7 T ? 7 T ] 上分段连续可微，则它的导数的 

•• 

傅里叶级数 


f 〜 Y\c k {ry kx 


可以由函数本身的傅里叶级数 


/ 〜 X^ fc (/)e 


ikx 
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形式地进行微分得到，亦即 


Ck(f) = ikc k ( f),k e Z 


( 31 ) 


^ 从傅里叶系数的定义 （13) 出发，用分部积分就得到 


7T 


7T 


7T 


ik 


f ( x ) e~ lkx dx = — f ( x)e 

Ztt 


— ikx 


—ikx 


c k(f) = 


/ ⑻ e 


dx = ikck ( f ), 


2 丌 


2 tt 


一 7T 


— 7T 


— 7T 


因为 /( 丌 )- /(-7r)e z 


fc7T 


= 0 


命题 1 (函数的光滑性与傅里叶系数下降速度的联系）设/ € 

C ) 且/⑴(一 7 T ) = /⑴ (7 T ), j = 0,1 ,...，m — 1. 如果函数/在区间 [-7 T ,7 r ] 上有 m 阶 

分段连续导数，则成立 


Q(/ ㈣ )）= (ifc) m Cfc ⑺， fcGZ ， 


(32) 


和 


7fc 


’当 fc ― > ex ), k G 


kfc(/) 


(33) 


= o 


k m 


k m 


而且 E W < 


OC 


关系式 （ 32) 是使用 m 次等式 （ 31) 得 到的: 


(/ (m) ) = ( ifc ) c fc (/ (m - 1} ) = 


( ik ) m c k ( f ) 




* * • 


| c fe (/(-))|, 考虑到贝塞尔不等式 


Ik = 


2 




从 （ 32) 得到 (33). ► 

注 6 如同在引理 3 中 一样， 在这个命题中可以用/是整个数轴上的 2 tt - 周期 
函数的假定代替条件 /( j )( 一 7 T ) = 

注7如果傅里叶三角级数是写成⑹的形式，而不是复形式（60,则代替简单 
关系式 (32), 只得写成明显地比较累赘^等式，但其含义同 样是： 在上述条件下,傅里 
叶级数可以逐项微分(无论它是用公 -(6) 还是 (6') 给出的).至于级数 (6) 的傅里叶 

系数 a fc (/) A (/) 的估计，那么，由于 a fc (/) = c fc (/)- c — fc (/) A (/) = i ( cfc (/)- c _ fe (/)) 
(参看公式 （12)), 从 （33) 可以 推出： 如果函数/满足命题中的条件，则 

I 恥 (/)l = g ， M/)l = 




( 33 ，) 


， A ; GN ， 


k m 


这里 E 4 < oo 和 E 用 < oo , 并且可以认为 a k = p k = lk + 


fc=l 
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b. 函数的光滑性和它的傅里叶级数的收敛速度. 

定理5如果函数/ : [-7 T , 7 r ] — ^ C 满足 

a) / 6 C( m_1 )[—7r ， 7r]，m G N ， 

b ) = /(•?')(7r),j = 0,1, 

c ) 在 [-7 T , tt ] 上 / 有 m > 1 阶的分段连续导数 / ( m ) , 则函数/的傅里叶级数在 

区间 [-7 T ,7 T ] 上绝对且一致收敛于/,而且傅里叶级數前 n 项和⑷对 f ( x ) 的偏 
，在整个区间[- 7 T ，7 r ] 上满足估计 


, TH — 1 ， 


• * « 


£ 


\ f ( x ) - S n ( x )\ ( 


m — 1/2 ’ 


n 


这里 {£n} 是趋于零的正数序列 . 

I 

◄ 把傅里叶级数的部分和 （9) 写成紧凑的复形式 （9') 


S n ( x ) = Vc fe (/)e 


ikx 


根据函数/的条件，由命题1，我们得到， | c fc (/)| = 7 fc / w m , 且 E ^ k /\ k \ m < 

(因为0彡 7 fc / W m < • W + VW 2m ) 和 m > 1，所以有 E 7 fc /| fe | m < oo ). 因此，序列 
S n ( x ) 在闭区间 [-7 r ,7 r ] 上一致收敛（根据级数的魏尔斯特拉斯强函数检验法或序列 

的柯西准则). 

根据定理3,序列 S n { x ) 的极限 S ( x ) 等于 /( x ), 这是因为函数/在闭区间 
[- 7 T ，7 T ] 的每个点都满足迪尼条件（参看例3)，而且，由于 /(-7 T ) - /(7 T ), 函数/能周 

期地延拓成 R 上的函数且在任意点 xeR 保持迪尼条件. 

现在，利用关系式 （31) 就能进行 估计： 


oo 


|/( X ) - S n ( x )\ = \ S ( x ) - S n ( x ) \ = ^2 Cfc (/) 


ikx 


e 


±k—n+l 


oo 

E 


Mf)\= y; 7 fe /ifci 




士 fc=n+l 


±/ ： =n+l 


1/2 


1/2 


E 1A 


令 


2 m 




±fc=n+l 


土 fc=n+l 


时，趋于零，这是因为 E 7差 < 


这个不等式右边的第一个因子，当 

另外（参看图104)， 


OO 


71—^00 


dx 


E / 

fc=n+l 71 


2m—1 


2 m 


2m — 1 


n 


X 
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104 


这样一来,我们就证明了定理 5. ► 

由于得到了这些结果，我们将能做出几个有益的注. 

注8从定理5 (本质上是在证明它时用过的定理 3) 可以很容易地不依赖费耶 
定理独立得到推论1中的魏尔斯特拉斯逼近定理. 

◄ 只要对实值函数证明它就行了.利用函数/在区间 [-7 T , 7 T ] 上的一致连续性, 
我们用一个分段线性的连续函数逼近/，使在整个区间上一致地精确到 V 2 , 
而且在区间的两个端点与/取相同的值，即= ip ( 7r ) = f ( x ) = f (- n ) 

(图 105). 根据定理 5# 的傅里叶级数在区间 [-7 T , 7 T ] 上一致收敛于 P 取这个级数 
的部分和，满足对 ^( X ) 的偏离不超过 e /2, 我们将得到一个三角多项式,它在整个区 

间 [-7 T ,7 r ] 上以精度 e 逼近原来的函数 /. ► 

注9假定具有跳跃奇性的函数，它能表示成和的形式/ = p +也其中4是光 
滑函数，而 P 是具有和/ 一样的奇性的一个筒单函数（图 10 G , a , b , c ), 那么，根据 
定理5, /的傅里叶级数是快速且一致收敛的函数4的傅里叶级数与函数 P 的傅里 
叶级数的和.后边这个傅里叶级数可以认为是已知的,如果我们取一个标准的函数 9 

的话（在图106上 < p { x ) 


当0 < < 丌). 


S —7 T < X < 0, M ( f ( x ) 


=丌 — X 


—7T — X 






y 


0 


7T 


—7T 


b - 


7T X 


0 


— 7T 


106 


105 


我们所观察到的这种情形,无论在与级数有关的应用和计算问题中 （ A . H . 克雷 
洛夫①分离奇性并改善级数收敛性的方法),还是在傅里叶三角级数理论本身中（譬 

①克 雷洛夫 （ A , H . Kp MJ !OB )(1863-1945) 俄苏力学家和数学家,对计算数学，特别是在船舶构 

件计算方法做出了重大贡献. 
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如，参看练习11中所说的吉布斯®现象）都是经常用到的. 

注 10 傅里叶级数的积分法. 

借助定理5可以陈述并证明以下命题，它是关于傅里叶级数可微性的引理3的 


补充 


命题2如果函数/ : [-7 T , 7 r ] — ^ C 分段连续，则对应 f ( x ) ~ J 2 c k ( f ) e tkx 经过 

— OO 

积分后化做等式 


^kU) 


二 cq(/)x + ^ 


ikx 


1)， 




ik 


o 


这里撇“〃，表示在和中没有 fc = 0那 一项; 求和按对称部分和进行，而且级数在 

— 71 

区间 [-7 T ,7 r ] 上一致收敛. 

◄ 在区间 [-7 T ,7 r ] 上考察辅助函数 


— co(/)x. 


F ( x ) 




0 


显然， F G C [— 7 T , 7 r ]. 其次， F (— 7 T ) = 这是因为由 Co ( f ) 的定乂有 


— 2 nco ( f ) = 0 


F ( tt ) — F (—7 r ) 




—TT 


由于函数 F 的导数 F f { x ) = f ( x ) - c 0 ( f ) 是分段连续的，根据定理5,函数 F 的傅 
里叶级数£ c k ( F ) e ikx 在区间 [-7 r ,7 r ] 上一致收敛于根据引理 3 ,当 /c _ 0时 

c k ( F f ) 


但是，当 fc # 0时有 c k ( F f ) = C fc (/). 现在用函数/来表达等式 


有 Cfc ( F ) 

F ( x ) = ^ c k ( F ) e ikx , 并注意 F (0) - 0,我们就得到欲证的结果- 




ik 


4. 三角函数系的完全性 

完全性定理 

最后我们从傅里叶级数的逐点收敛性重新回到它按 （10) 的平均收敛性.更准确 
地说就是，利用关于傅里叶级数逐点收敛性特点的知识储备，不依赖于练习中已经 

说过的方法，独立地给出三角函数系 { l ， cosfc : r , sinA ; a:;fc G 叫在 lH 2 ([-7 r ,7 r ]， R ) 中的 

完全性的证明.这时，如在第1段中一样，讯 2 ([-7^]肩或 9 l 2 ([-7 r ,7 r ], C ) 理解为在 
区间 ]-7 T ,7 T [ 上本身局部可积而模的平方（至少在反常积分意义下）可积的实值或 

复值函数的线性 空间； 假定在这个线性空间中定义了标准的 W 积00,由这个内积产 
生的范数的收敛 U 正好就是平均收敛性（均方差 （10) 意义下的收敛性) • 

①吉布斯 ( Gibbs ) (1839-1903) 是美国物理学家和数学家,热力学和统计力学的奠基人之一. 


攀 
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下边打算证明的定理，直接了当地确认了三角函数系在 SH 2 ([-7 r ,7 r ], C ) 中是完全 
的.但是,我们将这样叙述定理，使叙述本身能展现定理证明的关键.它基于那样一 
个明显的事实，即完全性性质有传 递性： 如果4逼近 S ， 而 B 逼近 C , 则 A 逼近 C . 

定理 6 ( 三角函数系的完全性） 任意函数 / eiH 2 [-7 r ，7 r ] 都能用 

a ) 支集在] - 7 T ,7 r [ 中且在 [-7 T , 7 r ] 上黎曼可积的函数； 

b ) 支集在 [_7 r ，7 T ] 中的分段常数 函数； 

C ) 连续分段线性且支集在区间 [-7 T , 7 T ] 中的 函数； 
d ) 三角多项式 

以任意精度平均逼近. , 

◄ 显然，只要对实值函数的情形证明定理就 够了， 所以我们限于考虑这种情形. 
a ) 从反常积分的定义推出 


7 T — S 


f 2 (x)dx 


f2{x)dx = S 1 % 




— 7T 


因此,对任何 e > 0,可以找到5 > 0使函数 


/(X )， 如果 H < 7T — 5， 

如果 7 T — (5 ^ | x | < 

在 [-7 T ,7 T ] 上按平均意义与/的差别小于6这是因为 


fs ( x ) 




0, 


7 T . 


— 7T+5 


7T 


7T 


f 2 (x)dx-\- I f 2 (x)dx 


(f - fs) 2 (x)dx = 


— 7T 


b ) 只需验证，任意形如的函数，在 m 2 ([-7 r ，7 T ]， R ) 中都能用分段常数且支集 
在 [-7 T , 7 T ] 中的函数逼近即可.但是 函数厶 在区间 [-7 T + 7 T - (5] 上已经是黎曼 
可积的.因此，在这个区间上它以某常数 M 为界，此外，还存在该区间的了个分划 

- 5 , 使相应的函数心的达布下积分和 f ： miAxi 

i=l 


—7 T + S = Xq < Xi < 


< = 丌 


V * V 


与 / 5 在 [-TT + (5, 7 T - (5] 上的积分之差小于 £>0 

现在置 


如果 a : e [ xi - i,Xil 

0，在 [-7 r ,7 r ] 的其他点， 


7 H 4 




g { x ) = 


我们将得到 


7T 


7T 


(fs-g) 2 (x)dx^ / \fs + g\\fs-g\(x)dx 


_7T 


— 7T 


7T — 5 


(fs -g){x)dx < 2Me ， 


^ 2 M 


— tt +5 
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这就是说，/ 5 在区间 h 7 T ,7 r ] 上可以用在该区间上分段常数且在区间 hTT ，7 r ] 的端点 
的邻域中等于零的分段常数函数在平均意义下以任意精度逼近. 


) 现在，只要确认能够在平均意义下任意逼近 b ) 中指出的函数即可，设 P 是这 

由于它们是有 

的心邻域互 


C 


样一个函数.它在开区间 ] - 7 T ，7 T [ 内的全部间断点为 

限多个，所以，对任何 e > 0,可以取到足够小的 S >0 , 使点 

不相交，都严格包含在开区间 ]-7 T ，7 T [内，而且 2SnM < £. 这里 M = sup |^( x )|. 现 




，工 


* 


工 1 ，… 


n 


x|^7r 


在用在区间 h -6, Xi ^-8] 的端点取值为 -5) 和0的线性插值函数代替 
该区间上的函数&我们将得到一个支集在 [-7 T , 7 T ] 中的连续分段线性函数如.根据 

9 S 的构造方法知道，在[- 7 T ，7 r ] 上有 | p 5 ( a ;)| ^ M , 因此 

(g - gs) 2 (x)dx ^ 2 M f \g - gs\{x)dx 


— 7T 


Xi+5 


n 


g — gs\(x)dx ^ 2M * (2M * 2S) - n < 4Me, 


= 2M 


Xi 一 <5 


因此，逼近的可能性得证. 

d ) 只需再证明任意的 c ) 类函数在区间 hi 垌上都能用三角多项式在平均意义 
下逼近.但是，因为根据定理 5, 对于任意的卵型函数，关于任意给定的 e > 0, 可以 

找到一个三角多项式它在区间 [-7 T ,7 T ] 上以精度 S —致地逼近卯.因此，/二(如- 

T n f(x)dx < 2 m 2 , 从而也确立了用三角多项式在区间 [-7 T , 7 T ] 上以任意精度逼近任 
意的 C ) 类函数的可能性. 

现在,援引 m 2 [-7 r ,7 r ] 中的三角不等式，即可 断定： 整个定理6,亦即上边指出的 

那些函数类在 m 2 [-7 T ,7 r ] 中的完全性，已经得证. ► 

b. 内积和帕塞瓦尔等式 

在证明了三角多项式在 JH 2 ([- 7r , 7r ], C ) 中的完全性以后，根据定理1可以断言 

对于任意的函数/ € tH 2 ([-7 r ,7 r ], C ) 成立等式 


« o (/) 


(34) 


kx + 6fc(/)sin kx], 


COS 


2 


fc=i 


或写成复形式的等式 


/ = E c “，) eifc ' 

— OO 

这里的收敛性理解为按空间 lH 2 [-7r,7r] 的范数的收敛性，亦即平均收敛性，而 （ 35) 中 
的极限过程是由 S n ( x ) = 在 

如果把等式 (34),(35) &写成 


(35) 


时完成的. 


n — ^ oo 


sin kx 


ao (/) 1 


cos kx 




(340 


+ b k (f) 






fc=i 
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1 °° pikx 


( 35 ，) 


则等式右边分别是按规范正交系 


cos kx, — ?= sin fc7r; A: 6 N > , 


e ^; fcGZ 的级数.因此，根据用向量在规范正交基下的坐标计算向量内 


y /2 n 


积的一般规则（参看 §1 引理 1), 可以断定，对 JH 2 ([-7r,7r],C) 的任意两个函数/和 

9 ,等式 


ao ( f ) Mg ) 


+ 5I afe (f) d k(g) + h (f)h(g) 


(36) 


〈/，5> = 




2 


或它的另一种写法 


(fjff) = c fc(/)cfc (g) 


(37) 


2 丌 


都成立.在这里，照例记 


(f ， g)= f(x)g(x)dx. 

*/ — TT 

特别地，当/ = g 时，从 （ 36) 和 （ 37) 得到以下两个彼此等价的经典的帕塞瓦尔等式 


2 




X >“/) i 2 + iw /) i 2 , 


i - m 2 = 

7T 

*imi 2 = Ek“/)i 2 

— OO 

我们已经说过，从几何的观点看，帕塞瓦尔等式可以看做是无穷维情形下的毕 
达哥拉斯定理. 

根据帕塞瓦尔等式容易证明以下有益的命题. 

命题 3 ( 傅里叶级数的唯一性）设/和分是巩 2[-1 爿中的函数 . 那么， 

a ) 如果三角级数 


(38) 


2 


fc=l 


(39) 




E 


ikx 


E 


) 


ak cos kx + bfc sin kx(= 


— + 




2 


fc 二 l 


在区间 [-7 T ? 7 T ] 上平均收敛于/，则它是 / 的傅里叶级数； 

b ) 如果函数/和0有同一的傅里叶级数，则它们在区间 [- ATT ] 上几乎处处相 

等，即/ = 9在讲2[—71",垌中， 

◄断言 a ) 实际上就是下述一般事实的特殊 情况： 向量按正交向量系的展开是 
唯一的.根据内积的连续性（参看§1的引理 1), 借助内积运算立刻得到，向量按正 
交系展开的系数是，而且只能是,傅里叶系数. 
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断言 b )， 注意到三角函数系在 ^ 2 ( h ^7 r ], C ) 中的完全性，可从帕塞瓦尔等式推 


出 * 


由于差 （/ - W 有零傅里叶级数,根据帕塞瓦尔等式有 j |/ - = 0. 因此，/ 

m g 在它们的连续点处相等,从而，几乎处处相等 .► 

/ ⑹ ( a ) 


OO 


Or - tz 尸时，我们曾指出，函数类 C ^{ R , R ) 


注11在研究泰勒级数 g 

中的不同的函数（在某些点 at E ). 可以有相同的泰勒级数.这个与刚才证明的傅 
里叶级数唯一性定理相反的性质，不应该使之过分地绝对化，这是因为任何唯一性 
定理都是对一定的空间和一定形式的收敛性而言的. 


n! 


例如，在解析函数空间中（解析函数即能局部地表示成逐点收敛幂级数 
g a n { z - z Q ) n 的函数)，两个不同的函数在任意点的泰勒展开都不相同. 

n =0 同样地，如果在研究三角级数时不使用空间 m 2 [-7 T ,7 r ], 并考察三角级数的逐点 
收敛性,那么，如同已指出过的 （ 参看 §2, l , c ), 可以构造一个三角级数，它的系数不 
全为零,但它几乎处处收敛于零.当然，根据命题3,这种零-级数在均方差意义下 

不收敛于零. 

最后，作为傅里叶三角级数性质应用的例子,我们来研究二维古典等周不等式的 
下述结果，它属于赫尔 维茨® 为了避开累赘的表达式和一些意外的技术上的困难， 

我们将使用复形式的记法. 

‘例7 n 维欧几里得空间 E n (n ^ 2) 中一区域的体积 V 和包围该区域的 （n - 1) 
维超曲面的面积 F 之间有如下关系 


V n — 1 彡 F n , 


(40) 


它叫 等周不等式. 这里^是五 n 中 n 维单位球的体积.等周不等式中的等号只对球 
成立 • 


“ 等周” 这种叫法是与在长度为1的平面闭曲线中求出所围面积5最大的曲线 
这一经典几何问题有关的.在这种情形下，不等式 （40) 即 


AnS ^ L 2 


(41) 


我们现在要证明的正是这个不等式，同时认为，所考虑的曲线都是光滑的，并用 
参数方程形式给出 ： z = 9( s),y = 这里 s 是沿曲线的自然参数（弧长)，而函数 

和矽属于函数类 C (1) [0, L ]. 曲线封闭性条件即 p (0) = = ip ( L ). 

它从 -7 T 变到 7 T , 并设我们的曲线用参数方 




代替参数 s 改用参数 t = 2 ttv 


— 7T ， 


L 


程 


( 42 ) 


— 3^(^) ^ y — J/( 亡 )，—^ ^ ^ ^ 7T, 

①赫尔维茨 （ A . Hurwitz ) (1859—1919) 是德国数学家，克莱因的学生 • 
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给出，且 


(43) 


x (- n ) = x (? r )， y (— tt ) = 2 /(? r ) 


关系式 （42) 能表成复值函数形式 


(420 


Z ⑷， 一 7T < t < 7T ， 


Z = 


这里冲 ） = a ; ⑷ + 并据 （43) 有 z(-tt) = z(tt) 

我们注意到 


2 


ds 


Y ⑷ | 2 = (/⑷ ) 2 + ( y ' ⑷) 2 = 


dt 


因此,在我们的参数 * 的选择下,有 


\ z l { t )\ 2 = L 2 /A 

其次，考虑到=(工 - iy )( x f + % y f ) = ( xx f -\- yy ') + 一 并利用等式 

(43), 可把由闭曲线 （42) 围成的区域的面积用复形式的公式表示出来： 


2 


(44) 


7T 


7T 


7T 


(45) 


z f ( t ) z { t)dt 


(工 y ’ - yx '){ t)dt =— 

现在写出函数 (420 的傅里叶展开式 


S =^ 


2 


_ 7T 


一丌 


z ( f ) = Z] 


ikx 




这时， 


’ ( f ) 〜 y ^ ikcke 


ikt 


Z 


特别地，等式 （44) 和 （45) 表示 


L 2 


7T 


\ z \ t)^dt 






4 tt 2 , 


2丌 


2丌 


— 7T 


而 


7T 


I 


z f ( t ) z ( t)dt 




-s 






2 n 


7T 


— 7T 


根据等式 (37),(39), 所得的关系式有如下用傅里叶系数表示的形式: 


47 T 2 y ^ | fcc fe | 2 , 


2 


L 


kc k c k 


S = 7T 
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这样一来， 


4?r y^(fc 2 - fc)|c fc | 


L 2 — AttS 


2 




这个等式的右端显然是非负的，而且只有在条件 


= 0,当 e z，fc / 0,1 


Ck 


下，它才是零. 

于是，我们证明了不等式 （41)， 同时还得到了使等号成立的那种曲线的方程 


z ( t ) 


Co + Cie , —7T ^ 7V 




这是以复平面上的点 CO 为中心， | Cl | 为半径的圆的复形式的参数方程 


习 


1. a) 试证: 


sin nx 


7T — x 


E 

n=l 


当 0 < a : < 27 T , 


2 


n 


并求这个级数在其他的点 x e R 的和. 

现在，试利用上述展开以及傅里叶三角级数的运算法则证明 

，当0< 


sin 2kx 7T X 

4~2 

sin (2 fc - l)x it ^ n ^ ^ 

― 2^ _l =T,aO<X<7T 


b ) E 


X < 7T 


2k 


k=l 


c ) E 


4 




(一 l ) n_1 


当 w < 


d ) E 

n=l 

e) x 2 = ?+4g 


7t. 


sin nx = 


2 


n 


(-i) n 

x n 2 
cos (2 fc — l)x 

(2k - 1) 


当 | x | < 


7T. 


cos nx , 


3 


7l~ 


4 


7T 


} 当 0 < 3： S 


一二 E 


f ) 


7T 


X = 


2 


2 


7 T 


fe —1 


2 


3 a ; 2 — 6ttx + 2n 


OO 


cos nx 


，当 0 彡 a ;( 


= E 


7T 


\ n 2 


12 


n= 


h ) 绘出这里的三角级数的和在整个数轴上的 图像. 利用所得到的结果求下列数项级数的和 


(一1) 


n 


n 


(-i) 


" T 丄 V 

，乙 n 2 ，乙 

n~l n=X 


E 


n 2 


2 n + 1 


n~0 


试证: 


a ) 如果 / : [一 id — C 是奇（偶）函数，则它的傅里叶系数有以下特点: a k (f) = 0(b k (f) = 

0) 当 A : = 0,1，2，" s 


C 具有周期 27r/m ， 则它的傅里叶系数 c k (f) 仅当 fc 是 m 的倍数时才可 


b ) 如果 f : R - 

能不等 于零； 
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c ) 如果/ : [-7 T ，7 T ] — R 是实值的，则对于任何 fc € N , Ck(f) = c ^ fe (/)； 

d) \ah(f)\ ^ 2 sup \f(x)\, \b k (f)\ < 2 sup \f(x)l\c k (f)\ < sup |/(o:)|. 


I ^ l < 


X j <7T 


: c| <7T 


0, l r - } ? { sinfca:;fc G N } 都是空间 


a ) 试证：对于任意的 a € 肢，函数系 {cos kx; k 

汛 2[ a，a + 7 r ] 中的完全系. 

b ) 求函数 f { x ) = X 按上述每个函数系在区间 [0 S 7 T ] 上的展开式. 

) 绘出所得傅里叶级数的和在整个数轴上的图像. 

d) 指出函数 fix) = |x| 在区间 [-7T,7r] 上的傅里叶三角级数，并阐明它在整个区间 [-7T,7r] 

上是否一致收敛于这个函数. 


C 


十 oo 


4. 函数/的傅里叶级数 I ： c k (f)e ikx 可以看成幂级数 I ： U E C k z k -h 

特殊情形，其中2在复平°^的单位圆的圆周上变化（即 r = e ^). 00 

试证： 如果函数/ : [-7 T , 7 T ] — C 的傅里叶系数 c k {f) 减小得那样快，使 iim lc fc (/)| 1/fc 

1,而 lim | cfc(/)| 1/fc = c + < 1，则 

k ►H-oo 

a ) 可以把函数 / 看成用级数 § c k z k 表示的定义在环形区域 G 1 < M < 4 1 中的某个 

函数在单位圆圆周上 的迹； °° 

+ iy , ln 丄< y < In 丄，级数§ c k (f)e ikz 绝对收敛（特别地，它的和与求 


k 


的 


CkZ 


0 


C_ > 


b ) 当 


Z = X 


C— 


C + 


和顺序无关 )； 

) 在由条件 a < Imz 彡 & (其中 In — < a < 6 < In —) 确定的复平面中的带形区 域内， 

c — c+ 

级数 f ： c k (f)e ikx 绝对且一致 收敛； 


c 


2 


Z 


Z 


+ •.. 和欧拉公式 


+ i sin x 证明 


d ) 试利用展开式 e z = l + f + 


=cos a ; 


2[ 


1! 


cos nx 

, + ~^r 

sin nx 


, cosx 

1+- TT - + 


COS X 


cos ( sinx ), 


. =e 


• ， 


smx 


COS X 


sin ( sinx ); 


+ 


=e 


n\ 


1! 


3 


B 


2 


4 


% 


Z 


Z 


Z 


验证 


e ) 试利用展开式 


1 一可 +4! 


3! 5! 


- - ,sm z = z — 


cos 2 ；= 


cos (2 n + l)x 
(2 n + 1)! 

sin (2 n + l)x 


E(-D 


= sin(cos x ) ch(sin x ), 


n 


n=0 


E (- i ) 


= cos(cos x ) sh(sin x ), 


n 


(2 n + 1)! 


n—0 


cos 2nx 
(2 n )! 


E (- i) n 


= cos(cos a :) ch(sin x )^ 


n=0 


sin 2nx 
~ j 2 n)T 


E(]) n 


= cos(cos x ) sh(sin x ). 


n 二 0 
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试验证： 

a ) 对于任何 a G R , 函数系 { l . cosk ^ x . sink ^ x ; k e N }, { e lk ^~ x \k ^ Z } 都是空间 

^2([ a 5 a + T ]; C ) 中的完全正 交系； 


C 关于上述的函数系的傅里叶系数 a k (f) ， b k (f), Ck (f) 与它是在 


b ) T - 周期函数/ : 

区间[-$，$]上还是在任何其他形如 [ a,a + T ] 的区间上展成傅里叶级数无关 


C) 如果 Cfc(/) 和 Cfc(s) 是 T - 周期函数/和 3 的傅里叶系数，则 


a+r 


^2ok{f)c k {g)) 


f ( x ) g { x)dx = 


T 


d ) T - 周期光滑函数 / 和 5 的用因子忐规范化了的“卷积 


T 


T 


/(X - t ) g ( t)dt 

的傅里叶系数 Ck(h) 与函数 f 和 g 的傅里叶系数 Ck(f),c k (g) 满足关系 c k (h) = 

ck(f)ck(g)(k e t). 

试证：如果 《 与 TT 不可公度，则 

1 N 

a ) lim — E 

N^OO IS n= i 

b ) 对任何连续的 2 tt - 周期函数 / : R — C ， 有 


h ( x ) 






T 


o 


S 


ik{x^-noc) _ 丄 


ikt 


dt; 


e 


e 


2 tt 


^2f(x-^na) = ~ [ 

n=l J " 




lim 


N 


N 


7. 试证下述 断言： 

a ) 如果函数/ : R — C 在 IR 上绝对可积，贝 ！ J 


7T 


f [ x ) e lXx dx ( 


f (工 + T) — f( x ) 


X 


b ) 如果函数 / :M — C 和 P:R — C 在 R 上绝对可积，且 0 的模在 R 上有界 ，贝 ! J 

_ 

f(x + t ) g { t ) e Xi dtt =: < p \( x ) =4 0 在 R 上，当入 


—^ oo 


C 是 2 tt - 周期且在一个周期上绝对可积的函数，则它的傅里叶三角级数 


c ) 如果/ : R 

的余项 Sn(x) - f(X) 可以表示成 


) 


S n ( x ) - f ( x ) = - / ( A 2 f )( x , t ) D n ( t ) dt , 


7T 


0 


这里 Dn 是 n 阶狄利克雷核，而 (^ 2 f)M = f(x + t )- 2 f ( x ) + f(x - t ) 

■ n 

. d ) 对于任意 5 句 0,7 T [， 可把上边得到的余项公式化成以下形式 

( A 2 f )( x , t)dt + o ( l ), 

丌 /o ^ 

时趋于零，而且这个极限在任何使函数/有界的区间 M 上是 


7T 


1 


sm nt 


S n ( x ) - f ( x ) 






这里 0(1) 当 

—致的. 


n — oo 
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e ) 如果函数/ : [一 7 T ，7 Tl — C 在区间 hTT , 7 T ] 上满足赫尔德条件 |/( xi ) - /( 0 ： 2 )|彡 

M|xa - X 2 | a (这里 M 和 a 是正数)，此外， /( 一 7 T ) = /(7 T )， 则函数/的傅里叶级 
数在整个区间上一致收敛于它自己. 

a ) 试证： 如果/ : R 

/可以表示成 


是 2 tt - 周期函数，且有分段光滑的 m 阶 （m € N ) 导数则 


2 


do 


B m (t — x ) f ( m ) ( t)dt 


/( 工）= 




2 




COS 


的形式，这里 Bm ( u ) = E 


， m e N 


k 


fc~i 


7T — X 


在区间 [0,2 tt ] 上的傅里叶展开，证明： Bi ( u ) 是区间 [0,2 tt ] 
上的1次多项式，而 Bm(u) 是区间 [0,2 tt ] 上的 m 次多项式.这些多项式叫伯 努利多 


b ) 利用练习1中函数 


2 


项式 . 


c ) 试验证：对任意 m € N ， 有 / G 27r B m ( u)du 

= 0,1，…， 2 n . 试验证: 


a 




27rm 

2 n + 1 


a ) 设 Trn = 


，m 


2n 


2 


E 


COS fciCm COS loCjn —■ ’ 


2 n + 1 


2n 


2 


sin kx 


sill IXrn := ^ kl ， 


2ti + 1 


2n 


E 


sin kx m cos lXm — 0, 


这里是非负整数，而 = o 当 fc ¥ l ， s kl = 1 当 fc = L 

R 是 2 tt - 周期，且在一个周期上绝对可积的函数.用点 


27rm 

~, ?n — 

2 n + 1 

，2 n ， 把区间 [0,2 tt ] 分成 2 n + 1个相等的 区间. 我们用与区间 [0,2 tt ] 的这个分 


b ) 设/ 

0 ，V 

划对应的矩形公式计算积分 


x 


* 


― ► 


2 tt 


f ( x ) sin kxdx 


f ( x ) cos fcxdx , bk { f )= 


M/) 








7T 


0 


0 


的近似值.这时，我们得到 


2 


E 

m—1 


f(Xm) COS kx 


Mf ) 




2ti + 1 


2 


E 

71=1 


/( xm)sin kXm , 


bk ( f )= 


2ti + 1 


并且用它们代替函数 / 的傅里叶级数的前 n 项和 S n (/， X ) 中的相应的系数 Mf ) 和 


bk ( f ) 


，2 n ) 的 n 阶插值三角多项式 


试证：这时得到的是函数/在节^ x m (m = 0，1，2, 
S n { f , x ) y 即在这些节点处有 f ( x m ) = Sn ( f ^ m ). 
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连续且分段可微，又设它的导数/在区间 } a , b [ 上平方可积.试利用 


10. 设函数 / : [ a ，6] _ 

帕塞瓦尔等式证明 

a ) 如果 [ a , b ] = 则当满足两个条件/(0) = f (7 r ) = 0或 f ( x)dx = 0中的任一个 

时，成立斯捷克洛夫不等式 


f 2 ( x ) dx ( ( f ) 2 ( x ) dx , 


0 


0 


时成立; 


其中的等号仅在 f { x ) = 

b ) 如果 [ a ，6] = [- 7T , 7r ] 并同时满足两个条件 f (- ir ) = /(7 T ) 和 f ( x)dx = 0,则成立 

维勒金盖勒不等式 


acosx 


r f 2 {x)dx < f {f) 2 (x)dx, 

J 一 7T v — 7T 

+ 6 sin a ： 时成立. 


其中等号仅在 fix ) 


— a cos x 


吉布斯现象——人们这样称呼下边描述的傅里叶三角级数部分和的行为特点，“它是由维尔 
波列雅姆首先发现的 （1848 年)，后来 （1898 年）吉布斯重新发现了这种现象” （ 《数学百科 

全书》 '卷 1，莫斯科，1977年 .） 

a ) 试证 


11 


9 


sin (2 fc — l)x 

~ 2 k ~ 


4 




，当 M < 


7T. 


sgna : =— 


fe=i 


sin (2 fc — l)x 

2 fc — 1 


4 


时达到最大值，且当 


时 


当 


b ) 试验证， 


S n (x) = - S 




n —► oo 


x = 


2 n 


丌 




有 


sin (2 fc - 1) ^ — 


2 


㈤ 部 


1.179 


7T 


2 n 


S n 


X 


(2 k - 1) 


o 


2 n 


时 S n ( x ) 在点 a : = 0 附近的振动大约超过函数 sgnx 本身在 


这样一来，当 
这一点的跳跃的18% ( S n ( x ) “依惯性”超 跳). 


n —► cx ) 


c ) 绘出习题 b ) 的函数 S n ( x ) 的图像的极限， 

现在设 S n ( f , x ) 是函数/的傅里叶三角级数前 n 项部分和，并设当 n 
^的空心邻域0 < |x - 〈占 中有 5 n (/， x ) — f ( x )， 在点《处/有单边极限/(《-)和 

/«+). 为确定起见，设 m ~) ^ m+y 

称和 5 n (/, X) 在点€有吉布斯现象，如果 lim Sn ( f , x ) < D ( fiM < 


时在 


€-0 


lim S n ( f , x ) 


€+o 


d ) 试利用注 9 证明，对任意形如 < p ( x ) + csgn(x - 0的函数，这里 c ^ 0,|^| < tt , 而 

€ C (1) [-7 r } 7 r ], 在点$有吉布斯 现象. 

12. 高维傅里叶三角级数_ 

* — I 

编者注.该书中文编 译版： 《数学百科全书》，科学出版社， 1994. 

卷，第729页列有条目 “Gibbs 现象” _ 




* 


12 ( 第1版). 


2 


1 — 2000 . 
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ikx 


a) 试 验证： 函数系 


，其中 Ar = ( A ； i ， …= ( xi ， 


， : r n )，kx = kix\ + 


e 


(27 T ) n , 2 


… + k n Xn , fci，_ ， • ， e 在任意 n 维方体 I = {x €： R n jaj ^ Xj < aj + 2 n，j = 


1 ， 2,... ， n} 上是规范正交系. 


b ) 对应于 i 上可积函数 / 做可数和 / 〜 EuOOeA "， 它 叫函数/关于系 


ikx 


(27T) n /2 

J ；/( a ;) e — 数 c k {f) 叫函数 / 关于系 


的傅里叶级数，这里 c k {f) = 


(27T) n ’ 


ikx 


的傅里叶系数 , 


e 


(27r) n / 2 

在髙维情形，人们常借助和 


= ^2 C k{f) e 


ikx 


k\^N 


求傅里叶级数 的和； 这里 | fc | < AT 表示 W = ( M ， …，队）和 ㈨ 1 < NjJ = 1， ■ • 

试证，对任何关于其每个变量都是2心周期的函数 / Or ) = /( a ，…，〜)，有 


，n 


4 


D Nj {tj -Xj)f(t)dt 


S n (x) 






f(t — z) Dnj (tj)dti … dt n , 


7 T 


这里 D Nj (t) 是第％ 个一维狄利克雷核. 
c) 试证，关于每个变量都是周期的 n 元函数 f(x) = f(x u …， x n ) 的 费耶和 


N ± 


N 


E … D 


E & ( x ) 


(X) 


^ n (^) := 


fcl … 




(爪 + 1) … （ iV n + 1) 


N + 1 


ki=0 


k n =0 


k=0 


能表示成以下 形式: 


/G — X) 步 iV ⑷ dt, 


CTn ( x ) 






这里 ( U ) = n F Nj M,m F Nj 是第％个一维费耶核 • 

j=i 

d ) 试把费耶定理推广到 n 维情形 

) 试证： 如果函数 / 关于 它的每 个自变量都是2^周期的，且在/ 上至少 在反常积分意 
义下绝对可积，则当 

fj \f -(T N \{x)dx -► 

f ) 试证： 在方体 / 上绝对可积的两个函数 f 和 g 具有相同的傅里叶级数（亦即对任何多 

重指标均有 c k (f) = C k (g)), 当且仅当， / Or ) = 5 ( x ) 在 J 上几乎处处成立.这是关于 

傅里叶级数唯一性的命题 3 的推广. 

_ 

g ) 试 验证： 原先所说的规范正交系 


e 


时有 


0 时有/ f \f(x + ti) — f(x)\dx —► 0, 而当 N 


^~> oo 


11 ― > 


o . 


/ 1 e ikx \ 

l (27T) / 


在汛 2(/) 中完全 _ 因此，任意函数 


/€ JH 2 (/) 的傅里叶级数在 j 上都平均收敛于 /. 
h ) 设/是关于它的每个自变量都是 27 T - 周期的 C °°( M n ) 类函数.试 验证： C fc (/ (tt) ) 

(ax, …， a n )yk = (fci ， ， . • ， kn) % |a| — |ai| + - * * + |a n |, 


i {a{ k^c k (f), 这里 

W 1 ... ，°^是非负整数 
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i ) 设/是关于它的每个自变量都是 2 tt - 周期的 C ^ iR 71 ) 类函数.试证：如果对于每个 

多重指标《 =(叫，…， a n ) ，这里％是0或 m (对任意 j = 1，…， n )， 都满足估计 


\f M \ 2 (x)dx ^ M 2 ? 


(2 丌) n 人 


则 


CM 


/ 0 ) — Sn(x)\ 彡 


N 


, N n }， 两 C 是依赖于 m 的常数，但它不依赖于 7 V 和 ； r e L 
j ) 注意，如果一个连续函数序列在区间 J 上平均收敛于/，同时它又一致收敛于 A 则在 I 


这里 N = !11^1{爪， 


• • 4 


试利用这个事实证明，如果关于其每个自变量均为 27 T - 周期的 n 元函数/ : R 

■ 

属于类 C ⑴ ( R n ， C )， 则函数/的傅里叶三角级数在整个空间]^上一致收敛于它本身. 

_ 

C 可以看做单位圆圆周厂上的点的 


C 


13. 广 义函数的傅里叶级数 .以 2 tt - 为周期的函数/ : ® 

函数 /( S ) (点用自然参数 0 彡 S < 27 T 的值 S 确定). 

仍采用第 17 章 §4 中的记号，我们来考察 r 上的由 c (oc) (厂）类函数构成的空间 2 )( r ) 

以及广义函数空间 D ' a ), 所谓广义函数，即©(尸）上的连续线性泛函.泛函 f e sy ( r ) 在 

I 

函数 p e D ( r ) 上的作用（值）将以符号 F (< p ) 表示，我们不用 ( F ,< p ) 这个符号，因为在本章 
己用它表示埃尔米特内积 （7). 


在尸上的每一个可积函数/都能看做是 ©'( 尸）的元素（正则广义函数)，它在函数 
vp e 2)(0 上的值由公式 


f(s)<p(s)ds 


/M 


确定 


空间 2)'( r ) 中的广义函数序列 { F n } 收敛于广义函数 F e 吖(尸)，通常是指，对任意函 
wGS )( r )， 有 


lim F n (< p ) = 


a ) 利用这样一个 事实： 对任意函数 W e 根据定理 5, 在 r 上成立关系 < p ( s ) = 

Z c k (<p)e iks , 特别地，成立等式 ^(0) = £ 证明在幻 /( 厂）中广义函数收敛性意 

— oo — oo 

义下，有 


E 


iks 


当 


— e 


2 tt 


这里5是空间2)'(厂）的一个元素，它在函数 s ( r ) 上的作用由关系式 5(#) = 
< p {0) 确定. 

I 

• • 

b ) 如果/ e 況(尸)，则用通常方式定义的函数/关于系 {e iks } 的傅里叶系数可以写成如 

下形式 


f(s)e^ iks ds = 忐 /(e 一伽 ) 


以⑺ 






2 ir 




F n = F) := \fip 6 0( M )( lim F n (<p) = F (^)). 

n—►oo 


等式两边的无穷和都理解为对称部分和 E 当 

—样,表示空间 D '( R ) 中的 <5-函数到点 0 ： 0 的位移， S(x - xo)(ip) = ip(xo) 


时的 极限； 而如通常 


n —► oo 


— 2kn) 


E 


ikx 


2tt 


试证，在吖⑻中收敛性意义下，下述等式成立 


iks 


试证： E ^ 

^>2 tt 

c ) 试证以下有关广义函数运算的简单性和灵活性的漂亮 结果： 广义函数 f e ^) f (r ) 的傅 

里叶级数（在空间 ^( r ) 的收敛性意义下）收敛于 F . 

d ) 试证： 函数尸 e 吖 (厂）的傅里叶级数（作为函数 f 本身，也作为任意的收敛广义函数 

级数）可任意次逐项微分. 

e ) 由等式 (5 = £ ~e iks 求函数 <5' 的傅里叶级数. 

— OO 2 兀 

f ) 现在从圆周尸回到直线，并把函数看做空间 ^(U) 中的正则广义函数（亦即看 

做在中具紧支集的 ci 005 ( IR ) 类函数的空间 S )( R ) 上的线性连续泛函） 

任意局部可积函数/可以看做空间 V\U) 的元素 （©'( R ) 中的正则广义函数)，它 
作用在函数沪€ ( R , C ) 上所得的值由 /( v ?) = / R f(x)(p(x)dx 给出. 3 V ( R ) 中的收 

敛性用标准的方式 定义： 




现在，对任意广义函数 F € 2)'(厂)，我们将类似地以公式 c k (F) = 1 F(e~ ihs ) 定 
义它的傅里叶系数.这是有意义的，因为 e- iks e ®( r ). 冗 

因此，对任意广义函数 f e 3) f (r) 有它的傅里叶级数与它 对应： 


傅里叶变换 


1. 函数的傅里叶积分表示 
. 谱和函数的调和分析 


设 / M 是 T - 周期函数，例如，作为时间的函数的频 率为+ 的周期信号.假设， 
/在一个周期上绝对可积.把/展成傅里叶级数（在/充分正 W 的情形 


我们已经知 
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•1 


1 n 

/(\ 
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道，这个傅里叶级数收敛于 /) 并加以变换 


ao ( f ) 




m 


(/) cos kuot + 6 fc(/)sin kuot ] 


2 


fc=l 






ikufQt 


| cfc | cos ( ku；ot + argCfc )， 


( 1 ) 


=Co 


fc=l 


我们就把 / 表示成了和的形式，其中常数项是¥ = C 0 是/在一个周期的平均值, 

而余弦分量的頻率是岣^ (基頻)， 2 iz a (第二调和频率)，等等. 一 般地，信号 
f ( t ) 的第 fc 个调和分量 2| c fe |cos + argc fe ^ 的類率是= $，固頻率是 


T 


T 


h 


2tt * 、 

k(jQ = 27rfci/ 0 = y 允 , 振播是 2|cfc| == + 相位是 argCfc = — axctg 

将周期函数(信号）展成简单调和振动的和叫函数/的调和分析.数集 { c k ( f)；ke 
汾或 {ao(/),a fc (/),6 fc (/);A:€N} 叫做函數（信号）/的谱.这样 一来， 周期函数有离 

散的谱. 


Q-k 


我们来做些（启发性）探索，看看当信号/的周期 r 无限增加时从展开式 （1) 
会得到些什么. 

为简单起见，记 z = 


T 


把展开式 


7 ，叫 




2 


E 


ik^rt 


Cfce 


改写成如下 形式: 


則 = E«) 


ikft^ 


( 2 ) 


这里 


/ ⑴ e — 


Cfc = 


亦即 


我们设想，在 ；—+ oo 的极限状态中来考察 R 上的任意的绝对可积函数/,弓 

_ 

入辅助函数 „ 


Ck - = 


f ( t)e 一 iat dt ， 


(3) 


c ( a ) 




2 tt 


的值与 （2) 中的量相差很小.在这种情况下 

7 T 


它在点 


a — afc 


m^j2 c ( a ^ eiakt v 


⑷ 
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«这个和是一个积分和，当 I 


从而使分划无限 


这里 otk = M afc+i — afc = 


—► oo 


变细时，我们得到 


c ( a ) e iat da . 


(5) 


m 




这样 一来, 我们按傅里叶的做法，把/展成了具不词频率和相位的谐波的连续 
统式线性组合. 

今后将称积分 （5) 为傅里叶积分.这是傅里叶级数的连续统式等 价物. 其中的 
函数 c ( a ) 类似于傅里叶系数，叫做（定义在整个数轴 R 上的）函数/的傅里叶变换 • 
很自然，把它看成是函数（信号 ) /的谱.与前面研究的周期信号相应的具傅里叶系 
数形式的离散谱不同，任意信号的谱 c ( a ) 可在整个区间甚至整个直线上不是零（连 


续谱) 


例1试求函数，其谱是下列具紧支集的函数： 

I 

■ 

_ 

h , 如果 ㈣ 彡 a , 
0,如果 | a | > 


⑹ 


c ( a ) = 


a* 


根据公式（5)，当* #0,求出 


—iat 


iat 


sin at 


(7) 


he iat da = h 


= 2 h 


/ ⑷ = 


it 


sin at 


的极限相同. ► 

函数的形如 （5) 的表示叫做函数的傅里叶积分表示 • 下边我们将讨论使这种表 

示成立的条件.而现在再研究一个例子. 


而当 f = 0时，我们得到/⑼= 2/ m ， 它与当* — 0时2/1 


* 


IJ 2 设 P 是具有以下性质的一个装置：它是一个信号的线性转换器（即 

而且保持信号的周期不变（即 p ( eiwt ) = 这 


^ a j fj 

里的^数 p ( a ;) 依赖于周期信号的频率) 




在这里，我们使用紧凑的复形式记号，改成用函数 cx > sa ; t 和 sina ; t 表示也是可以 


的 


函数 PM =: i ?( a ;) e ^(-) 叫做装置 P 的错特征，它的模 RM 叫做频率特征， 

，在出口变成信号 


而辐角 p ( a ;) 叫装置 P 的相 位特征 _通过装置的信号 

咖 t + *( w ))， 其振幅因有因子 R ( u ) 而变化，而相位由于存在加项 < p ( oj ) 而移动. 

我们假设装置 P 的谱特征 〆 ⑷和输入装置的信号 /W 是己知的，要求装置输 


iujt 


出的信号①⑴= P ( f ){ t ). 

把信号/表示成傅里叶积分 （5) 的形式，利用装置户和积分的线性性，我们得 


到 


c ( a ;) p ( a ;) e tu ; t da ; 


工⑴ = ^(/)W = 
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特别地，如果 


1，当 | c ^| < i ?， 
0，当 〉/?， 


p ( w )= 


⑻ 


则 


Q 


{oj) e XLjt du) 


(亡） —* 


-Q 


而且,从装置的谱特征的定义可以看出， 


，当 M 彡/?， 

0，当 M >认 

具有谱特征 （8) 的装置尸能使频率不超过/?的信号通过（滤过）而不发生频率 
畸变,但信号中属于髙频（超过仍的部分全部被切断.由于这个原因，在无线电技 

术中把这种装置叫做（具麺率上界 O 的）理想低频滤波器. 

现在转入事情的数学方面，并对这里产生的概念做比较仔细的研究. 

I 

_ _ 

_ 

b . 傅里 叶栾换的定火 和傅里 叶积分 


iut 


P(e iu)t ) = 


我们按照公式 （3) 和 （5) 引进 
定义1函数 


f(x)e~ l ^ x dx 


(9) 


1?[/](0 ：= 


2丌 


叫做函数/ : R — C 的傅里叶变换. 

这里的积分是主值意义下的积分 


A 


f(x)e~ l ^ x dx^ 


f(x)e~ l ^ x dx := 


lim 


A^+oo 


—A 


并且认为它是存在的. 

如果/ : R — C 是 R 上的绝对可积函数，那么，由于当: r ,( e K 有 |/( x ) e -^| = 
|/( x )|, 对任何这种函数，傅里叶变换（ 9 )都是有意义的，而且积分( 9 )关于€在整个 
直线上绝对且一 '致 收敛. 

• • 

定义2如果你）=別 /] K ) 是函数/ 

值意义下的积分 


C 的傅里叶变换，则相应于/在主 


I 呀 


― > 


c(Oe ix ^ 


( 10 ) 


/⑷ 






叫做函数/的傅里叶积分. 

这样 一来， 周期函数的傅里叶系数和傅里叶级数分别是傅里叶变换和傅里叶积 
分的离散化了的类 似物- 
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定义3在主值意义下的积分 


( 11 ) 


f(x) cosgxdx, 


^ c [/](0 ：=: 


( 12 ) 


f(x) sin ^xdx 


W/KO := : 


分别叫做函数 / 的傅里叶余弦变换和傅里叶正弦变换. 

置唞）=期 (oxo = um ) xo = 3^[/]( o , 我们得到多少已从傅里叶级数 
知道的关系 


(13) 


c (0 = M0 - m )) 


2 


从关系 (11),(12) 可以看出， 


(14) 


a(-0 = fl(C )， = K) 

_ 

_ 

公式 (13),(14) 表明，如果傅里叶变换对自变量的非负值是已知的，则它在整个 
直线 1 R 上就完全确定了. 

从物理观点看，这个事实是很自然的——信号的谱应当是对频率 w > 0而言 
的； （3) 和 （5) 中的负频率是书写形式的 结果. 事 实上， 


c {0 e ixi di 


c (0 e ix ^ 


(c(0e ix€ + c{^)e^)di = 


( aK)cos 4- b ⑹ sinxC ) d 4, 


因此，傅里叶积分 （10) 可以表示成 


(100 


(a(0 cos + 6(0 sin x^)d^ 


的形式，它与傅里叶级数的经典书写形式完全相当 • 

如果函数/是实值的，那么，在这种情况下,从公式 (13),(14) 应得到 

_ 

I 

_ 

c (— 0 = c ( 0 ， 


(15) 


上的实值函 


这是因为从定义（11)，(12)可以看出，在这种情况下， fl (0 和都是 
数.不过,在条件= f ( x ) T , 等式 （15) 可直接从傅里叶变换的定义⑼得出， 

只需注意到共辆号可以放到积分号下就行了.最后所说的这一事实使我们可以断言， 

C ， 都成立等式 


对任何函数/ 


( 16 ) 


衣 [/](— 0 = 衣 [/](《) 




傅里叶变换 


491 


注意到下边这些结果也是有 益的： 如果/是实值偶函数，即 / Or ) = / Or ) 
/(- x )， 则 


^[/](0 = ^[/]( 0^,[/](0 = 0 , 
m ^) = m(o = m (- o ； 


(17) 


如果/是实值奇函数，即/⑻=/⑻=-/(- X )，则 


ddfm = 0, ds [ fm = dim ), 

Wm = - m(o = m (-0\ 


(18) 


而如果 / 是纯虚的函数，即 f ( x ) = - /(岣，贝 (I 


(19) 


^[/]( — 0 =—衣[/](0 


我们还看到，如果/是实值函数，则它的傅里叶积分 （100 也可以写成 


oo 


kK ) lcos (喊切 (0) 处 


0 


0 


的形式，这里 = - arctg ^ = argc (0 


sin at 


(设 /⑼ = aeR ) 的傅里叶变换 


IJ 3 求函数 / ⑴= 


A 


>1 


sm at cos at 


sin at 


iat 


dt 


dt = lim 


則⑹ 


lim 


e 




^4 — ^+00 2 ir 


-A — ►-(-oo 27T 


t 


-A 


-A 


+oo 


sin(a + a)t sin(a — a)f 


+oo 


1 


sin at cos at 


2 


dt 


dt = 


2 丌 


2 tt 


o 


0 


X ， 如果 | a | < H ， 

I 

0, 如果 |a| > |a|, 


sintx 


[sgn(a + a) + sgn(a - a)] 


du =< 2 


2 tt 


u 


0 


这是因为我们已知狄利克雷积分的值为 


smu 丌 

- au ==— 


( 20 ) 


2 


U 


0 


sin at 


,那么，从等式（7)，如所期 a 的， 


因此，如果认为 a ^ O , 并取函数/⑷=狄 
作为这个函数的傅里叶变换,我们将得到由关系 （6) 表示的这个函数的谱 • 

在例3中考察的函数 /在 R 上不是绝对可积的，而旦它的傅里叶变换有间断_ 

下边的引理告诉我们,绝对可积函数的傅里叶变换没有间断. 


引理 1 如果 函数厂 R — C 在 R 上局部可积并绝对可积，則 
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a ) 它的傅里叶变换别 / K 0 对任意有定义; 

b) ^[/]eC(E,C )； 

c ) sup 剛⑹ I 彡 ▲ \ f ( x )\ dx - 

d) dm) — 0, 当 （ 


—^ oo 


◄ 我们已经指出过， \ f ( x ) e ~ ix ^\ < \ f ( x )\, 由此可得积分⑼的绝对和关于$ G 

的一致收敛性.同时,这也证明了引理的 a ) 和 c ) 两点. 

d ) 可从黎曼引理（参看 §2) 得出. 

对固定的有限数 A > 0由估计式 


1| f \ f ( x)\dx 

J — A 


A 


—ix(^+h) 


一 ixh 


~ zx ^)dx ^ sup |e 


/ ⑻ (6 


— e 


-A 


可以断定积分 


A 


f ( x ) e^ lx ^dx 


2 tt 


— A 


关于 f 连续，它当 >1 — + oo 时的一致收敛性使我们可以断言，别 /] e C ( R , C ) 

例4我们来求函数/⑴= e ~ t 2 /2 的傅里叶 变换： 


+oo 


+oo 


则 ㈤ =/ 

J — oo 


t2 / 2 cos atdt 


t 2 /2 e ^iat dt 




e 


e 




关于参数 a 微分最后这个积分,然后做分部积分，则得 


dm 


( a ) + a ^[/]( a ) = 0, 


da 


或 


d 


云 In 乳 f] ㈤ 

f \ 这里 c 是一个常数，利用欧拉-泊松积分（参看第17 


— Ot* 




因此,别 /] ⑷ 

章§2例17)，可得 


—a 


ce 




e~ t2 ^ 2 dt = V2tt 


湖⑼ 


c 






2 


于是，我们求出了 d [ f ]( a ) = 同时还证明了， ^ c [/]( a ) = V 2 ^e 

而 ^5 [/](«) = 0. 


/2 

1 


一 a 


傅里叶变换的规范化 

傅里叶变换 （3) 和傅里叶积分 (5) 是作为周期函数/美于三角函数系 { e ikx ; 
kez } 的傅里叶系数和傅里叶级数的自然的连续统式类似物得 到的. 三角函数系 

{ e ikx ;k G Z } 不是规范正交的，只是用它写出的傅里叶三角级数比较简单，所以, 


C 
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{ w /" kez } 


传统上都是用它，而不用本质上更加自然的规范正交系 


在这 


个规范正交系中，傅里叶级数有 E 

f: n f ( x ) e~ ikx dx 确定 

傅里叶变换 


ikx 


的形式，而傅里叶系数用公式4 = 


\Z2tt 


oo 


x/2^ 


f ( x ) e^ x dx 


/⑹：= 


( 21 ) 


v^f 


和傅里叶积分 


m ) e ix ^ 


( 22 ) 


f{x) = 7^ 


是这种自然的傅里叶系数和傅里叶级数在连续统情形下的类似物，它们与上边研究 
的傅里叶变换和傅里叶积分只差一个规范化因子. 

傅里叶“系数”和傅里叶“级数”实际上汇合在了相互对称的公式 （21),(22) 中, 
因此，今后我们本质上将仅对积分变换 （21) 的性质感兴趣.这个积分变换叫做函数 
/的 规范化傅里叶变换， 在不致引起混淆的情况下，也可简单地叫做函数/的傅里 

叶变换. 


一 般地，把按照规则 


Mf )( v ) = / K ( x , y ) f ( x)dx 


作用在函数/上的算子 A 叫做积分算子或积分变换，这里 K ( x , y ) 是给定的函数, 
它叫积 分算子 的核，而 X C R n 是一个集合，在其上给定了积分号下的函数并进行 
积分.因为 j / 是某集合 y 中的自由参数，所以 A ( f ) 是集合 r 上的函数. 

数学中有一系列重要的积分变换,其中傅里叶变换占有最关键的地位.这种情 
况有很深的根源，并与变换 （21) 的美妙性质密切相关 • 在本节剩余的部分，我们将对 

这些性质作一定的描述和展示. 

这样一来，我们将对规范化傅里叶变换 （2 fl ) 加以研究. 

在用/表示规范化傅里叶变换的同时，我们引进记号 


f ( x ) e i ^ x dx , 


(23) 




亦即,/⑹= /(-0. 

公式 （21),(22) 告诉我们， 


(24) 


/ = / = /， 

就是说，积分变换 （21),(22) 是互逆的.因此，如果 （21) 是傅里叶变换，则积分算子 

(23) 自然称 作傅里叶逆变换. 
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下边将详细讨论和论证傅里叶变换的一些极其美妙的性质.例如 


y /2 irf -9, 




1/11 - ll/ll 


就是说，傅里叶变换将微分运算转换成乘以自变量的 运算； 函数卷积的傅里叶变换 
化作它们的傅里叶变换的 乘积； 傅里叶变换是保范的（帕塞瓦尔等式)，从而是相应 
函数空间的等距变换. 

但是，我们将从反演公式 （24) 开始. 

关于傅里叶变换的另一种方便的规范方法可参看练习 10. 

_ 

_ 

d . 函数能表示成傅里叶积分的充分条件 

_ 

我们现在要证明的定理，无论形式上还是其内容都完全类似于傅里叶三角级数 
在一点的收敛性定理.为了尽量地保持我们熟悉的以前的公式和变换的形式，在 
这一段将使用非规范的傅里叶变换 c (0 以及有些繁琐但有时还是比较方便的记号 
dimy 以后,研究傅里叶积分变换时，通常是利用函数/的规范傅里叶变换 /. 

定理1 (傅里叶积分在一点的收敛性定理）设/ 

限区间上绝对可积且分段连续，如果它在点 X 满足迪尼条件，则它的傅里叶积 

分 （(5)，(10)，(10')，( 22 )) 在这一点收敛到^[/(3：_) + /(3： + )]，即函数/在该点的左、右 

板限之和的一半. 

_ 

_ 

◄ 根据定理1，函数/的傅里叶变换 C (« =别 /] ⑹在 R 上连续，因而在任何区 
间 [- A , A ] 上可积.与当初傅里叶级数的部分和的形式转换类似,现在,我们把傅里 

叶部分积分作如下形式 转换： 


C 在数轴 R 的每个有 


( 


f ( t ) e^dt e ix 《成 


c(Oe ix ^ = 


Sa(x) 




e i ( x - i )«^ dt 


m 


2 tt 


i ( x — t)A _ ^— i ( x — t)A 


m 


dt 


i(x _ t ) 


2 丌 


sin Au 


sin(x — t)A 


OO 


f(x + u ) 


du 


m 


dt = 


t 


2tt 


sin Au 


[ f ( x - u ) + f ( x ^ u )] 


du 


上边第二步计算中的积分换序是合法的.实际上，由函数/的分段连续性，对任 
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意有限数 s > 0,成立等式 


B 


f(t)e^dt e ix ^d^ 


2tt 


-A 


A 


B 


e i(x - 仪屯成 


m 


2 tv 




-A 


并注意到积分关于 （ 的一致收敛性，就得到我 


由此，令5 — 

们所要的等式. 

现在应用狄利克雷积分 （20) 的值和上边所作的形式转换，得 


+ 00 , 


/Or—) + /0 + ) 


Sa {^) - 


2 


+ 00 


[/(^ — 乜） 一 f(x-)] + [f(x + IX) — f(x + )] 


sin Audu 


最后得出的积分当 yl - oo 时趋于零.我们来说明这 一点， 从而结束定理的证 


把这个积分分成沿区间]0, 1] 和沿区间 [ l ，+ oo [ 的两个积分_根据迪尼条件和黎 
曼引理，第一个积分当 A ^+ oo 时趋于零.而第二个积分,相应于 /Or - /(Z + 

u ), f { x .) J ( x + ) 又可分成四个积分.对头两个，再次应用黎曼引理，可知当 A 
时它们趋于零.而后两个积分，不计常数因子可化成 


―^ +00 


一 oo 


■■oo 


sin Au 


smt) 


dv 


du — 


的形式，当 A — + oo 时，它是趋于零的，这是因为狄利克雷积分 ㈤ ）是收敛的. ► 

注1在定理1的证明中，我们实际上研究的是积分在主值意义下的收敛性.但 

是，如果把傅里叶积分的写法 （10) 和(10 ; )加以比较，那么，很明显，上边对积分 （10) 

的收敛性的理解与积分 (100 的收敛性正好符合 • 

特别地，由定理1得到 

推论1设/ : R — C 是连续且绝对可积 函数. 如果它在每一点 xeR 都可微 
或有有限单边导数，或者它在 R 上满足赫尔德条件，那么，函数/能表示成傅里叶 


积分 


这样,对于所指函数类中的函数，等式 （3) 和 （5) 或 （121) 和（ 22 )成立,从而证明 
了，对这类函数傅里叶变换的反演公式成立 • 

我们来研究几个例子. 

例5假设例2中考察的装置 P 的输出信号〃⑷=是已知的，试求相 
应的输入信号 f(t). 
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在例2中我们证明了 /和 I ；满足关系 


c(u;)p(o;)e ta;t da;, 


v ( t ) = 


这里 c ( a ;) =利/ I 是信号/的谱（函数/的非规范傅里叶变换)，而 P 是装置 P 的 
谱 特征' 设所有这些函数都是充分正则的，根据已证结果，有 


(uj)p(uj) = d\v](oj)^ 

由此得到 d[f}(^) = c(uj) = ^\v]{u) / v(u) . 知道了咖 ） 后，利用傅里叶积分 （10) 即可 
求出/， 


C 


例6设 a >0, 且 


，当 r > 0, 

当 a : < 0, 


— CLX 


e 


/㈤ = 


0 , 


那么， 


+ 00 


ix ^ = 


— ax 


纖 )=5 




e 


e 


2 n a + 


o 


在傅里叶变换的定义本身的讨论中，我们在&段已经得到它的一系列明显的性质_我 
们还注意到，如果/_⑻：= /( -外则 dif-m - 这是积分中的一个初等 

的变量替换. 

现在取函数 


f ( x ) + /(—$)=: W ( t ). 那么， 


-a|x| _ 


e 


a 


衣 [/] ⑹ + W ](— 0 






a 2 + 


7T 


Or > 0) 往整个数轴上的奇延拓函数 讽 x ) ••= f ( x ) — /( - X )， 


如果再取函数 


— ax 


e 


则 


% 


nm)=m(o-m(-o 

利用定理1，准确地说,是利用它的推论,我们得到 




■ ■ 


a 2 + ( 2 


丌 


，如果 ; r >0, 

d ^={ 如果 x = 0, 

0， 如果 x <0, 

— a | x |. 


— ax 


e 


+OC 


e 


a + 


2tt 


ix ^ 


+oo 


ae 


<^ = e 


a 2 + 


7T 


— oo 


* 


是由装置的物理特性决定的，这里假定它是已知的_ 


译者注.谱特征 




P : 
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，如果 x > 0, 
炎= < 0,如果 x = 0, 

,如果 x < 0. 


— ax 


+oo 


a 2 + 


暑 

% 


ax 


— e 


这里所有的积分都理解为主值意义下的，虽然第二个积分，由于它的绝对收敛 
性，也可以理解成通常的反常积分. 

分离最后两个积分的实部和虚部，就得出已经遇到过的拉普拉斯积分 


cos 
a 2 + 

°° ^ sin xC 
a 2 + 


— a | a : 


成= 


2 a 


_ a |; c | 


di = 


— e 


SglLT. 


2 


> J 7 在例 4 的基础上，（利用初等的变量替换）容易 得到： 如果 


—a 2 x 2 


/⑻ 




则 


/(0 = 


y/2a 


追踪观察函数/和/的函数图像随着参数 a 从 1 /W 到0的变化同时发生的 
演化是非常有益的.其中一个越“集中”，另一个越“涂抹开来”.这种状况与海森伯 

量子力学原理密切相关•(参看练习 6,7) 

注2在即将结束函数用其傅里叶积分表示的可能性讨论时,我们指出，如例1 
和例3 —致表明的，在定理1及其推论中叙述的关于/的条件是能这样表示的充分 

条件,而不是必要条件. 

函数的微分性质和渐近性质与其傅里叶变换的联系 
函数的光滑性及其傅里叶变换递减速度 

已从黎曼引理知道, R 上任意绝对可积函数的傅里叶变换在无穷远处趋于零.这 
从上边证明的引理1就已看得出来.现在，我们来证明，与傅里叶系数类似，函数越 
光滑，它的傅里叶变换趋于零就越快.与此相联系的一个事 实是： 函数趋于零越快, 
其傅里叶变换就越光滑. 

我们从以下辅助命题开始. 

黉 

引理2设/ : M — C 是连续函数，且在 R 上有局部分段连续导数 /'. 如果同 




* 


时 


和 X —► +OC 时都有 板限; 
时有 f ( x ) 0. 


a ) 函 数尸在 R 上可积，则 /( x ) 当 a 

b ) 函数/和尸在 1 R 上都可积，则当 
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在对/，//所作的限制下，成立牛顿-莱布尼茨公式 


f ( x ) = /(0) + / 


在条件 a ) 下，该等式右边无论在 a : — + oc 还是在 
而如果在无穷远 （± oo ) 处有极限的函数/在 R 上是可积的，那么，显然，这两 
个极限必都是零.由此，在条件 b ) 下 得：当 

现在证明 

命题1 (函数的光滑性与其傅里叶变换递减速度的联系）如果/ € C ^( RX ) 

(fc = 0, l ， …），而且所有的函数/，尸，…，/⑻在肢上都绝对可积，那么， 

a ) 对于任何 {0，1，--. ， fc }， 


时都有极限 


时，有 f ⑻— 0 


/ (n) (o = m n /(a 


(25) 


b) no = o 


当卜 a 


◄如果 fc = 0,则 a ) 显然是对的，而 b ) 可从黎曼引理推出 
设 fc >0. 根据引理2,当 
点，可完成分部 积分： 


时， 函数 /，尸，…， / ( fe - 1} 趋于零 • 注意到这一 


f w (x)e-^ x dx 




(/( fc -”(x)e 叫 

f ( x ) e-^dx = ( io x m 


/( 卜 1 )㈤ e— 泛 j = 


+ «) 


\/27 T 


OO 


( iO k 


OO 


v /2 ?r 


于是，等式 （25) 得证.这是一个彳 g 要的等式，我们在另外的地方还会遇到它. 
_我们已经证明了，/⑹= ( i 0~ k f ^(0, 但是，根据黎曼引理，当€ — 0时有 
7^)(0 0,因此,断言 b ) 也得证 .► 

b . 函数降低的速度与其傅里叶变换的光滑性 

注意到傅里叶变换与傅里叶逆变换几乎是一样的，作为对命题1的补充，下列 

命题也是正确的. 


命题2 (函 数降低的速度与其傅里叶变换的光滑性的联系） 如果局部可积函 

数/ •• 3 R — C 使函教 x k f ( a :) 在 R 上绝对可积，那么， 

a ) 函数/的傅里叶变换属于函数类 C 7 ( fc ) ( M ， C ); 

b ) 成立等式 


/ (fe) K) = (-i) k [x k f(x)](0 


(26) 
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◄对 A: = 0,关系 （26) 显然是成立的，而连续性已在引理1中证过.如果 A: > 0, 
贝1』当 n < fc 时，在无穷远处有估计 |a: n /(x)| ^ |x fe /(a;)|, 由此推出函数 x n f ( x ) 绝对 
可积.但是， \ x n f ( x ) e ~^\ < \ x n f ( x ) l 所以，只要援引相应的积分关于参数$的一致 
收敛性，就能逐次在积分号下进行微分： 


f ( x ) e ~ l ^ x dx , 


m = 


V2n 


—l 


/(x)e 一吻 dx. 


m = 


y /2 n 


k 


{- i ) 


k 


f ( x ) e~ l ^ x dx 


/ ㈦ ⑹ = 


X 


^/2tt 


根据引理1，最后这个积分关于《在整个数直线上 连续. 因此，确实有/ 
C ^( R 5 C ). ► 


G 


速降函数空间 

定义4用符号 S(M，C)， 或更简短的符号 S， 表示对任意非负整数 a，/3 都满足 


c 




条件 


sup \ x ^ f ^ a \ x )\ < 

的一切函数/ e C ^( R , C ) 的集合.这种函数叫做（当 

显然，速降函数的集合，关于通常的函数加法和函数与复数的乘法构成线性空 


oo 


时的）速降函数 


X — > 00 


间 


例8函数 e -^ 2 和类中的一切函数都包含在5中. 

引理 3傅里叶变换在 S 上的限制是 S 作为线性空间的自同构. 

◄ 我们来验证 ( feS )=^ (/ g S ). 

为此首先注意,根据命题 2a) 有/ e C(°°)(R,C), 

其次注意,乘以 x a (a ^ 0) 的运算和微分运算 D 在速降函数类中是封闭的.因 
此，对任何非负整数 a 和 h ^ feS 可得函数 D ^{ x a f { x )) 属于空间反根据黎曼 
引理，它的傅里叶变换在无穷远处趋于零 • 但是，根据公式（ 25 )，( 26 )有 

^(^ 75 ) )(0 = i a+0 ff {a) (o, 


时有0斤奴) — 0,亦即/ 6 5_ 


于是我们证明了，当 C 

现在证明左=乂亦即，傅里叶变换把 s 映成整个集合孓 

我们记得，傅里叶变换与傅里叶逆变换满足一个简单的关系/(0 = /( - o. 显 
然，改变函数自变量的符号是把集合 s 变成自身的 运算. 因此，傅里叶逆变换也是把 

空间 S 变成自身的. 


H ~^ OO 
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最后，如果/是 <5中的任意函数,那么，根据已经证明了的结果^ / G 5, » 
由反演公式（ 24 ),得到/ == 

傅里叶变换的线性性是显然的，因此，至此完全证明了引理 3. ► 


傅里叶变换的最重要的演算性质 

一些定义、记号和例子 




上边我们已相当仔细地研究了定义在实直线上的函数/ ： M - C 的傅里叶变 
换.特别是，我们弄清了函数本身的正则性与它的傅里叶变换相应的性质之间的联 
系.现在，即当这个问题原则上已经解决以后，我们将只考察充分正则函数的傅里叶 
变换，为的是避开过于复杂的技术困难，并集中地阐述傅里叶变换的基本演算性质 • 
这里我们将不只考虑一维的，而且也考虑髙维的傅里叶变换，对它的基本性质的推 

导实际上并不依赖于前边讲的内容. 

只想研究一维情形的读者可假定下边的 n = 1. 

C 是 IT 上的局部可积函数.函数 


定义5设/ 


m 


/(x)e_ l (《， x )dx 


(27) 


/K) ― 


(2丌 产 / 2 


叫做函数/的傅 里叶变换. 


+ ^ ti^n 1而认为 


同时注意 ， x = 

分是在主值意义下收敛的 


，工 n)，（ = (《1， • . ’， Cn)， （《，^) = Cl 工1 + 


» _ * 


A 


A 


<p(xi ， … ， x n )dxi … da: 


(pixi^ - * * ,x n )dx\ - * • dx n := lim 

A—^+oo 


_ >4 


-A 


在这种情况下，高维傅里叶变换 （27) 可以看做 n 个一维的傅里叶变换，它们是 
对变量 X!,--. ,rc n 逐个进行的 • 

当函数/绝对可积时,在什么意义下理解积分 （27) 的问题，一般不会发生. 

,知）和卢=(汍，…， /? n ) 是多重指标,它们由非负整数= 

1，…， n 组成，照例,还设表示微分算子 


设 a = ( ai ， 




,其阶数 H := aj + * ^ -4- o ； n , 


= x ^ 1 * * 


0 n 


0 


而 


定义 6 用符号 5( E n , C ), 或者在不致引起混淆的情形用符号 S 表示一切非负 
多重指标^都满足条件 


x ^ D ^ f { x )\ < 


sup 

xGR r 


时的）速降函數 


的中的函数/的集合 • 这种函数叫做（当 
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显然，具有函数加法的运算和函数乘以复数的运算的集合 S 是线性空间，叫速 
降函数空间. 

例9,函数 rW 2 (其中 | x | 2 = x ? + .-.+4) 和所有 C ^°°)( nr , c ) 类中具紧支集 
的函数都包含在 s 中. 


如果/ € &则关系式 （27) 中的积分显然是绝对收敛且关于纟在整个空间 R " 
上是一致的.其次，如果/ G 那么,根据通常的法则，这个积分关于变量心， 

可任意多次微分.这样一来，如果/ G 叉则/ e C ( oc ) ( R n , C ). 

例10我们来求函数 exp (-|^| 2 /2) 的傅里叶变换. 

当积分速降函数时，显然可以应用富比尼定理，而且，如果需要的话，可以随意 

改变反常积分的顺序. 

在给定情况下，利用富比尼定理和例4,得 

一 M 2 /2 . e -屯， x ) 咖 


， 


蜃 _ 


( 27 T ) n / 2 


n 


- C ?/2 = e » l €| 2 /2 


e _x]/2 e ， x jdxj = 


现在,我们来列出并证明傅里叶变换的基本演算性质，同时，为避免在技术上过 
于复杂，我们认为傅里叶变换是对 S 类函数进行的.这大约就像，但愿把有理数的 
运算学好，而不立即去学整个空间 R 中的运算.完备化的过程是同一的.这方面可 

参看练习 5. 


b . 线性性 

傅里叶变换的线性性是显 然的： 它由积分的线性性得到. 

微分算子与傅里叶变换的相互关系 


. 


成立公式 


D-m) = ( i ) | a | ^/( o , 

L 

◄ 像公式 （25) —样，这里的第一个等式是用分部积分得到的（当然，如果是讨 
论空间 R n 中的问题 ， n > 1，要先用富比尼定理). 

公式（ 29 )推广了关系式（ 26 ),它是关于参数心,…，匕直接微分积分（ 27 )得到 


(28) 


(29) 


的 


注3注意到显然的估计 


f ( x)\dx < + 00 , 


f(0\ ^ 


( 27 r ) n / 2 


n 
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有 /(e) — 0, 这是因为 D^fe s 


从等式 （28) 推出： 对任何函数/ e 当之 

其次， 联合公式 （28) 和 （29)， 可得 


— OO, 


D^x-fixM) = (i) |a i +1/3 #D°7 ⑹， 


由此 可得： 如果/ e 叉那么，对于任何非负多重指标 a 和/?，当在 W 中 C 

^ 0,这样就证明了 


有 


―> 00, 


( feS)^(fe S ) 


d . 反演公式 


定义7由等式 


f(x)e % ^ yX ^dx 


(30) 


/K) := 


( 2 丌 ) n / 2 


确定的算子叫做傅 里叶逆变换. 

成立以下傅 里叶变换的反演公式 


(31) 


/ 


或写成傅里叶积分形式的公式 


me i { x ^ d ^ 


(32) 


f { x ) = 


(2 丌 ) n /2 

利用富比尼定理,公式 （31) 可立刻从一维傅里叶变换情形的相应的公式 P 4 ) 推 
出.但在这里，我们仍按原来的许诺，独立地证明这个公式. 

◄ 首先证明，对任何函数 f,ge S ( R n X ) 成立 

f 朮 )/(0，，=/ 

Jr 

这里的两个积分都有意义，因为 /d e 叉从而根据注1知，这时也有 f，geS 
我们来变换欲证等式左边的积分 


(33) 


9(y)f(x + y)dy 




f(y)e- i ^ v) dy e i(x 乂)处 


5(0 


(27r) n / 2 


R 




f ( y)dy 




9(0^ 


(27T) n / 2 


IR 


R n 


§{y - x ) f ( y ) dy = g ( y ) f ( xy)dy 
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这里所做的积分次序调换是合法的，这是因为 / 和 9 都是速降函数 . 这样，等 

式 （ 33) 就被验证了 . 

现在，我们注意到，对任何 e > 0 ,有 

g (£^) e ^ v ^ d ^ = 


g(u)e~ z ^ y '^du 


y 


9 


(2丌)几/2 

由等式 (33), 这意味着， 


(27 r ) n / 2 e n 


u 


y 


9( 味 ) m)e ㈣ 狀 


-} y)dy = / g(u) f {x + eu)du 


9 


注意到这串等式中两头的积分关于 e 是绝对且一致收敛的，当 


0 时,我们 


得到 


9(0) [ m)e i{x ^dC = f(x) f 

JM 

我们在这里令 〆$) =： e-W/ 2 . 在例 10 中我们看到 ， = e-H 2 /2 . 只要再 
记起欧拉 - 泊松积分 JZ o e~ x2 dx = V^, 借助富比尼定理即可得到 e~^/ 2 du = 
(27T) 71 / 2 , 并最后得出等式 (32). ► 


g{u)du 


注 4 与 （ 32) 中的等式 / = / 不同，在关系 （ 3U 还有 ^ 式 / = /- 但这后一 

个等式可立刻从前一个推出，因为 /(0 = /( -0 和 /^) = 

注 5 我们已经看到（参尹注 3), 如果 / e /, 则 / G 从而 / e 5, 亦即 § C S 
RSCS. 现在，由关系/=/=/可以 断言 ，亏 =§ = 岌 

帕塞瓦尔等式 




习惯上把关系式 


(34) 


</,£?〉= ifJ) 


称作帕塞瓦尔等式，它的展开形式是 

f(x)g(x)dx 


(34，) 


mm ) 狀 




特别地，从 （ 34 ) 得 


I/II 2 = (/,/) = (/,/) = ll/ll 2 - 


(35) 


从几何的观点看，等式 （ 34) 表示，傅里叶变换保持函数（空间 S 的向量）间的内 

积，也就是说，它是空间 s 的等距变换 

有时也把关系式 


(36) 


/(0 沒⑹处 =/ f(x)g(x)dx 

JR n 

叫做帕塞瓦尔等式，它可从等式 （ 33) 得到，只要令那里的 z = 0 即可 

基本的帕塞瓦尔等式 （ 34) 是从关系 （ 36) 得到的，只要以 | 代替那里的 p 并利 

用 (§) = 9 ( 因为 争=中 K 自 = g). 
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f . 傅里叶变换与卷积 

成立以下重要等式： 


(f”) = 

( Pg ) = ㈣ 一卓 f 


( 37 ) 


(38) 


*5 


(有时叫做博 雷尔公式). 它们借助傅里叶变换把函数的卷积运算和函数的乘法运算 

联系起来. 


我们来证明这些公式 


(/ * g)(x)e~ % ^^dx 

f(x - y)g(y)dy e~ l ^ x) dx 

f(x — y)e^ i ^ iX ~ v ^dx\ dy 


(/ * d) = 


(2?r) n / 2 


n 


— (2?r) n / 2 


i {^ v ) 




~ (2?r) n / 2 


g{y)e~ i ^ y ^ I /(ix)e -t ^* u) rfu dy 


— (2 tt )-/ 2 


g(y)e^ y) mdy = 


这里所做的积分次序调换是没有问题的，因为/，5 e S . A 

公式 （38) 能借助反演公式 （32) 经过类似的计算得到.不过,只要记起 /-/ = 

等式 （38) 就可从已经证明了的关系式 


/，/=/,/=/以及 
(37) 推出_ ► 


U * V^U ^ V = 


U ，V 




注6如果在公式（37)， (38) 中以/和豆代替/和 A 并对所得等式的两端进行 
傅里叶变换，就得到关系式 


(/_ 5) = (2幻-" /2 (/*々)， 

(/ *5) = (27r) n/2 (/*5)- 


(37，) 


(380 


4. 应用举例 

现在我们来演示一下怎样把傅里叶变换（也部分地涉及傅里叶级数)，应用于具 


体问题. 


a . 波动方程 

傅里叶变换能成功地应用于数学物理方程，这（在数学上）首先与傅里叶变换能 
用代数的乘法运算替代微分运算密切相关. 
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譬如，求函数 u ：R 满足方程 


X ) ( x ) + • - + a n u ( x ) = /( x )， 

是常数系数，而/是已知函数.对这个等式两端进行傅里叶变换（假 
定函数和/是充分正则的)，由关系式 (28), 我们得到一个关于&的代数方程 

(a 0 (iO n + «i(^) n_1 + …+ «n)w(0 = /(0- 
从它解出甸0 = m / p ( ia 进行傅里叶逆变换就得到 u ( x ). 

我们将把这个思想用于求函数 w = u ( x , y ) 使之在 RxR 中满足一维波动方程 


ac ^( n )( 工）+ 


(71 _ 


aiu 


这里 


， 


a 0 , 


d 2 u 

dx 2 


d 2 u 


2 


(a > 0) 


— (X 


dt 2 


和初始条件 


du 


(x ， 0) = f(x), ^-(x,0) = g{x). 

这里以及在以下的例子中，我们将不去论证那些中间计算的合理性，因为在求 
出所需的函数后，直接验证它是所提问题的解，通常要比进行论证和克服过程中产 
生的那些技术性困难容易得多.顺便说一句，在和这些困难进行的原则性斗争中起 

本质作用的是前边曾提及的广义函数 ■ 

这样一来，把 t 当做参数,关于: r 对方程两边做傅里叶变换.那么，只要一方面 
认为关于 t 的微分可以移到积分号外，另一方面利用公式（ 28 )，我们就将得到 


U 






= —a 


由此求出 


( 《， t) = A ⑹ cos 你 + B(^) sin a^t 


u 


根据初始条件 


峨， 0 ) = /(0 =慰 

似， 0 ) 二 K)(^o) = 9(0 = < B (0 


这样一来， 


m 


sin a^t 


(^ t ) = /(^) cos ^+ — 

= -f{0( eia ^ + e_ ia ^) + i ^ (e ia ^ - e-^). 

喊 并关于《积分，简言之，就是取傅里叶逆变换，利 


u 


给这个等式添上因子 
用公式（28)，立即得到 

1 1 广 

(x,t) = ~(f(x - at) + /(x + a*)) + x / (9( x — cit) g(x + ar))dr 

I ^ Jo 


e 


y /2 n 


u 
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b . 热传导方程 


傅里叶变换还有一部分（即公式 (370, (380) 在研究上一个例子中没有用到，而 

在寻求函数 w = u ( x , t),x e R n ，t > 0,使之在全空间 M n 中满足热传导方程 


du 


= a 2 Au (a > 0) 


dt 


和初始条件 w ( a :，0) = /( x ) 时，显示了很好的作用. 

这里照例设 △ = A + 


d 2 


docP 1 

关于变量完成傅里叶变备后，根据（28)，我们将得到一个常微分方程 


dx \ 


du 


((， t ) = a 2 ⑷ 2 (3 + … + 


dt 


由它推出 


- a 2 |€ l 2 t 

) 


t) = c(Oe 


这里 = ^ …注意到, *((，0) = /⑹，我们求出 


a 2 \^\ 2 t 


公(€，亡） = /(《) 


做傅里叶逆变换，并注意关系式 (370, 得到 


—n/2 


f ( y ) E Q [y — x ， t ) dy , 


u ( x ， t ) = (2 tt ) 


- a 2 | C| 2 t 


这里 E 0 ( x , t ) 是那样一个函数，它关于： r 的傅里叶变换是函数 e _ a 2 KI 2t . 函数 
关于$的傅里叶逆变换我们实际上已从例10知道了.通过明显的变量替换,我们求 


e 


出 


E 0 ( x , t ) = 


g 4a^ t 


(2 丌 ) n / 2 \ a\ft 

置 E ( x , t ) = (2 n )~^ 2 E 0 ( x , t ), 我们就求出了早已熟悉（参看第17章§ 4 例 I 5 ) 

的热传导方程的基本解 


E ( x , t ) = {2 aVwi )~ 


( t >0) 


和满足初始条件 u ( x ,0) = f ( x ) 的解的公式 


u(x,t) = (/ * E)(x,t) 
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泊松公式 




称函数 p : M — C (设 p G S ) 及其傅里叶变换0之间的下述关系式为 泊松公 


式 


^ E ( fi (27 rn ) = #( n ) 


(39) 


公式 （39) 是从等式 


V 2 tt ( p(x + 27 m ) = ( f ( n ) e tnx 


(40) 


令 x = 0得到的.我们来证明 (40), 假定^是速降函数. 

◄因为 A # €叉等式 （40) 两边的级数绝对收敛（从而它们可任意求和）且关 
于整个直线上的 ： r 一致%敛.其次，由于速降函数的导数本身也是 S 类函数,所以, 

可以断言，函数/( X ) = p(rc + 27 m ) 属于函数类 C °°( R , C ). 显然，函数/是2兀- 


\ keZ \ 的傅里叶系数.那么， 


周期的.设 ( 4 (/)} 是它关于规范正交系 


ikx 


y/2n 


E 


< fi(x + 2^ n ) e~ %kx dx 


—ikx 


4 (/):= 


/( 咖 


dx = 


\/27T 


\/2it 


27 r(n+l) 


ip ( x ) e~ tkx dx =: ( p ( k ) 


ip ( x ) e~ lkx dx = 


y/2ir 


2nn 


但是， / 是光滑的 2 tt - 周期函数，因此，它的傅里叶级数在任何点 XGR 都收敛 
于它自己.因此，在任意点 XGR 都成立关系式 


^ ^ p(x + 2 丌 n ) = f ( x ) 


OO 


tnx 


7^^ 0{n) 

v v n= 


E ^(/) 


mx 


注 7 从证明可以看出，关系式 (39),(40) 远远不是只对 S 类函数才成立.但是, 

毕竟在 p S 时，等式 （40) 可关于变量 z 任意次逐项微分，作为推论，能得到一些 

…和分之间的新的关系式. 

d . 科捷利尼科夫①定理 

和前边一样，这是一个以傅里叶级数和傅里叶积分的漂亮联合为基础的例子，它 
与信号沿通讯管道传递的理论有直接关系.为了使这个例子不显得生硬.我们提醒， 

® 科捷利运知夫 （ B . A . Kotcji bHHKOB) ( 生于1908年）是苏联学者，著名的无线电通讯专家. 
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由于我们感官的局限性，我们只能感受到一定的频带中的信号.譬如，耳朵“听见” 
的音频范围是从20赫兹到2万赫兹.这样一来，对无论什么信号，我们就像一个滤 
波器（参看第1段），仅仅截取了它们的谱中被限定的部分,并把这些信号作为具有 

限谱的信号接受. 

因此立即认为，我们发出或接收到的信号/⑷（这里 t 是时间， - oo < t < oo ) 
都有有限谱，它的谱仅对不超过某一临界值 a > 0的频率 a ; 才异于零.这样 一来， 

/ M 三0当 M > a ， 因此，具有限谱的函数的表示式 


f ( uj ) e tuJt du ; 


m 




\/2 tt y « 


化成了只在区间 [- a , a ] 上的 积分: 


f ( u ;) e iut ( L ) 


(41) 


f ( t ) = 


\/27 r 




在 E 间 [- a , a ] ±, 我们把函数 /( a ;) 关于这个区间上的完全正交系 { 
Z } 展成傅里叶级数 


i^-k 


；fc G 


/(^) = ^2 c k{f)e l 

— OO 

注意到公式 （41)， 我们得到这个级数的系数 c k ( f ) 的以下简单表达式 


(42) 


V2tt 


(43) 


k 


/(w)e 


f 


dw = 


Cfc(/):= 


2 a 


2 a 


把级数 （42) 代入积分 （41)， 并考虑到关系式（43)，我们求出 


dw 


m 






y/¥ii 


p 


e iuj ^- k) dw 


2a 


算出这些初等积分后，我们就得到科捷列尼科夫公式 


sin aft — —k 


(44) 


公式 （44) 表明，为了重建用函数/⑷描述的通信信息，如果/⑷有集中在频带 
H 内的有限谱,则只需每过相等的一段时间 △ = 7 r / a ， 就沿通讯管道拍发给定 

函数的值 f ( kA ) (所谓读值). 

这个断言连同公式 (44) 属于科捷列尼科夫,叫做科捷列尼科夫理论或读数理论. 
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注8插值公式 （44) 本身在数学中还在科捷列尼科夫的工作 （1933 年）以前就 
已经知道.但是，展开式 （44) 在连续信息沿通讯管道传递理论中的基本意义是科捷 
列尼科夫的工作首次指出的.推导公式 （44) 的上述思想也是属于科捷列尼科夫的. 

注9通讯的实际播发和接收时间实际上是有限的，因此，代替整个级数 (44), 
取它的某一部分和对这时所产生的误差有专门的研究. 


-N 


注10如果已知在给定的通讯管道中播发通讯信号/⑷的一个读值需要占用 
多少时间，则容易估计出沿该通讯管道可以平行播出这种通讯信号的数量.换句话 
说，出现了对通讯管道的通过能力做出估计的可能性（此外，通过能力还依赖于通讯 
信号的信息浓度，而信息浓度是用信号的谱说明的). 


习 


a ) 详细写出关系式 (16)—(19) 的证明. 

b ) 把傅里叶变换看做映射/ H /，试证，它有如下经常用到的性质 


* 


) 


/㈣ 


(相似法 则); 




f(t - to) ^ /Me 

傅里叶原像关于时间的位移，或位移定 理); 


(输入信号位移 


/( a ；) 2 cos 

A 

f(uj)2 sina ?£ o , 

/(uj 士 CJq) 


[/G + 紿）土 /(f 一 


ilO；Qt 


/ ⑴ e 


(傅里叶变换关于频率的位移); 


f(t) COS Uot -z[f(co - UJo) + f(u) +U ； 0 )]， 


2 


-[/(^ - ^o) - /(W + t^o)] 


f(t) sin cjot 


2 


(简谐信号的振幅调 制); 


u^ot 


— [2f(u?) — f{u) — cjo) 一 /(u; + u ； o)] 


/(£) sin 


2 4 


c ) 试求下列函数的傅里叶变换（或如通常说的 傅里叶 像): 


，当 “， 

0 ，当阂 > 4 


2 A 


IIa ⑷= 


(矩形脉冲); 


11^(^) COS LOot 
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(用矩形脉冲调制的简谐信号) 


+ 2^4) + n>i(t — 2A) 


(两个同一极性矩形脉 冲); 


— A ) — 11^(^ + A ) 


(两个不同极性的矩形脉 冲); 


t 


，当幃 I 彡 A ， 
当⑷> A 


A 


A 


八 4*) 




0, 


(二角形脉冲); 


at 2 和 sin at 2 (a > 0); 

— d 't 


COS 


t |~2 |0 \t 


(a > 0). 




e 


d ) 试求下列函数的傅里叶 原像: 


*2 


ujA 


aM 


ujA 

sine —— ， 2i 


sm 


2 


2 sine 


a;A ’ 


丌 


7T 


sin a : 


x 


是读数函数 . 

e ) 利用上边的结果，求下述我们已经遇到过的积分的值: 


tn • 山 

这里 sine — := 


x 


丌 


2 


sm x 


smx , 
- dx ， 


2 


cosx 2 dx ^ 


dx. 


dx , 


sin a : 


2 


x 


x 


f ) 验证函数 /( o 的傅里叶积分可以写成以下任一种 形式: 


f{x)e^ x ~ t) dx 


f{uj)e tuJ duj = 


dw 


m 




2n 


f(x) cos 2uj(x — t)dx. 


duj 


7T 


0 


dx 2 dy 2 

f ( x ,0) = g ( x ), 而且对任何 a : e R 当 y — + oo 时有 f ( x 7 y ) 0. 

a ) 验证函数 / 关于变量 x 的傅里叶变换 m V ) 具有 5(0^ yi € l 的形式. 

b ) 试求函数 e -^^ 1 关于变量 S 的傅里叶原像. 

c ) 现在，试求（在第17章§4例 5 已经碰到过的)函数/的泊松积分形式的表达式 


= 0在半平面 y ^ O 上满足以下条件 的解: 


设/ = f ( x ， y ) 是二维拉普拉斯方程 


y 


pm . 


/( 工， y ) =二 


(x - 0 2 + y 2 


丌 
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我们记得，量 M n ( f ) = J ^° oo x n f ( x)dx 叫做函数/ : R — C 的 n 阶矩_特别地，如果/ 

是一个概率分布密度，亦即 f ( x ) > 0且/= f ( x)d 

的随机变量: r 的数学期望，而这个随机变量的方差 a 2 := O - x 0 ) 2 f ( x)dx 能表示成 
a 2 M 2 ( f ) ~ M ?( f ) 的形式 ■ 

我们考察函数/的下列傅里叶变换 


* 


1，则 xo = Mi (/) 是具有分布/ 


X = 


f(x)e^ x dx. 


/(C) = 


把 e — 啦 展成级数，试证： 

a ) 如果，譬如，/ e &则/(0 = £ 

n=0 

b ) M „(/) = ( i 广 /⑷ (0 )，n = 0,1，… . 

c ) 现设/是实值的，则 f ( uj ) = A ( ae ^\ 这里 A ⑹是模，而#⑹是/(0的辐角，同 

时， A(0 = A(-0 和 士 0 = 一 #(0. 为规范起见，设 f(x)dx = 1. 试验证 

，⑼一 (^(0)) 


(^rM n (/),n 


n ! 


f + o ( f ) (卜 0) 


/(O = i + V(o)C + 


2 


且 


xo := Mi ( f ) = - y /(0), 而 a 2 = Mf (/) - M 2 (/) = — > l 〃(0) 


4. a ) 验证函数 e - aW ( a >0) 以及它的对的一切导数，在无穷远处的减小速度比变量 

M 的任何负指数幂都快.尽管如此，这个函数并不属于函数类 5. 

b ) 试证，这个函数的傅里叶变换在 R 上无穷次可微，但不属于函数类 S (仍然是因为 e _ a|11 

0不可微). 

a ) 试证函数类5的函数在空间 ! H 2 ( R n ， C ) 中稠密，这里 汛 2 ( R n ， C ) 是由绝对平方可积函 

数 /:R 

范数 W = (/ R n \ f \ 2 ( x ) dx )^ 以及距离 d { f , g ) = \\ f - g \\. 

b ) 现在把 s 看做具有上述距离的距离空间（即有 nr 上均方差意义下的收敛性)..设 

L 2 ( E n , C ), 或简记做 L 2 , 是距离空间 （5， d ) 的完备化（参看第9章， §5). 每个元素 

/ e 由函数 e S 的序列 {< p k } 确定，这个序列是距离 d 意义下的柯西序列 • 

_ 

试证，这时函数外的傅里叶像的序列 {0 k } 也是$中的柯西序列，因而，它给出 
一 个确定的元素/ e l 2 , 这个元素很自然地应叫做元素 f € L 2 的傅里叶变换 • 

C) 在中引进自然的代数结构和内积，关于它们,傅里叶变换 L 2 GL 2 是到自身上的 

线性同构映射. 

d ) 通过函数 / Or ) 

虽然如此，如果/ € 9 l (] R , C ), 则由于/是局部可积的，可以考察积分 


在 


X 




C 构成的，在其中定义了内积 { f ， g 、= f Rn ( f ' 9 )( x ) dx , 由这个内积产生的 


― ► 


这个例子可以看出，如果/ e 汛 2 ( r ， c )， 未必有/ e c ) 




一 i 汔 x 


/( x)e 


Ia(0 = 


dx 


\/2 n 


试验证： /a e C ( R ， C ) 且 /a € fft 2 ( R ， c ) 
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) 试证：当4 — +00, A 在中趋于某元素/ e L 2 , 且当4 — +00时有 ||/ a || 
11/11 = ||/||(这叫普朗谢雷尔①定理). 


测不准原理.设 W ㈤ 和 ip ( p ) 是 S 类函数（或练习5中空间的元素)，而且4 = 0以 

及 Ho \^\ 2 ( x)dx = / z , i ^\ 2 ( p)dp = i . 在这种情况下，函数 m 2 和叫 2 可以分别看做是 
两个随机变量 I 和 p 的概率分布密度. 

a ) 试证： 可用函数#的自变量位移（相当于特别选取自变量的起算点),不改变量 || 分||,但能 

使得到的新函数 A 使 Midv ?! 2 ) = f : x \ ip \ 2 ( x)dx = 0* ,然后，在不改变 M 1 (\ ( p \ 2 ) = 0 
的前提下，对函数0经过类似的自变量位移达到使 M !( H 2 ) = SZ o p \^ P \ 2 ( p)dp = 0. 

b ) 对于实参数 a , 考察量 


\ax(p(x) + ip f (x)\ 2 dx ^ 0 , 


试根据帕塞瓦尔等式和公式 < f f ( p ) = ip < P ( p ) 证明 a 2 M 2 (|^| 2 ) - a + M 2 (|^( 2 ) > 0.( 关 
于 Mi 和 M 2 的定义可参看练习 3.；) 

c ) 试由此推出 


m 2 (m 2 )m 2 (h 2 ) > 4 


4 


这个关系式表明函数^本身越“集中”，它的傅里叶变换就越“疏散”，反过来也对.（关 
于这方面可参看例1和练习 7 b )). 

在量子力学中，这个关系式叫做测不准原理，它有具体的物理含义.譬如，不可能把量子 

_ 

的坐标和它的动量同时测量精确.这个基本的事实（叫做海森堡 ® 测不准原理）在数学上与 
上边求出的 M 2 ( M 2 ) 和 M 2 (|^| 2 ) 之间的关系是一致的. 

以下三个练习给出了初等的广义函数傅里叶变换概念. 

7. a ) 试利用例1求出用函数 


心別 I ^ 

0,当 |<| > 


a ， 


^Oc(t) = 


a 


表示的信号的谱. 

b ) 细致地考察当 a — +0 O 时函数 A a ( t ) 及其谱的变化 情况; 按照你的看法，<5-函数所表 

示的单位脉冲的谱是怎样的. 

c ) 现在试利用例2求出理想低频滤波器（具频率上限 a ) 的输出信号^) 5 它是单位脉冲 

_ 

6( t ) 的响应. 

d ) 现在试根据所得到的结果解释科捷列尼科夫级数 （44) 的项的物理意义，并提供一个以 

科捷列尼科夫公式 （44) 为基础播发具有限谱信号/(0的方案. 

_ 

_ 

8. 施瓦兹空间.试 验证： 

_ 

a ) 如果而 P 是多项式，则 ( P^)e S . 

_ 

_ . ■ ■ !— 

① 普朗谢雷尔 （ M. Plancherel) (1885—1967) 是瑞士数学家 ■ 

* 译者注.原著中本练习把 Mi(M 2 ) } Mi(|^| 2 ) 误印成 吣⑽） 和 Mi(l^l). 

② 海森堡 （ B. Heisenberg) (1901—1976) 是德国物理学家，是童子力学的创始人之 一• 
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b ) 如果 w € &则 L>°V e 5且 D 0 ( P ^ D a ip ) € & 这里 a 和/?是任意多重指标，而 P 是 

多项式. 

C) 在 5 中引进以下收敛概念 .函数 < p k G S 的序列 {¥> fc } 被认 为收敛于零，如果对任何非 

负多重指标函数序列在 IT 上一致收敛于零，关系式 

表不 (<p — < pk ) 一 ► 0在沒中. 

附加了这里指出的收敛性的速降函数线性空间 S 叫做施瓦兹空间. 

_ 

试证：如果外 — p 在 S 中，则如一^分在5中当 fc 
换是施瓦兹空间中的线性连续变换. 


<p e S 


<ph 


― > 


这样 一来， 傅里叶变 




缓增广义函数空间 S '. 定义在速降函数空间 S 上的线性连续泛函 叫做缓增广义函数. 这种 
泛函的线性空间（空间 S 的共轭空间）用符号夕 表示. 泛函 F e 义在函数 <pes 上的值 
用符号 F ( ifi ) 表示. 
a ) 设 P 

足估计 \ f { x )\ ^ \ P ( x )\ (亦即当 
长). 试证： 如果置 


aj 


_ 


C 是 n 个变量的多项式，而/ : R n — C 是局部可积函数且在无穷远处满 

时它可能是增长的，但增长速度不超过幂式增 


71 


* 

* 


― > 


/(¥?)=/ f ( x )< p ( x)dx (<P e S ) 


则可把 / 看做是空间夕的（正则）元素. 


C , 照例是用关系 （/ F)(W := F ( fip ) 定 

义.试 验证： 对类 y 中的广义函数不仅能合理地定义它与函数/ e 5 的乘积，而且可以 
合理定义它与多项式 P 


b ) 广义函数 Fes f 乘以通常的函数/ : R 


■—4 


C 的乘积 

c ) 广义函数 Fes f 的微分是用传统方法定 义的： { D a P ){ if ) := {-1)^ F ( D a if ). 

试证这个定义是合理的，亦即，如果 F e 夕，则 D a F e S f 对任何非负整数多重指 

(Q ： l，，.. , Otn) 都成立 _ 

d ) 如果/和 p 是充分正则的函数（譬如属于函数类的，则从关系 （36) 可以看出，成立等 


* 


标 


式 


f ( x ) ip { x)dx = / ⑼ 


f ( x )< p ( x)dx 

a 

这个等式（帕塞瓦尔等式）也用来作为定义广义函数 Fes ’ 的傅里叶变换户的基 

础，按照定义，令 F ( v ?) := F {< p ). 

由于空间 <5关于傅里叶变换是不变的，这个定义对任何元素 F eS ， 都是合理的. 

试证： 这个方法对 ^( W 1 ) 中的广义函数不行.正是这种情况，说明了施瓦兹空间 
S r 在傅里叶变换理论及其在广义函数的应用中所起的重要作用. 

e ) 在练习7中我们得 到了心 函数的傅里叶变换的初等的概念 . 5-函数的傅里叶变换若能 

直接按照正则函数的傅里叶变换的一般定义去求，那么，我们将有 


/ ⑻ = 


S (x) e~ ,x ^ dx = 


咐） = 


(27r) n / 


(2丌)《/ 

现在，试证明，用正确的方法求广义函数 <5 G S f ( R n ) 的傅里叶变换，亦即根据等式 
<5( v ?) = 8{0) 去求，将得到（同样结果）0⑼ 

变换是常数函数.（可以改变傅里叶变换的规范,使这个常数等于1，参看练习 10.) 


于是，泓函数的傅里叶 




(27 r ) n / 2 




第十八章傅里叶級数与傅里叶变换 


514 


f ) 矿中的收敛性，照例是在广义函数意义上的收敛性，其含 义是 ： （Fn — 厂在 V 中当 

) ：= (Vcp e S ( F n (< p ) ^ F ( v ?) 当 
试 验证& 函数的反演公式（傅里叶积分） 


0G)). 


n — > 


n —► 00 


A 


■ e 办， 0 处 


峋)= 


(27T) n / 2 


-A 


) S(x - Xo) 像通常一样表示 (5 -函数往点; To 的位移，亦即 <5(x - xo)((fi) = (p(xo)^ 试 
验证： 级数 


N 


^ 2S ( x - n )) 


6(x — n)(= 

n—— 00 

在空间#中收敛（这里占 e S f ( R ), n€Z) 

h ) 利用广义函数收敛级数的逐项微分合法性，并注意到§2练习13 f ) 中的等式, 证明： 如 

X) 5(x-n )， 则 


lim 


TV—hOO 


一 N 


F = 


y/2n S(x — 27m), 


F = 


i ) 试利用关系式 F(ip) = F(<p) 从上边的结果求出泊松公式 (39), 

j ) 试证在椭圆函数理论和热传导理论中起重要作用的关系式（化公式): 


E 


E 


(t > 0), 


e 


C 的傅里叶变换射 /] 由公式 


10. 如果函数/: 


— 27 rii/t 


f(t) e 


dt 


/(") :=湖("）：= 


定义，则许多与傅里叶变换有关的公式都将变得特别简单和优美_ 

a) 试验证： f{u) = 

b) 试证: 射射川⑷= /(— t )， 亦即 




\/27 T 


f(u)e 2 ^ il/t du 


m 




这是 /( t ) 按不同频率 y 的谐波展开的最自然的形式，而这个展开式中的 fM 是函数/ 

的 蘋请. 

c ) 试验证 d = 1，1 = 5. 

d ) 试证： 泊松公式 （39) 现在可取以下特别优美的形式： 

yz 咖)= 5 Z #( n )_ 
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我们遇到的大部分现象，在数学方面是用彼此间有相当复杂的依赖关系的一组 
参数来刻画的.但是，对现象的描述,逋常都做了非常重要的简化，如果已知某些参 
数或参数组合很大或很小的话. 

例1在描述其速度^远小于光速 （ W 《 C ) 的相对运动时，可以用伽利略变换 


=X — vt^ t 


X 


代替洛伦兹变换（第 1 章 §3, 例 3) 


( 


) 


V 


X 




X — vt 


c 2 


X 


V 1 - ㊉ ^(c) 


因为 r/c » 0. 

例 2 摆的振动周期 


7r/2 


dd 


T = 4 


1 — A: 2 sin 2 6 


9 


o 


通过参数 A: 2 = sin 2 警与摆对稳定平衡位置的最大倾角仰相联系（参看第 6 章 §4) 
如果振动是微小振¥ 


，即仰《 0,则得到这种振动的周期的一个简单公式 


T « 27T 


9 
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例 3 设在质点 m 上作用着一个使它回到平衡位置去的力，这个力正比于偏离 

量（弹性系数为的弹性力)，还作用着一个介质阻力，它正比（比例系数为 M 于质 

点速度的平方.在这种情形,运动方程有 


mx + ax 2 + fcx = 0 


的形式（参看第5章§6)_ 

如果介质“变稀疏”了，则 


0,从而应假定运动变得接近于方程 


mx - kx = 0 


k 


的简谐振动)，而如果介质“变稠”了，贝 [ J 


从而， 


所描述的运动（频率为 

除以 a 后作为极限得到方程± 2 = 0,即 x ( t ) =常数 


a — oo, 




m 


例 4 如果 7^) 是不超过的质数的个数，那么，众所周知（参看第 3 章 

§2)，对很大的 a :，7 r ( x ) 的值能以很小的误差按公式 


X 


7r(x) 


lnx 


求出 


例 5 极其平凡但不乏重要性的关系式是 


或 ln(l + x ) « X ， 


sm x ~ x 


越接近于零，它们的相对误差越小（参看第 5 章 §3). 如果愿意的话，可根据泰勒公 
式添加一项或更多后续项使这些关系式变得更加精确， 


x 


2 


二工 3 ， ln(l + x ) 


^ x — -x 


sin x ^ x — 


2 


3! 


这样一来，问题在于利用好当某个表征现象的参数（或参数组合)变得很小（趋于零)， 
或相反地,变得很大（趋于无穷）时所发生情况的特点，对所研究的现象作出一个易 

于观察的、方便的、本质上正确的描述 • 

因此，本质上还是极限过渡理论的问题 • 

这类问题叫做漸近问題.很清楚，实际上在数学和自然科学各部门都有这类问 


求解渐近问题通常包括以下几步：完成极限过渡并寻求渐近式（主项)，即现象 
的适当简化描述；对因应用所得渐近公式产生的误差进行估计，分析渐近公式的适 
用 范围; 将渐近主项更加精确化，这个过程类似于在泰勒公式中添加后续项（但远非 

总是那样的计算过程). 
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求解渐近问题的方法（叫做渐近方法）通常与问题的特点有非常密切的联系.当 
然.泰勒公式属于罕见的相当一般、同时又是基本的一类渐近公式，它是微分学中 

最重要的关系式之一. 

这一章打算把分析学的基本渐近方法的一些初等知识给予读者. 

在§1我们引进有关基本渐近方法的一般概念和定义,而在§2我们利用它们叙 
述了构造拉普拉斯积分的渐近展开的拉普拉斯方法.这个方法是拉普拉斯在研究概 
率论的极限理论时发现的，它是后来由黎曼发展起来的渐近分析理论的主要组成部 
分，通常在复分析教程中有这方面内容的叙述.各种渐近分析方法的进一步的知识 
可在文献索引列出的专门书籍中找到，这些书中又有这类问题的丰富的参考文献目 


录 


1渐近公式和渐近级数 


1. 基本定义 

渐近估计和渐坻等式 

为完整起见，开始我们先给出一盛提示和说明- 

定义 1设厂 X — Y 和 — Y 是定义在集合 X 上的实值，复值，或一般 
向量值（与集合 1" 的性质相对应）函数, 又设® 是 X 中的基.这时，关系式 

f = 0 ( g ) ^ f ( x ) = 0 { g ( x)) y x € X , 

f = O ⑷或/⑻ = 0 ( g ( x )), 在基 3 下， 

/ = o ( g ) ^ f ( x ) = o ( g ( x )), 在基03下， 

_ 

根据定义表示，等式 |/( x )| = a ( x )|^( x )| 中的实函数 a (: r ) 分别是 X 上的有界，关于 

基?8最终有界和关于基 © 为无穷小的函数. 

这些关系式通常叫做（函数/的)漸近估计. 

关系式 




或/(4 〜 在基 ® 下 
通常叫做这两个函数在基 © 下渐近相等， 或称它是在基 》 下的 渐近等 式①，它表示 

f ( x ) = g ( x ) + o ( g ( x )) 在基 © 下_ 

渐近估计和渐近等式统称渐近公式. 

在指不指出函数自变量无关紧要的地方,将采用缩写记号/ = o ( g ) J = 0 ( 9 ), 
„这些我们都己系统使用过. 

①注意，还经常用符号^表示渐近相等_ 


9 


/ 


9 


r^j 


_ 



第十九章渐近展开 


518 


如果/ = 0 ( g ) 且同时有0 = 0(/), 则说/ x 仏称/和0关于给定的基是同阶 


在我们以下研究中，设 r = C 或 K = R;X c C 或 X c 恥照例，设》是基 

X 3 x ^ 0 或基 X 3 

特别地,利用引进的这些记号，可以记 


X — ^ oo* 


cosx = 0 ( 1 ), x G 

t^0(1),zgC, 

\ ne z = 1 + z + <9⑷当 z 

(1 + x) a = 1 + OLX + o ( o :) 当 


COSZ 


0, z G C, 

Oj € M ? 

+oo，x G R 


x — 


当 


X 


7 r ( x ) 


h ^ + ° 


― > 




注 1 关于渐近等式，注意到它们只是一些极限关系是有益的.为它们用于计 

算,事先应完成与余项估计有关的辅助性工作.关于这一点,在讨论泰勒公式时我们 
已经说过.此外，还应当注意，渐近相等一般说来只允许用于要求相对误差小的计算， 

而不能用于要求绝对误差小的计算.例如，当 

零，因为对每个素数值: r ， 函数 ttOt ) 有一个单位跳跃.同时，以 
对误差趋 于零： 


+00时，差 7 r ( x ) — 并不趋于 

In a : 


x — 


r ^- 代替 7 T ( aO 的相 

mx 


In a ; 


0 当 


lnx 


我们下边将会看到，这种状况在计算方面导致渐近级数，它关心的是近似的相 
对误差，而不是绝对误差.因此，与古典级数不同，这种级数常常是发散的.在古典 
级数情况，被近似的函数和级数前 n 项部分和之差的绝对值，当 


+00时，趋于 


零 


我们来考察几个求渐近公式的例子 . 

_ 

例6计算 n ! 或 lim ! 的值的繁重程度随着 n € N 的增长而增加.但是，利用 
很大这个条件我们将得到一个适用于计算 Inn ! 的近似值的渐近公式_ 


从明显的关系式 


n+1 


fc +1 


k 


Y, lnk 


In xdx 


In xdx = 


In xdx < 


In xdx = 


< 


k 


k -1 


k =2 


fc=l 


fc =2 


推出 


n+1 


In xdx < ln 2 (n + 1) 


0 < Inn ! — 


In xdx < 


In xdx + 
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但是， 


n 


In xdx — n(lnn — 1) + 1 = nlnn — (n — 1), 


因此，当 


有 


n — > oo, 


n 


In xdx + 0(ln 2(n + 1)) 

=nlnn — (n — 1) + O(lnn) = nlnn + O(n). 

+oo 时有 0(n) = o(nlnn), 公式 Inn! « nlnn 的相对误差当 


Inn ! 




由于当 
+ oo 时趋 于零 . 

例 7 试证，当 


n —► 


n — 


+OC 时，函数 


X —► 


X 


e 


(n G N) 


/n ㈤ 


dt 




i t n 


+oo 时有 g n { x ) —^ +oo , 而应用 


渐近等价，这是因为当 


与函数 g n (x) = 

洛必达法则，得 


x~ n e x 


X — > 


fL ( x ) 

+°° 9ni X ) 


li m , n ( X ) 

x^+oo g n (x) 

例 8 研究函数 


—n^x 


X 


e 


lim 


lim 


1 e x 


x—>+oo x— 一 nx 


一 Tl — 


X—► 


X 


e 


/ ⑻ 


— dt 




+oo 时的渐近行为，这个函数与积分指数 


当 


x — > 


x 


e 


Ei(x } = 


-dt 


只差一个常数 


利用分部积分，得 


X 


X 


X 


X 


2e 


e 


e 


e 


e 


dt 


m = t + 


^dt 


I - rt 




1 


t 2 


h ^ 

lie * 2! e * 
— — I - ^ - h 


3 !d 


X 


e 


(n — 1)! 


t 3 


t 2 


X 


r^ dt 


X 


0 ! 1 ! 2 ! 

t 2 t 3 

最后这个积分，如在例 7 中已经 证明的，当 
时得到的常数 -ef ： (A:-l)! 也包括在 0(x^ n+1 h x ) ft , 我们就得到 


+ 


+ 


t n 


t 


+oc 时是 (9(:r- ( 时 1 )#). 把 t = 1 


X —► 


fc=l 


n 


(fc-l)! 


X 


e 


m = # 乙 


，当 


+ o 


X — H-oo 


k 


n+1 


X 


X 


k=l 
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近似等式 


(fc —1)! 


/⑻ 《 Y 1 


与最后这个和式中的每一项，其中也包括与最后一项相比，是渐 


的误差 O 


71+1 


近无穷小.同时，当 X — > +00 时，和式中后边的项与它前边的项比都是无穷小，因此， 

很自然,应把由类似的公式做成的无限精确化的序列写成由/产生出来的下述形式 
的级数： 


(fc — 1)! 


/(x) = e: E 

k=l 

我们指出，这个级数显然对任何 xeR 都是发散的，因此，不能写成 


(fc-1)! 


/( x ) = e x ^2 


这样 一来， 在这里我们碰到了一种新的、显然是有益的级数的渐近观点.跟古 
典情形不同，这种观点关心的是被考察函数的相对近似,而不是绝对近似.这种级数 
的部分和，与古典情形不同，主要不是用于在具体点处求函数的近似值，而是用于刻 
画在所考察的极限过程中（在这个例子中，极限过 程是® 趋于 + oo ) 函数值的集体行 


为 


b. 渐近序列和渐近级数 

定义2设/(4是定义在集^ X 上的函数，©是集合 X 中的一个基.把在基 
© 下都成立的渐近公式序列 


f (^) = 4 o ( t ) + 0(分0(®))， 

f ( x ) = ipo ( x ) + 咖⑻ + o (4 iO ))， 


f ( x ) = ^ 0 (^) +^ 1 (^) + …+ ^ n (^) + o ( lp n ( x )), 


写成 


f(x) ~ 1po(x) + 01(X) + …+ Kx) + … 

的形式，或更简单地，记做/ ㈤ 2 g 也⑷，称它是函数/在给定 的基® 下的渐近 


展开 


从这个定义看出，在渐近展开中，永远有 

o ( lp n ( x )) = ^ n + l ( x ) + O ^ n + iix )) ,在基 © 下， 
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因此，对于任何 n = 0， l ， …，有 


^ n + l ( x ) = o (^ n ( x )), 在基 ？ B 下， 

即展开式中后边的项与前边的项相比，从渐近观点看，都做出了更加精细的修正 

渐近展开通常以函数仰⑷，外⑻，…， w ㈤ ，…的线性组合 

Co<po(x) + CiCfi(x) +， ■ • + c n (p n (x) + … 

的形式出现，这里的函数序列 Wn(x)} 对具体问题有这样那样的方便之处. 

_ 

定义3设 X 是一个集合，其中有一个基 

{< fn ( x )} 叫 做在基《下的渐近序列， 如果（对于这个序列中任意相邻的两项 
( fi n + 1 ) 在基》下成立 ( Pn + l ( x ) = 0 { if n { x )), 而且在基 © 的任一元素上，任何函数 

<fn ^ Wn ( x )} 都 不恒等于零. 


定义在 X 上的函数序列 


_ 




注2在基95的元素 B 上， ( p n | s ) ⑻羊0,这个条件是自然的，因为在相反情形 

在®上将恒等于零，从而函数系 {< fn } 的渐近性成 


下，所有的函数 
为平庸无奇的事情了. 


Wn+1 ， Pn+2, 


例9以下序列显然都是渐近的 


a ) l ， x ， x 2 , … ， x n ， …，当 

b ) l , i , 4,…， 

X x z 

c ) X Pl , X P2 , 


0； 


^4 




0 下，如果 Pl < P 2< 

oo 下，如果 Pi > P 2 > 

d ) 序列如 ( a ： Vn ( X )}， 其中 Wn } 是渐近的 


在基 


< Pn < * 
> Pn > 


X 


_ _ » 


在基 


« « ♦ 


定义 4 如果 W n } 是 在基® 下的渐近序列，则形如 

f ( x ) ~ Co(p 0 (x) + C\ipi{x) + … + C n ip n (x) + • • ， 

_ 

_ 

的渐近展开叫做函数/ 在基® 下按漸近序列 Wn } 的渐近展开或渐近级教. 

注3适合于幂级数的渐近级数的概念是由庞加莱 （1886 年）陈述出来的,他积 
极地把渐近展开应用到自己的天体力学研究中 • 但是，渐近级数本身以及由它得出 
的一些方法,在数学中早已出现.关 手庞加 莱意义下的渐近级数(展开)概念（就是我 
们在定义 2-4 中叙述的）的可能的推广，请参看本节末的练习 5. 

渐近级数的一般知识 
渐近展开的唯一性 

说到函数在某 个基© 下的渐近行为，我们感兴趣的只是函数极限行为的特征， 
因此，如果两个（一般说是不同的）函数/和5在基©的某个元素上相等，那么，它 


攀 
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们在基访下有同一的渐近行为，而且在渐近意义下应当把它们看做是一致的. 

其次，设事先确定了一个渐近序列 Wnh 希望按它做渐近展开.这时,应当注意 
到任意的这样一个函数数系 Wn } 都有自己的局限性.就是说，存在着那样的函数， 
在给定的这个基下，与渐近序列 Wn } 中的任一 比较，它都是无穷小. 

例 10 设 ifn ( x ) 

这样 一来， 很自然地采纳以下定义. 

定义5 如果 { iPnM } 是在基 ® 下渐近序列，则称对每个 n = 0，1, …都使 

f { x ) = o { if n { x )) 在基05下成立的函数/ 为关于序列 {^ nOc )} 的漸近零元. 

■ 

定义 6称函数/和 p 在基®下关于该基的渐近函数序列 Wn ) 是渐 近重合 
的，如果这两个函数的差 f ~ 9 关于序列 Wn } 是渐近零元 ■ 

命睡1 (渐近展开的唯一性）设 {< Pn } 是在某一基 ® 下的渐近函数序列. 

a ) 如果在基®下函数/能按序列 {〜} 渐近展开，则展开式是唯一的. 

b ) 如果函数/和 P 都能按序列 {< fn } 渐近展开，则当且仅当函数/和 p 在基 
55下关于序列{^}渐近重合时，它们的渐近展开是相同的 • 

◄ a ) 设函数^在基 ® 的任何元素上都不恒等于零. 

我们来证明，如果/⑷= o (< f ( x )) 在基 © 下，且同时有 f ( x ) = ap ( x ) 4- o ( ip ( x )) 

在基® 下，则 c = 0. 

实际上， |/( x )| > \ ap { x )\ - | 咖⑷)| = | c ||^)|- o (|^)|) 在基 ©下， 因此，如 

果 M > 0,则存在基05的元素在它的任意点处成立不等式 \ f ( x )\ ^ 

而如果/( X ) = o ( if { x )) 在基田下，则存在基》的元素丑2,在它的任意点处成立 

\ f ( x )\ < y |¥?( ar )|. 因此，在任意点 x 应当满足不等式 y |<^( a ；)| ^ y ^( x )|, 

或者,由设条件 w # 0,成立不等式3|+)| 彡 2 \ ip ( x )\. 但是,即#在一点 a e B . DB2 

有 < f ( x ) ^ 0,这也是不可能的. 

现在来研究函数/按序列 {^ n } 的渐近展开. 

设 /( X ) = CQ ( fio ( x ) + o ( y ? o (^)) W f { x ) — Cq ( Pq { x ) + 0( 仰( X ))在基 ® 下.从第 一 

个等式中减去第二个等式，我们得到，0= ( co - co )^ o ( x ) + 在基 ® 下.但 

是， 0 = o (< fn ( x )) 在基？ B 下，因此，根据证明了的结果 ， Co - Co = 0. 

如果已经证明函数/按系 Wn } 的两个展开中的系数 CO =知， 

那么，从等式 


= 0,1 ， ... 贝！ | e— $ = o(ip n (x)) 当; r — +oo 


一 ，几 

jn / 




Cn— 1 = 1 


f(x) = Co(po(x) + … .+ C n —Wn—1 ( 工） + C n ip n (x) + o(<p n (x)), 

/(X) = Cq^Pq (*^) + • * • + 1 i (x) H~ 0(y?7x(X ))， 


用同样的方法，就能得到， 


Cn — C n 
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引用归纳法，我们推出，断言 a ) 成立 


b ) 如果对任何 n = 0，1， •… , f ( x ) = c 0 ipo ( x ) + …+ Cnip n ( x ) + o (( p n ( x )) 和 

+ c n ( p n ( x ) + o (( p n ( x )) 在基35下，则对任何 n = 0,1，…， f ( x ) 


g ( x ) = Co(p Q (x) + 

g(x) = 0 ( 外⑻）在基 》 下，因此，函数/和分关于渐近序列 Wn(x)} 渐近重合. 

逆命题能从 a ) 推出，因为我们取差 f ~ g 作为渐近零元，它应当只有零渐近展 




开 


注4 我们讨论了关于渐近展开的唯一性问题 . 但是，我们强调 一下， 函数按预 

先给定的渐近序列的渐近展开本身远非永远可能.一般说来，在一 个基® 下，两个 

函数/和 P 也并非永远能使渐近关系/ = 0 ( g)J = o ( g ) 或/ 〜 g 之一成立. 

_ 

a 

例如，相当一般的泰勒渐近公式指出了一个具体的函数类（在 rr = 0有直到 
阶的导数)，其中每个函数显然有渐近表示 

_ 

f(x) = /(0) + ^f(0)x + …+ ㈤ ⑼ X- + 0 ( 0 ；' 当 x 4 0. 

■ 

但是，函数就己经不可能把它按系 1， X ， 

关于渐近序列作渐近展开看作是有一个典型的渐近序列，使能把任何函数关于它渐 
近展开.可能有的渐近行为的样式,要比一个固定的渐近序列所能描述的多得多，因 
此，描述函数的渐近行为，这主要不是按事先指定的渐近函数列做展开,而是去寻找 
这种渐近函数列.譬如，在计算初等函数的不定积分时，不能预先要求其解答是事先 
给定的一些初等函数的复合，因为它可能根本不是初等函数.寻找渐近公式,类似于 
计算不定积分，使人感兴趣的只是怎样使解答简单些，比原先的表达式更容易研究 

——此 


n 


渐近展开了.因此，我们不应当把 


2 


ar ， 


b . 渐近公式的容许运算 

符号 o 和 <9的初等算术性质（如 0 ( g ) + o ( g ) = o ( g ) , o ( g ) + O ( g ) = 0 { g ) + 0 { g ) 

0 ( g ) 等等）在极限论中已经研究过（第3章§2命题 4 ).从这些性质和渐近展开的 
定义可以推出明显的 

命题 2 (渐近展开的线性性） 如果函数 f 和 g 可在基? B 下按渐近序列 Wn } 
渐近展开，/ ~ £ a n < p n , 5 ^ E b 秦 则它们的线性组合 af + 09 也能这样展开， 

n~0 

且 （ a / + 办）2 S (⑽ n + 

' n=0 

以下是在越来越特殊的情形下的渐近展开和一般渐近公式的性质. 

命题 3 (渐近等式的积分运算） 设/是区间 了 = [a〆 [(或 } u , a }) 上的连续函 




数 
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a ) 如果 0 是区间 J 上的非负连续函数，而积分心:发散，则从关系式 

/⑷= 0(g{x))J(x) = o(g(x))J(x) - g(x) 当 J 3 


X U) 


可相应地得到 


F(x) = 0(G(x)),F(x) = 0(G{x )) 以及 F(x) - G(x), 


这里 


f(t)dt 和 G(x) = / g(t)dt. 

J a 

b ) 如果区间 / = [a,u>[ 上的非负连续函数= 0,1, 

成一个渐近序列，而当 ： r G J 时积分 ^n(x) = (Pn{t)dt 收敛，则当 J 3 a : — CJ , 函数 

^ n (; r)，n = 0,1，…也组成一个渐近序列 • 

) 如果积分 f(x)dx 收敛，而函数 f(x) 当 J 3 
近序列 {(fn(^)} 有渐近展开/(^) ~ c n^Pn(^), 则对于函数衣成立当 J 3 


F(x) 


组 


当 / 3 


X — ^ 0 ； 


时按 b ) 中的渐 


x — > 0； 


C 


X — > 0； 


时按渐近序列 {^n{x)} 的渐近展开式衣⑷2 E c n ^ n (^) 


有/㈤= 0 { g { x )), 则存在点 x 0 e I 和常数 M 使 
得当 z € [x 0j o;[ 时有 |/(oOK M \ g ( x ) l 从函数在区间 [a,x 0 ] 上的连续性推出，这 
时在整个区间 J 上成立不等式 \ f ( x )\ < C \ g ( x)l 因此， | Sa /W^l 彡 CUT 沁㈣= 

0 (Ja 9 ( t ) dt ). 

为了证明剩下的两个关系式，可利用（如在例7中一样）洛必达法则，同时考虑 

结果我们将得到 


a ) 如果当 J 3 


X ~> (V 


时有 G(x) = / a x g(t)dt 


到当了 3 


—► CX) 


x —> UJ 




/ ㈤ 


r 

G(x) ~ 13 ^ G^(x) - l4x^ g(x) ^ 

有 〜⑻ — 0 (n = 0, 1, … )， 那么， 再次应用洛必达法则， 


F ⑻ 


lim 


lim 


I3x 


b ) 因 为当了 3 


X u 


求出 


詆 +1 ⑻ _ 

K( x ) ~ 




步 n+1 ( 工 ) 

步 n ㈤ 


= 0 


lim 


lim 

/3x—+a; 


lim 




iBx 


c ) 关系式 


f(x) = Coipo(x) + Ci^i(x) + … + Cn<Pn(^) + ^n(^) 

中的函数 r n ( x ), 作为 J 上的连续函数的差，其本身也是 J 上的连续函数，显然，当 

J 4 0 ；， 有 Rn(x) = f^r n (t)dt 0. 但当 J 3 

化 ⑻ — 0, 因此， 从洛必达法则推出：当/ 3 

I 

^(x) = Cq^q(x) + Cl ^l(x) + …+ Cn 步 n (X) + R n (^) 


有 r n ( x ) = o(<p n (x)) 和 


x u; 


在等式 


x — a ;， 


中的量 i ? n ⑻是 0( 心⑻) 
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注5 —般来说，不能对渐近等式和渐近级数进行微分 
例 11 函数/⑷ 

是渐近零元.函数去 

式，但是函数 f ( x ) 

关于序列{^}根本没有渐近展开 

渐近 幂级数 


sing ) 在 K 上连续可微，而且当 

的导数，不计常数因子的差别， 
sinCe ")+008(^) 不但不是渐近零元，而且当 


+ oo 关于渐近序 
仍然具有^的形 

X K 

+0 C 时 


—X 


X 


€ 




列 


—X 


X — > 


— e 




奉 


作为结尾我们来详细研究渐近幂级数，这种情况遇到的特别多，虽然有时像在 
例 8 中一样，它们是以一种更一般的形式出现的. 

0时，关于渐近序列 {ar 

的展开.因为借助变换 


0，1, • •: K 以及当 

-可以看出它们是同 


时， 


我们将考察当 


X 00 


;n 


x 




关于渐近序列 ;n = 0, l , 

样一个 问题， 所以我们仅对于按第一个序列展开的情形陈述要讲的命题，然后指出, 
在关于第二个序列展开的情形,相应陈述的某些特殊性. 


X = 


U 


命题4设0是集合 E 的板限点，而 


f(x) ~ ao + a\x + a2X 2 + 
g ( x ) ~ 6 q + + + 


• • • 


^ E ^ x ~^ 0. 


_睿* 


那么，当 E 3； E 40 时，有 

a ) ( a / + /? ff ) ^ ^2 ( aa n + PK )^ n \ 

71 = 0 

CfO 

b ) (/ • g ){ x ) ~ XI ° n xn ^ 这里 Cn = ao 6 n + oi 6 n -i + •… + fln & o , n = 0,1， . • ■; 

r 

( x ) - E d n x n , 这里系数‘从以下递推关系求出 




c ) 如果# 0,则 




ao — bodo^ai = bodi + 


， ttn 


-ki 


fc —0 


d ) 如果五 是点 o 的空心邻域或半邻域，而/在五上连续，则 

f ( t)dt ^ <xqx + + 


0*71 — 1 


x n + 


2 


n 


0 


e ) 如果对条件 d ) 再补充/ € C ⑴ ( E ) 和 


f ( x ) ~ aj ) + a^ic + …， 


则 = (71 + l)d n +i ， 7i = 0,1 ， 
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◄ a ) 这是命题2的特殊情形. 

b ) 利用符号 0 ()的性质（参看第3章§2命题4)，我们得到 


(f • (工）=八工） • 咖) 


+ a n x n + o ( x n ))( b 0 + bix + • • • + b n x n + o ( x n )) 

= ( ao ^ o ) + ( flo&i + aibo)x + • _ ， + ( aob n + ai 6 n —i + … .+ a n bo ) x n + o ( x n ) 


=(flo + + 


* _ 鬌 


当 Eg 


x 0. 


/ ㈤ 


) 如果 feo 一 0, 则当 x 接近于零时有 pOr ) # 0,因此，可以考察比 


= h ( x ) 


C 


9(^) 


我们来验证，如果在表示式 / i ( x ) =办+ Aa : + _ • • + d n x n + r n ( x ) 中的系数 d 0 , …， d n 
是按命题 c ) 选取的，则当五3 


0有 r n ( x ) — o ( x n ). 由 fe 等式 f ( x ) = g ( x ) h ( x ), 


得到 


ao + axx -t - h a n x n + o ( x n ) 

= ( b 0 + 6 ix + * •■ + b n x n + o ( a : n ))( d 0 + rfi ® 十… + d n x n + r n { x )) 

( bodo ) 4 - (bodi + b \ dQ)x + • ’ * + { pod ^ -h fhd n —i + • … + b n do)x 

+ b 0 r ri ( x ) + o ( r n ( x )) + o ( x n ). 


n 




0 时，有 o (; r n ) = bor n ( x ) + o ( r n ( x )) + o ( x n ) 或 


因 为知一 0,由此推出，当五3 


X — > 


r n ( x ) = o ( x n ) 


0,并注意到 - f f(t)dt = J 0 X f(t)dt 


d ) 这可从命题 3 c ) 推出，只要在那里令 


LU = 


即可 


e ) 由于函数//⑷在 ]0, o :] (或 [ x ,0[) 上连续且有界（当$ — 0时趋于啉)，所以， 

+ jQf ( t ) dt , 这是因为当 


0时 f { x ) — ^ a 0 


积分 /( T /' W 也存在.显然，/(工） 

把 f ( x ) 的渐近展开代入这个等式，利用 d ) 中证明了的结果，得 


x — 


ao 




f{x) ~ a 0 + a f 0 x+ ^x 2 + 

现在，根据渐近展开的唯一性（命题1)，就推出 a ； = (n + l ) a n+u n = 0,1，… ► 

_ 

_ 

推论 1如果 C / 是无限大在 M 中的邻城（半邻域)，而函数 f 在 U 中连续并且 
有渐近展开 


a 


+ : ^ x n + 


* • 


n 


a 


f ( x ) ~ ao + — + -| + 


当 C /3 


n 


x —► oo ? 


n 


X 


X 


X 


则在 r 中的区间上的积分 


衣 ㈤ = /* (/w 

J X 


ai 


dt 


—— OfQ -- 


渐近公式和渐近级数 


527 


收敛且有如下渐近展开: 


U 2 


^71 + 1 


^3 


+，… 当 U 3 


d { x ) + 


X — > OC 


2 a : 2 


n 


nx 


x 


积分的收敛性是显然的，这是因为 


ai a2 


当 U 




—> oo 


ao - r 


t 2 


譬如，引用命题 3 c )， 即可看出，只要对渐近展开式 


a 




ai 


n 


当 U Dt 


m — 


+ *TT" 


― > 00 


ao - r 


4 4 * 


t n 


进行积分就行了. ► 

推论 2 如果对推论1的条件再补充/ G C ⑴ ( U ) 和 f 有渐近展开 


f '( x ) ~ a[j + — + ^| + 

X 


a 


当 U 3 


n 


+ 


+ 


x —► OO, 


■ ■ 


n 


X 


则这个展开式可通过对函数 / 的展开式的形式微分得到，且 


既 CIq — 


= 0 


<z n = — {ti 一 l)a n —i, ti = 2,3, 


do 


ai 






有作 X + 鲁 +0 


，则 


由于当? 7 9 


X — OO 


2 


X 


x 


f ( x ) = f ( x 0 ) + / f ( t)dt = a f 0 x + a [ Inx + 0(1) 


怎0 


可是，因为 f ( x ) ~ ao + — + 

X 

. 是渐近的，所以由命题 1 可以断言砘 = ai = 0. 现在，对展开式 

进行积分，根据推论1，我们就得到函数/(4的展开式，从而 
根据展并的唯二性有关系式< = -(n - l ) a „— i 当 


时序列 


，而当 V 3 


当 C / 彐 


X —► OO 


x oo . 


x, lnx, 1, —， 


2, 


X X 

rf/ 、 a ; 2 flo 


2,3, 


n 




• • » 


练习 


有 H Z ) — S a n z 


—n 


当|之| > R , zeC . 试证：当 （C3 

^ 的解 y ⑷当 


1, a ) 设 = J 2 


—n 


Z OO 


a n 之 


n—0 


n=0 


时有渐近展开 2/( X ) 2 5： C n X - } 


b ) 假定方程 j /( x )+ y 2 ( x ) 

试求这个展开式的前三项. 

c ) 试证： 如果/⑷=£ an ， 当 M € C ， 而当 C 3 


=sm 


n =0 


0 时有 g { z ) ~ 


n—0 


o 有 


biz + b 2 Z 2 + …，那么， / op 在点 0 € C 的某一空心邻域中有定义，且当 C B 

(/ o g )( z ) ~ co + c\z + C2Z 2 + 

级数代入另一个级数的方法得到的. 


是用在收敛幂级数情况把一个 


，这里系数 C 0 A ， 
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试证: 


a ) 如果/在 o ： > 0是连续正单调函数，则 


E/ ㈨ 


f ( x)dx + 0 ( f { n ) )+ 0 ( l ), 当 




0 


fc=0 


b ) r = Inn + c + 0 ( 1 )， 当 

{ Inn ) 0 


n — oo . 


k 


k =\ 


a + 1 


c ) Y 1 ^( Ink )^ 


当 71 - ^ OO 和 Of > — 1. 


3. 用分部积分法求下列函数当 

a ) r s ( a :) = f x 

b ) erf { x ) = f" x 

欧拉-泊松积 分)； 

c ) F ( x ) = / x + °° ^也， 如果 a > 0. 

利用上一练习的结果，求下列函数当 

) Si ( x ) = / Q x 


+ OC 时的渐近 展开： 

不完全尸函数； 

dt —— 概率误差函数 （我们提醒注意， 


+ 00 






+ oo 时的渐近展开 

dt —— 积分正弦 （我们提醒注意， 


X —► 




sint 


Bint 


7 T 


狄里克雷积 


dt ^~ 


a 


2 


分); 


b ) C ( x ) = cos ^ t 2 dt , S ( x ) = 


2 


菲涅耳积分（我们提醒注意， 


sin - r £ dt 


2 


7 T 


Io°° COBx2dx = So 


x 2 dx = 


sin 


2 V 2 


对前边讲的由庞加莱引进和研究过的按渐近序列 {^ Pn ( x )} 展开的概念，艾尔代伊①提出了如 
下推广. 


* 


设 X 是一个集合，35是 X 中的基， { p n (: r )} 是 X 上在基》下的渐近序列.如果在 X 
上给定函数 J ( x )， 咖(外咖⑷，如 ㈤ ，…且对任何 n = 0,1，…有等式 


f { x ) = y ^^ hjx ) + o (( pn ( x )) 在基 ® 下， 


则记 


f ( x ) ~ y ^ j ^ n ( x ),{ ipn ( x )} 在基 ©下， 


n =0 


并说在基》下函数/有艾尔代伊意义下的渐近展开. 

a ) 请注意，如果设外 ( a :) = aT n ，n = 0,1，…，在练习4中我们得到的展开式是艾尔代伊 

意义下的渐近展开. 

b ) 试证在艾尔代伊意义下的渐近展开没有唯一性（可以改变函数 ^ n ). 

) 试证： 如果给定了集合 X , X 中的 基®, A ： 上的函数/和序列 { Mnh )} 及 {^ n ( x )>, 

设第二个序列 在基® 下是渐近的，则展开 


C 


f ( x ) ~ y ^ j anfln ( x ),{( pn ( x )} 在基 © 下 


①艾尔代伊 （ A . Erd ^ lyi ) (1908—1977) 是英国数学家. 



渐近公式和渐近级数 


529 


(其中是数值系数）或者根本不可能，或者是唯一的. 

一致漸近估计 

设 X 是一个集合， © x 是入中的基，还设 f ( x , y ), g ( x , y ) 是定义在集合 X 上且依赖于 
参数 y G V 的（向量值）函数•记 |/( x , y )| = oc(x,y)\g(x,y)\. 称在基95 x 下的渐近关系 


H^,y) = o(g{x, y))J(x,y) = 0{g(x, y)), f{x, y) ~ g(x, y) 

关于参数 2 /在集合 K 上是一致的，如果在基® x 下分别成立 a ( x , y ) 4 0在 F 上， a ( x , y ) 
关于 y e Y —致地最终有界， a { x , y ) 1 1在 y 上. 

试证：如果在集合 X xY 中引进这样的基® = {Bx x Y } ,其元素 是基® x 的元素 
Bx 和集合 y 的直积，则上边所说的定义将分别与在基 ® 下的等式 


f ( x , y ) = o ( p ( x , y )),/( x , y ) = 0{ g { x , y )) J { x , y ) ~ g { x , y ) 


等价. 


7. 一致渐近展开 

渐近展开 


f ( x , y ) ~ ^2 a n { y )( pn { x ) 在基 下 

71 = 0 

关于参教 y 在集合 Y 上是一致的，如果对等式 


/(:， y ) = yz 


ak(y)^Pk(x) +T n {x,y), 


0，1， 




* * * 


中的 T n { x , y ) 有关于 y €Y 的一致估计: r n { x , y ) = o ( ip n { x )) 在集合 X 中的基 下， 
a ) 设 y 是 R n 中的可测（有界）集合，又设对每个固定的值: r € X ，函数 / Or , y )， a 0 ( y )， 

⑻以)，…在 Y 上可积. 试证： 如果在这些条件下，在基 35 x 下的渐近展开 f ( x jy ) ^ 

£ an ( y )< fn ( x ) 关于参数 y ^ Y 是一致的，则在基 © x 下渐近展开 


f f ( x , y)dy ~ ( f Y My ) 办) 


Wn ( 工 ) 


也成立 • 

b ) 设 F = [ c , d ] C IR . 假定函数 f ( x , y ) 对每个固定的 a : e X 关于 y 在区间 V 上连续可 

微，而且在某一个 yo € Y 处有渐近展开 


/( x , yo ) ^ y ^ Qn ( yo )¥? n ( a ：) 在基® A ： 下 


n =0 


试证：如果这时成立关于 yeY 一 致的渐近展开 

慧 ( x ， y ) a y ^ Q = n ( y ) v ? n ( x ) 在基取 Y 下， 
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且其系数 a n ( y),n = 0,1，…，关于 y 连续，则原来的函数 f ( x ， y ) 在基 © x 下有渐近 

展开/(几 y ) - 12 a n ( y )< Pn ( x ), 它关于 y eY 是一致的，系数 a n ( y),n = 0,1， …， 在 

n=0 

区间 F 上光滑依赖于 y ， 且 ~^( y ) = a n ( y )- 


dy 


设 p{x) 是区间 c^x^d 上的光滑正函数，而 <x ， A) 是方程 g(:r ， A) = X 2 p(x)u(x 7 X)^} 


m 


a) 如果在 [c ， d] 上 p(x) = 1 , 试求解 u(x, X). 

b) 设 0 < m 彡 p(x) ( M < +00 在 [c ， d] 上，且 it(c ， A) = 1 ， ^(c, A) = 0 . 试给出 u(x } A) 

在 ; r e [c,d] 的下方和上方估计 . 工 

c) 设 In n(;r, A) 2 Cn(x)A 1_n 当 A — +00 ,这里 co(x )， ci(x), …* 是光滑函数•试利用 

证明 Co 2 (x) =p(;r ) 和 


Cn^l + X) 4 * C n-k ) (^) = 0* 


渐近积分（拉普拉斯方法) 


1. 拉普拉斯方法的基本思想 

这一节将叙述拉普拉斯方法.具有相当普遍性的构造含参数积分的渐近式的方 
法是不多的，拉普拉斯方法是其中之一.我们限于研究形如 

/ f(x)e xs ^dx 

J a 

的积分，这里 S ( x ) 是实值函数，而 A 是参数.这种积分通常叫做拉普拉斯积分 

例1拉普拉斯变换 


( 1 ) 


F ( A ) = 


+ OO 


■0 = f 

Jo 


f(x)e~^ x dx 


是拉普拉斯积分的特殊情形. 

例2拉普拉斯本人把他自己的方法应用于形如 J ^ f ( x )^( x)dx 的积分，这里 
N ， 而 p ( x ) > 0在 ] a ，6 [上.这种积分也是一般的拉普拉斯积分 （1) 的特殊情形， 

因为 ^> n ( x ) — exp ( nln ^( a ;)). 

_ 

我们感兴趣的是对于参数 A 取大值时，精确地说，当 A — + oo，A e R 时，积分 
(1) 的渐近式. 

为了在叙述拉普拉斯方法的基本思想时不致让那些次要的细节分散注意力，我 
们将认为，在积分⑴中, [ a ，&] = J 是有限区间，函数/⑻和沒⑷在 J 上光滑，而 
且 S ( x ) 在点 : ro e J 有唯一的，同时又是严格的最大值.这时，函数 exp ( A 5( o ;)) 在点 


71 £ 
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xo ^ I 也有唯一严格最大值.参数 A 的值越大，这个最大值超出这个函数在区间 I 
上的其他值的程度也越大.因此，如果 /( x ) 在吻的邻域中不恒等于零，则整个积分 
⑴可以用 在点邱 的随便多小的一个邻域上的积分代替，同时使当 A ->+ oo 时相对 
误差趋于零.我们所观察到的这个事实叫 做局部化原理 .回顾一系列历史事件，可以 
说，拉普拉斯积分的这个局部化原理着实地向人们提示了 型函数族和6-函数 
本身的局部作用原理. 

现在，积分只取 在点吻 的一个小邻域上,函数/⑻和 S ( x ) 可以用当 J 3 a ；— 
时的它们的泰勒展开的主项代替. 

剩下来的就是要求出所得到的典型积分的渐近式,这做起来没有特别的困难 

寻求积分的渐近式的拉普拉斯方法,本质上，就在于逐次完成这些步骤. 


XQ 


例3设 x 0 = a , S f ( a ) # 0且/⑷ 一 0,譬如，函数 S ( x ) 在区间 [ a ，6] 上单调 
减少.在这些条件下， f ( x ) = /⑷ + 0(1) 而 5( x ) - S ( a ) + Or - + o ( l ) 当 

/ 3 x ^ a . 实施拉普拉斯方法的思想,对于小的 e > 0和 A — + 00 ,我们得到 

/⑷ e 释)乂 


a+e 


e XtS f (a) dt 


f ( x ) e xs{x) dx 


F ( X ) 




r\j 


/ ⑷⑷ 

= —~ XS f ( a ) 

由于 S f ( a ) < 0, 由此得到,在所研究的情况下，有 

/⑷⑷ 

XS f { a ) 

例4设 a < x 0 < 6,这时 S f ( x 0 ) = 0,我们还假设 5"0 r o ) 一 0,即 S , f ( xo ) < 0, 
因为 xo 是最大值点. 


AS'(a)e 


— 6 


A ~^ +oo 


( 2 ) 








时成立的展开式 f ( x ) = /(; r 0 ) + o ( 2c - a ; 0 ) 和 S ( x ) = S ( x 0 ) + 

S ^ f ( xo)(x - xo ) 2 + o((x - x 0 ) 2 ), 我们得到，当 A ~^ + oo , 对小的 e > 0,有 


利用当 


Xo 


2 


Xo +£ 


W(x 0) t 2 出 


XS(xq) 


f ( x ) e xs ^dx ~ /( xo ) 




在最后这个积分中做变量替换 ^( x 0 ) t 2 = - u 2 (注意 S ff ( x 0 ) < 0), 我们得到 


2 


沪（入，芑 ) 


2 


* 入 S"(x 0 )t 2 出 


du 、 






—<^(A,e) 


\ S f \ x Q ) 


+ oo 当 A - > +oo 


这里 ( p (\ e )= 

注意到 


2 
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我们现在就求出了在所研究的情况下拉普拉斯积分的渐近式的主项 


2 丌 


/( xo ) e AS ( x °) 当 A — +oc 


( 3 ) 


F ( 入 ) 


rsj 




入 《"㈣ 

例5如果吻= a , 但 S ^ xo ) = 0且 S n ( x 0 ) < 0,那么，通过像例4中那样的推 
理，在这一次我们将得到 




w « dt . 


XS(xq) 


f ( x ) e xs ^dx ~ f ( xo ) 


F ( A ) 


e 


r^j 


o 


因此， 


2 tt 


/(:r 0 )e AS(x 。） 当 A 


(4) 


F ( X ) 


+oo 




r^j 




；^"( X 0 ) 

我们通过以上探索性分析得到了有关拉普拉斯积分 （1) 的渐近式的三个最有用 

的公式 (2)—(4). 

从上述研究明显看出，拉普拉斯方法能成功地应用于研究任意积分 


2 


f f ( x , 当 A 

Jx 

的渐近式，只要: a ) 对于这个积分，局部化原理成立（亦即整个积分当 A — + OQ 时可 
以用在某一特殊点的任意小的邻域上的积分代替）以及 b ) 在局部化了的积分里，积 
分号下的函数能用比较简单的函数替换，而且一方面，这个比较简单的函数的渐近 

式与要找的渐近式一致,另一面，它又要比较容易求出. 

譬如，如果在积分 （1) 中函数5(岣在区间 [ a ，&] 上有几个局部最大值点 

那么，利用积分的可加性,我们还是用这样一些积分的和代替积分（1)，使 

相对误差很小，但它们是取在极值点 
每个邻域只包含一个极值点.积分 


⑸ 


—+00 


工 0, 


， 


工1， 


的那样小的一些邻域上， 


，^71 


• * * 


f ( x ) e xs ^dx 当 A — +oc 




的渐近式,如已说过的那样，是不依赖于邻域 U ( xj ) 本身的大小的，因此，这个积分 

的渐近式用符号 F(A， 巧）表示，并叫 做点巧 对积分⑴的渐近式的贡献. 

这样一来，局部化原理的一般形式的陈述就是：积分 （5) 的渐近式是被积函数在 
不同方面的一切临界点的贡献的总和 

对积分 （1) 来说，这就是函数的最大值点，从而，如从公式 (2)—(4) 看到 
的,对渐近式做出基本贡献的仅仅是在区间 [ a , H 上使函数別4达到绝对极大值的 

那些局部极值点. 

在本节下一段我们将详细考察这里提出来的一般构想,然后研究拉普拉斯方法 
的一些有益的应用. 
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拉普拉斯积分的局部化原理 




引理1 (指数型估计）设 M = sup S ( x ) < 00 ,又设对某个值 Ao > 0,积分 （1) 


a<x<6 


绝对收敛.那么，它对任何 A ^ A 0 都绝对收敛，且对这样的 A 成立估计 


b 


| F ( A )| ^ / \ f ( x ) e xs ^\dx ^ Ae XM , 


⑹ 


这里 AeR . 


事实上，当 A 彡 A 0 , 有 


6 


b 


f(x)e x ° s ^e^ x ~ x °^ s ^dx 


| F ( A )|= / f ( x ) e xs ^dx 


b 


b 


\ f ( x ) e XoS { x ) \ dxe {x ~ Xo)M = [ e~ A ° M / \ f ( x ) e x ° s{x) \dx e XM 




引理 2 (极大值点的贡献的估计）\设对某值 A = A 0 积分⑴绝对收敛，又设在 

积分区间 J 的内部或边界上存在点 x 0 , 使 S ( x 0 ) - sup S ( x ) — M . 如果函数 /( x ) 


a<x<b 


和 S ( x ) 在 Ax 0 连续，且 /( x 0 ) 兴0,则对于任意 e >0 和点吻在 J 中的充分小的 

邻域 tZ / bo ), 使估计 


f { x ) e XS{x) dx ^ Be x{s(xo) - e) 


⑺ 


Ui(x 0 ) 


(B > 0是某常数）对 A > mguc { Ao ,0} 成立 


对于固定的 e > 0任取一个邻域 Ui { x Q ), 使在其中有 \ f ( x )\ ^ -|/( x 0 )| 和 


2 


^ S ( x ) ^ S ( x 0 ). 假定/是实值的' 现在，我们可以断言，在 U ,( x ) 中函数 


S ( x 0 ) 

/的值有相同的符号.这使我们得到：对于 A > max { A 0 ,0} 有 




/ /( x ) e AS ⑷ cte = / 

J Ui(xq) Jl 


\ f ( x )\ e XS{x) dx 


Uj(x 0 ) 


\ f { x 0 )\ e x{s{xo) - £) dx = Be x{s{xo) - e) 




2 


U!(X 0 ) 


命题 1 (局部化原理）设当 A = A 0 积分 （1) 绝对收敛，且在积分区间 J 的内部 
或边界上函数 S ( x ) 有唯一的绝对极大值点吻，亦即在点 x 0 的任何邻域 U ( x 0 ) 外均 


有 


S ( x ) < S ( x 0 ) 


sup 

I\U{x Q ) 


* 译者注.这不会妨碍证明的普遍性.证明中关键性条件是 f ( xo ) # 0. 由此可以取到: TO 的邻 

使/⑷的实部或虚部在 CMzo ) 中保号. 
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如果函教 f ( x ), S { x ) 同时在点： r 0 连续，且 /(： r 0 ) _ 0 ，则 

F ( X ) = F Ui{xq) (\)(1 ^ 0 (\-°°))当 A — + 00 , 

这里 C //( x 0 ) 是邱在 J 中的任意一个邻域， 

F U T ( xo)W 


⑻ 


f { x ) e xs ^ dx , 


Uj(x 0 ) 


而 0( A "°°) 是这样一个函数，对于任何 neN ? 当 A — +oc 它都是 o ( X ^ n ) 


从引理2推出，如果邻域 C //( x 0 ) 足够小，则对任何 e > 0,当 A — +00,最终 


成立不等式 


\(S(x 0 )—e) 


(9) 


同时,根据引理1，对于点吻的任意邻域 C /( x 0 ), 有估计 


\ f ( x )\ e xs ( x ) dx ^ Ae A/x 当 ；V — + oo , 


( 10 ) 


A ^(^ o ) 


这里 A > 0 ,/x = 

把这个估计与不等式 （9) 加以比较，容易得到,不等式 （9) 当 A — + oo , 对点 
的任意邻域 ?7/( x 0 ) 最终成立. 

现在只要写出 


S ( x ) < S { x 0 ) 


sup 


xei\u(x 0 ) 


Xq 


F(\) = ^/(A) = ^t7j(a ： o)(^) + F I\U(X 0 )W, 

并引用估计 （9)，(10), 就得到关系式 （8) 的正确性. ► 

这样,我们确立了一个事实：为了作出当 A — + oo 时拉普拉斯积分 （1) 的相对 
误差为 0( A -°°) 的渐近式,可以用函数 S ( x ) 在积分区间 J 上的绝对极大值点 x 0 的 
任意小邻域 U !( x 0 ) 上的积分代替它. 

典型积分及其渐近式 

引理 3 (函数在临界点邻域中的典型形式） 如果实值函数 5( x ) 在点: r 0 € M 的 
邻域（半邻域）内属于光滑函数类 C ^ n+k \ 而且 

炸0) 


* 


= S ^ 1 Hx 0 ) = 0 } 5 ( n ) ( x 0 ) ^0 5 

keN ^k = oo, 則存在点邳的邻城（半邻城 ） 4, 点 0 e R 的邻城 4 以及微分同 

狂 ipeC ⑻(〜山)，使 




暑 瞥 《 


S (< p { y )) = S ( x 0 )-\- sy n , 当 yel v ,s = sgnS { n ) ( x Q ) 


同时 


丄 


n \ 


_) = x 0 ,< p f ( 0 ) 




|5(-)( x 0 )| 
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◄ 利用带积分余项的泰勒公式 


(X - X 0 ) n f 1 

(n — 1)! 


5^( a；o + t(x - x 0 ))(l — t ) 


n— 1 


S ( x )^ S ( x 0 ) + 


dt . 


o 


把差 S ( x )- S ( x 0 ) 表示成 


S ( x ) - S ( x 0 ) = (x- xo ^ rix ) 


的形式，其中函数 


S^ u \xq + t(x — xq))(1 — t ) n _ 1 df ， 


r ( x ) 




( n _ 1)! 


0 


根据积分关于参变量 ： r 徼分的定理，它属于函数类 C 7 W ，且 r ( x 0 ) = ^ S ^( x o )^ 0 . 

因此，函数2/ = ip ( x ) = (x — a ； o ) y /\ r ( x )\ 在点; r 。 的某个邻域（半邻域)心中也属于函 
数类类 C ( fc ) , 而且还是单调的，这是因为 


1/n 


㈣ 0)1 


7^0 


n ! 


在这种情况下，定义在4上的函数矽有反函数畛一 1 = A 它定义在包含点0 = ^( xo ) 
的区间4 = ip ( i x ) ±. 同时， p e <7⑻ (4,4). 

其次，(^'⑼= (^(^ o )) 

身，得 S ( ip ( y )) = S ( x 0 ) + sy n , 其中 

注1通常人们最感兴趣的是71=1或2,而 fc = l 或00这些情况. 

命题2 (弱化还原）设在积分⑴中，积分区间 J = [ a , b ] 是有限的，且满足以 


1/n 


n ! 


最后，根据函数 W 的构造方法本 


蠡 


S ^( x 0 )\ 
s = sgnr ( a ； o ) = sgnS ^( x 0 ) 


下条件 


a ) /,5 gC (/, E ); 

5(: r ) 只在 •一 个点 x 0 el 处达到； 

) 在点吻的（包含在区间 J 内的）某个邻域 C //( x 0 ) 中有5 e C ( n )( C //( x 0 ), R ); 

d) S ^( x 0 ) ^0, 且如果 1 < n ， 则 S ⑴ (x 0 ) 

那么，当 A — +oo 时积分 （1) 可用形如 


b ) 


max 


xEl 


C 


= S ^- 1 \ x o ) = 0 




f r ( y ) e- At/n dy 

Jly 


\S{xq) 


丑 ( A ) 


e 




的积分代替，误差根据局部化原理⑻确定.这里4 = [-£,£] 或4 = [0， e ]， e 是任 
意小的一个正数，而函数 r 是定义在4上具有与函数/在点 x 0 的邻域中一样的 
光滑性. 
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◄ 利用局部化原理，取点抑的邻域4 = U ( X 0 ) 使满足引理3的条件，用在 I x 

上的积分代替积分 （1). 做变量替换 x = 认 y )， 我们将得到 


J f(x)e xs ^dx= (j 


fMyW ( y ) e~ Xyn dy e xs{xo) 


( 11 ) 


ly 


指数 （- Ay n ) 中的负号，与根据条件； ro = p (0) 是极大值点有关. ► 

以下引理给出了一些典型积分的渐近式，拉普拉斯积分在一些基本情况下能简 
化成这些类型的典型积分. 

引理 4( 沃森①引理） 设 0 > 0 ， 0 > 0 , 0 <( 1 彡 00 ，而 / eC ([0， a ]， R )_ 那么，关 


于积分 


— Xx 


x (3 ^ 1 f ( x)e 


( 12 ) 


W ( X ) 


dx 




o 


当 A 一 +OC 时的渐近式，成立以下断言 

a ) 积分 （12) 的渐近式的主项具有 




入-《 +0(入一$) 




(13) 


w(\) = -/(o)r 


a 


0有 f ( x ) = /(0) + 0{ x ) 的话 

0 时有 f ( x ) 


的形式，如果已知当 

b ) 如果当 


x — ^ 


+ flliC + • _ _ + fl n 37 n + 0(3? n + l )， 则 


dQ 


X — > 




5 >作) 

k=0 \ / 


n+/?+l 


k+0 


(14) 


+ 0 (A 


W ( X ) 


A 一 






a 


) 如果 f 在 x = Q 无穷次可微，则有渐近展开 

I 

/⑻⑼ Jfc + /3 


C 


糊 4 s 




(15) 


r 


fc! 


a 


它关于 A 可任意次微分 _ 

◄ 把积分 （12) 表示成在区间] 0, e ] 和 [ e , a [ 的两个积分的和的形式,这里 e 是任 
意小的一个正数. 

根据引理1 


f ( x ) e^^ x dx ^ Ae ^^ £ = 0( A — °°)当 A 


/3-1 


+ 00 , 


― > 


X 


因此， 


(3 ~ 1 f ( x ) e- Xx dx + 0( X ^°°) 当 A — +oo 


W (\)= 


X 


0 


® 沃森 （ Watson. G. N) (1886—1965) 是英国数学家 
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在情况 b ) J ( x ) = E 
间 [0, e ] 上成立 • 所以 


k 


+ r n ( x ), 这里 r n G C [0 ，ej 且 \ r n ( x )\ < Cx n+1 在区 


a 知 x 


k=Q 


Xxa dx + c ( A ) / 


fc +/3 — 1 


n+(3—Xx 


dx + o ( 入一 °°)， 




X 


e 


x 


e 


o 


fc =0 


这里 C ( A ) 当 A 4 +oo 时是有界量 

根据引理1，当入 —+00, 有 


+ 00 


x k+0-l e ^Xx^ dx + Q^X-°°) 


fc+/3~l 乃一入 : E 


dx ― 


X 


e 


o 


o 


但 


+oo 


rfx = I r ^ fc + /? 


fc + 召 

ot 

1 


k+0—l^—Xx 


X 


e 


e 


a 


a 


o 


现在由此就可推出公式 （14) 以及它的特殊情形——公式 (13). 

展开式 （15) 可从等式 （14) 及泰勒公式推出. 

展开式 （15) 关于 A 的可微性可这样导出：积分 （12) 关于 A 的导数仍然是形如 
(12) 的一个积分,而对于 ^( A ) 可按照公式 （15) 以显式表示出它当 A — + oo 时的 
渐近式来，它与原来的展开式 （15) 经形式微分所得的结果是一致的. ► 

例6 我们来考察拉普拉斯变换 


+ 00 


f ( x ) e ~ Xx dx , 






0 


我们已在例 1 中遇到过它.如果这个积分对某个值 A = Ao 绝对收敛，而函数/在 

0无穷可微，则按公式（15)，我们就求出 


X 


F ( X ) - ⑻⑼ A _( fc +1) 当入 —+oo 


fc =0 


4. 拉普拉斯积分的渐近主项 

定理1 (渐近式的典型主项定理）设积分 （1) 中的积分区间 J = [ a ，6] 是有限 
¥} J , SeC ( I , R ) J . 

还设 /( x 0 ) 7 ^ 0, f ( x ) = f { x 0 ) + 0 (x - a ： o ) 当 I 3 x xq , 而函数 S 属于在点 x 0 

的邻域中的光滑函数类 c (fe) . 


只在一个点 xq e I 达到 


max 5( x ) 

xei 


那么 


a ) 如果: r 0 = a ， A : = 2 且 ^'(吻） # 0 ( 即 S f ( x 0 ) < 0), 

/( 工 0) 

- S ^ xo ) 


入 S0r o ) A -l[ 1+(9(A -l )] 当 A 4+oc; 


(2，） 


F ( A )= 


e 
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b ) 如果 a<xo < b ， A : = 3 且 S n ( xo ) 0 ( 即 5" 〃(: ro ) < 0)， 则 

/( xo ) e AS ^ A-^[l + 0( A -^)] 当 A —+ oc ; 


2n 


尸 ㈧ 


( 3 ') 




— S ff ( xo ) 


c ) 如果： to = a ， /c = 3, S f { p ) = 0 且 S H ( a ) _ 0 ( 即 5〃( a ) < 0)， 则 

/(; r 0 ) e AS ( a ： G ) A 4 [l + O ( # \ _ l )] 当 A 


7T 


FW = 


(4') 


+ OO 


― > 


2 S tf ( x 0 ) 

◄ 利用局部化原理并做引理 3 中的变量替换 z = ip ( y ), 根据有关弱化原理的命 
题2,推出下列关 系式： 


(乂 (’。 ㈣ 咖/⑼一办+⑽ -00 )); 

b ) F (\) = e xs ^ ( J £ ( f 。 cp )( y ) ip , ( y ) e - x y 2 dy + 0(\-°°) 

((/ 。 W(yV(y) + (/ o ip )(-y) (p f (-y)) e ^y 2 dy + 0 (\-°°)); 

_ 

( f 。的 ( yWiv ) e— Xy2 dy + 0( X ~°°) 


AS(xq) 


a ) F (\) 


e 




a 


XS(x 0 ) 


=e 


a 


XS(xq) 


C) F ( X ) = 

函数 (f o 咖 , 在上述要求下满足沃森引理的条件.只要再应用沃森引理（当 n = 0 
时的公式 (14)) 并注意到引理3中和的表达式即可完成证明. ► 

这样 一来， 公式 (2)-(4) 连同第1段中启示我们得到这些公式的那些朴素、明 

白而且有效的思想方法的正确性,都得到了理论的说明. 

现在，我们来研究几个应用所证定理的例子. 


e 


ij 7 r 函教的漸近式可以 把函数 

r(A + i)= / 

Jo 


+00 


t ^ e^dt (A > -1) 


表示成拉普拉斯积分的形式 


+00 


e 一 V lnt 


r(A + i) = 


dt . 


0 


而且如果在 A > 0时做变量替换 t = Aa ;， 则化成积分 

T ( A +1) = A a+1 / 

Jo 


+00 


X { x - lnx ) dx ^ 




e 


它可借助证明了的定理去研究， 

函数 S ( x ) = \ nx ~ x 在区间]0, + oo [ 上有唯一的极大值点 a ; = 1，且 S 〃( l ) 

根据局部化原理（命题 1) 和定理1的断言 b )， 我们推出 

[1 + (9( 入, 当 A-k+oc. 


- 1 . 




A 


0 ) 


r(A + i) = V2t^X 
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2 


当 n e N ， 我们得到了经典的斯特林①公式 

[l + 0 ( n - 1 )]当 


特别地，由于 r ( n + l ) 


n 




n 


n 


n ! = v 27 rn 


n —► oo,n G N 




e 


例 8 贝塞尔函数 


7T 


x cos 6 


In{x)= - 

7T 

的渐近式，其中 n E N , 这里 f ( B ) = cosn 0, S ( 6 ) = cos 6 , 

0， S 〃(0) = -1， 因此，根据定理 1 的断言 c )， 有 


cos nOdO 


e 


o 


S ( 0 ) = 5(0) = I ’ iS ^ O ) 


max 




X 


e 


1 + 0 ( x ^^)\ 当 : c — +oc 


In(x)= 


y/2irx 

例 9 设 / e C^([a,b],R),S E C( 2 )([a ， 6 ]， 股)，且 S ㈤ > 0 在 [a, b] ±, ^S(x) 

仅在 一 个点 ; to G [ a ，6] 达到.如果 f ( xo ) / 0, 5 ^ x0 ) = 0 jS n ( xq ) 7 ^ 0 ? 则把积分 


期= / f ( x )[ S ( x)] x dx 


a 


改写成拉普拉斯积分 


f ( x ) e xlnS{x) dx 


的形式后，根据定理 1 的断言 b ) 和 c )， 我们 得到： 当 A — + oo 时 


a 


2tt 


[5( x 0 )] a + U _ 秦 [1 + (9( 入一臺)]， 


衣(入）= ef ( x Q ) 


-S^(xo) 


1 ，当 ci < xo 〈办 时；而当 xo = a^SL x Q = b = - 


这里 


£ 




2 


例 10 在区域 a ; > 1 中，勒让德多项式 

Pn(x) = J / 

^ Jo 

oc(n e N ) 的渐近式可作为上一个例子在/ = 1时的特殊情形得出， 

S ( 9 ) = 5(0) 


7T 


当 


n —► 


+ Vx 2 - 1, 


1 cos 沒， 


s(e) = x + 


=X 


max 


S f ( 0 ) = 0 , S ”( Q ) = -Vx 2 - 1 


这样一来, 


[l + 0 ( n 一 金)]当 


’n G N 


Pn(^) = 


n — ^ 00 


①也可参看第 7 章§ 3 练习 10 
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*5. 拉普拉斯积分的渐近展开 

定理1仅仅给出了拉普拉斯积分 （1) 特有的渐近式的主项,而且是在条件 f ( xo ) 
一 0下得到的.从总体上看，这当然是最典型的情况，从而定理1毫无疑问是一个重 
要结果.但是,沃森引理就已经表明，拉普拉斯积分的渐近式有时导致渐近展开.当 
f ( x 0 ) - 0,从而定理1无能为力时，这种可能性特别重要. 

想完全放弃条件 /( x 0 ) / 0,又不用任何东西去代替它，停留在拉普拉斯方法的 
框架内，当然是不 行的： 要知道，如果在函数 S ( x ) 的极值点 IT 。 的邻域中有/卜 ） E 0, 

时非常快地趋于零，则点:可能对积分的渐近式没有任何作用. 
现在，我们经过研究已经得到特定的一类当 A — +00时的渐近序列 { e ^ A -^} (po < 

), 可以关于这个序列论及渐近零元，而不假定 f ( xo ) ^ 0,也可用下述方式陈 

述局部化原理：当 A — + oo 时拉普拉斯积分 （1) 关于漸近序列 { e AS ( a : °) A _ Pfc }( p 0 

Pi < •••) 精确到零元的漸近式，与这个积分在点％的任意小的邻域上的那一部分 
的渐近式是一样的， 只要利 是函数负岣在积分区间上的唯一的极大值点. 

但是，对于这些问题，我们将不再回过头去研究并把它们精确化，而是在假定 f 
和 s 是 c (-) 类函数的条件下，给出利用了关于指数估计的引理1，关于变量替换的 
引理3和沃森引理4的相应的渐近展开的结果. 

定理 2 (拉普拉斯渐近展开定理） 设 J =： [ aj ] 是有限区间， f,S 6 

maxS ( x ) 只在一个点 x 0 e I 达到，且/, <9在点吻的某一邻域 Uj ( x 0 ) 中属于 

x^I 

C (00) ( C ^( X ())， R ). 那么，关于积分 （1) 的漸近式成立以下 断言： 

a ) 如果; r 0 = a ， # 0, S ^( a )= 0 对于 1 彡 j < m ， 贝 


或当 


X — Xo 


Pi < 


m m m 


< 


F ( X ) ~ A _ 士 e AS ⑷ y^afcA 


— k/m 


当 A 


(16) 


+oc ， 




这里 


k 


(- 1 ) <(¥)«) 


( f ( x ) h ( x , a ))\ x=ia , 


r 


afc = 


A :! 


h(x, a) = (S(a) — S(x)) 1 ~ l ^ m /S / (x). 
b) 如果 a < x 0 < 6, 5( 2m )(x 0 ) _ 0, S^(x 0 )=0 对于 1 彡 j < 2m ， 则 


y^cfcA 


_fc/m 


—l/2m^A5(xo) 


( 17 ) 


当 A ― > + oo . 


F ( X ) - A 


e 


fc =0 


这里 


2fc 


如。 )£) 


( f ( x ) h ( x , x 0 )) 


r 


Cfc = 2 


X—Xq 


( 2 k )\ 


h ( x , x 0 ) = { S { x 0 ) - S ( x )) 1 ^^/ S f ( x ). 
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C) 如果 /⑻ (X 。） # 0 且 f(x) ~ —^f^HxoXx-xo) 71 当 

下漸近式的主项分别为： 化 


XQ, 则在情况 a) 和 b) 


x —► 


/n + 1\ ( ml \ 

\ m / 


F (\) =丄 ⑷ r 

i/^(a) + 0(A-^)l ， 

n! 


m 


( 18 ) 


X 


n+ 1 
2m 


(n + 1\ / (2 m )! \ 

\ 2m J 、 | 切 2771 )( 工 0 )| J 


XS ( x 0 )y 


FW = - A - 


e 


m 


⑷ M + 0( A - 親) 

■ ■ 


(19) 


X 


d ) 展开式 （16)，(17) 关于 A 可任意次微分 _ 

◄ 从引理 1 可得,在我们的条件下，当 A — +00时，积分⑴可用在点; To 的任 
意小的邻域上的积分代替,而精确到只相差形如 e AS ( a ) 0( A -°°) 的一个量. 

在这个邻域中做变量替换 a : = < p ( y ), 这是引理3中指出的那种变量替换，把在 
的小邻域上的积分化成 


^0 


-入 S(x 0 ) 


(f o ^p)(y)^p f (y) e — Xy d y 


( 20 ) 


e 


如果 xq = a 的话；而如果 a < 工0 < 6，则 A ；= 


的形式，这里4 = [0， e],a = 

[—6, e ], a = 2 m . 

做替换 z 的那个邻域，可以认为是那样小的，以致函数 /， S 在其中都无 

穷次可微.那时，积分 （20) 中积分号下的函数（/。 W ( yMy ) 也可看做是无穷次可 


m ， 


微的 


下，直接把沃森引理4应用于积分 （20), 就证 


如果4 = [0, e ], 即在情况 
明了展开 （16) 的存在性. 

而如果= [-£,£], 即在情况 a < Xq < 6下，我们把积分 （20) 化成 


Xq = a 


— Aj / 


—入 S(a ： o) 


[(/ o w)(z/V(y) + (/ ◦ ^p)(-yW(-y)] 


( 21 ) 


dy 


e 


e 


o 


的形式，再应用沃森引理，我们就得到展开式 （17). 

展开式 (16),(17) 的可微性如下推出:在我们的条件下，积分 （1) 关于 A 可微，而 
且这时得到的积分还满足定理的条件.对于它，展开式 (16),(17) 成立，从而可立即确 
认,这些展开式事实上是与形式地微分原积分的展开式（16)，(17)所得到的结果是一 


致的 
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1 d k 0 

k\m dy k 


现在，剩下的只是系数 a fc 和 Cfc 的公式了.根据沃森引理， 


( 0 ) 


dk 


fc + 1 


，这里 步 (y) = (fo<f)(y>Av) 


r 


m 


但是，注意到 


S (< p ( y )) - S ( a ) 

S l ( x )^{ y ) 

^( y ) = — 771 (* 9 ( 0 ) — S ( x )) l ~^ / S r ( x ), 

Hy ) = / ⑻ 〆 ( 2 /)， 


m 


-y , 




-my 




d 


dy 


我们得到 


k 


d k ^ 


d 


fc+i 


( 0 ) = (—771) 


h ^ X ~ a ^dx * ( f ( x ) h ( x ^ a )) 


dy k 


x=a 


这里 h ( x , a ) — ( S ( a ) — S ( x )) 1 ~^ / S f ( x ). 

类似地,应用沃森引理于 ( 21 ), 可得出系数 Cfc 的公式. 

令 ^( y ) = fMvWiy ) + fM - !/))》’(- y ), 当 a — +00 时，有 

17 U n=0 、 ^ 


n + l 
2m 


A 


但 ^ 2 fc + 1 H 0 ) = 0 , 这是由于函数 ip ( y ) 是偶的，因此，最后这个渐近展开可改写 


成 


分 (2 fc )( 0 ) /2 fc + l 


I 触 - A|/2m —‘t 

九 zm fc =0 

剩下来只需注意矽⑽⑼= (0), 这里軻 y ) = f ( ip ( y ))< p \ y ). 现在， C fc 的公 

式从已建立起来的 a fc 的公式,把其中的换成 2 ib ， 再把代换结果加倍就得到. 

为了在 c ) 中的条件 /⑻= &/( n )(£ Co )( a ；- iPo) n + 0(( a :-: c 0 ) n+1 )( 这里 f ( n )( x 0 ) ♦ 

0) 下得到渐近展开（16)，(17)的圣项 (18),(19), 只要注意到 ; r = ( p { y ), x Q = <^(0) 

^( 0 )y + Oiy 2 ), 亦即当 y — 0时有 


r 


入一 


2m 


( 2 k )\ 


2 m 


， x — 


Xq = 


(^^^(^(0 )) n + O (2/)) 


(f oi p)(y) = 2 / n 


和 


/(") ㈣ ，一, 


(^(0) r +1 + O ( y ) , 


U 0 i f ){ yW { y ) = y n 


n ! 
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ml 


6 ,有 ^(0 ) 二 


因为 〆 (()） 二 

(2m) ! 

|5( 2 -0(xo)| 

最后只需把所得的表达式分别代入积分（20)，(21)并利用沃森引理中的公式 （13) 
即可完成定理的证明 .► 


¥ 0,如果 


;而如果 


\ S ^( a )\ 


l/2m 


7^0 


注2当 n = 0 ，m = 1时，从公式 （18) 又得到公式 （2'). 

类似地.当 n = 0 ，m = 1时，我们从 （19) 得到关系式 （3'). 
最后，等式 （4') 由等式 （18) 在 n = 0 ，m = 2 的条件下得出 
所有这些，当然都是在定理2的条件下说的. 


注3定理2涉及是函数 S ( x ) 在区间 J = [ a ， b ] 上有唯一的极大值点的情况. 

• 则把积分 （1 ) 分成这种积分的和，其中每一个的渐近 


如果这种点有几个 

式可用定理2描述.这就是说，在这种情形,渐近式是上边那些极大值点的贡献的和 


^1 


E 叩，％) 


容易想像，这时可能发生某些，甚至全部相互抵消的现象. 

时 S ( x ) — ^ — OC ， 则 


例11如果 S e C (°°)( IR ， R ) 且当 


X —► OO 


S \ x ) e XS{x) dx 三0当 A > 0 


F ( A ) = 


— oo 


因此，在这种情况显然应当存在贡献的相互干涉.从形式观点看,所举的例可能 
显得没有说服力，因为从前说的都是有限积分区间的情况.但是,下边重要的注将消 

除这个疑问. 

注4在定理1和2中，为了使问题容易些并避免笨重的叙述，我们假定了积 

分区间 J 是有限的,而积分 （1) 是常义的.其实，如果在极大值点 X 0 el 的任意邻域 

U ( x 0 ) 之外成立不等式 

区间上的积分与 e A 抑。 〕 相比，当 A — + oo 时，是指数小量（当然，是在积分⑴至 
少对某个值 A = A 0 绝对收敛的条件下). 


S ( x )< S ( x 0 ), 则由引理1已能保证，在 U ( x 0 ) 外部的 


sup 

I\U{x 0 ) 


这样一来，无论定理1还是定理2,只要刚才指出的条件满足，它们对反常积分 


也都成立 


注5在定理2中得到的系数公式，由于它们都很笨重，通常只能用它们求出 
在具体计算中需要的渐近式的头几项.就这些系数的公式来说,很少能得到比定理2 
中指出的更加简单的渐近展开一般形式了.然而，这种情况也还是能遇到的.为了阐 
明这些公式，我们将考察以下几个例子. 、 
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例 12 容易用分部积分法得到概率误差积分 


+ 00 


2 


Er /( x ) 


—U 


du 


e 




X 


+ oo 时的渐 近式: 


当 


x — > 


2 


2 


2 


+oo 


十 oo 


—x 


—X 


3 e 


—X 


e 


e 


2 


" A e~~ u2 du 


一 2 


Er /( x )= 


一 U 


du = 


u e 


u 


2 2 x 3 


2 x 


2 


2 x 


X 


X 


由此经明显的估计推出 


2 


(- l ) fc (2 fc -!)!!_ 


e~ x ^ 
~2 x ^ 


2k 


当 


( 22 ) 


Erf ( x ) ~ 


X —► +OC 


X 


2 k 


fc =0 


现在,让我们从定理 2 出发得出这个展开式 

经变换 u — xt 得表达式 


+ 00 


-x 2 t 2 


Er /( x ) = 


dt 


x 


e 


在这里置 A = x 2 并像在定理2中那样用字母^表示积分变量，就将问题归结为求 


积分 


2 


— Ax 


(23) 


則= 

的渐近式,这是因为 Er /( x ) = xF ( x 2 ). 

根据注4,积分 （23) 满足定理2的 条件： S ( x ) = - x \ S \ x ) 

1 ^ x < + oo , S ’( l ) = — 2, 5(1) = —1_ 

这样， x 0 = a = 1, m = 1， f ( x ) = 1, h { x , a )= 

因此 ， 


dx 


e 


~2 x < 0 当 




1 d 

—2 x dx 


d 




0 


( 


) 


d 


x 


~2 x dx 


2 x 


2 x 


2 


( 


) 


1 d 


d 


(- l ) oT 3 , 


2 x dx 


2 


2 x 


—2 x dx 


x 


3 


2 


2 


1 d 


d 


(— l )(-3) x — 5 , 


— 3 


(-l)x 


2 x dx 


2 


—2 x dx 


2 x 


k 


(2k-1)11 


1 d 


—(2 fc + l ) 


X 




2 x dx 


2 x 


令 : c = 1，我们求出 


(2 fc - l )!! 

2 fc +! 


(_l)fc+i 


(2 k - 1)!! 
2^+ 1 


k 


= (-i) 


r(fc + i) 


afc = 




k \ 
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现在，对积分 （23) 写出渐近展开式 （16) 后，并注意关系式 Er /( a ;) - xF ( x 2 )， 我 
们就得到当 a ; — + 00 时函数 Erf ( x ) 的展开式 （22). 

例13我们在例7中从表示式 


+ 00 


^\(x-lnx) dx 


r(A + 1) = a a+1 


(24) 


e 


o 


出发得到了当 A — + oo 时函数 r(A + 1) 的渐近式主项.现在，我们来尝试一下，利 
用定理2 b )， 把从前求出的公式精确化. 

为了简化以下某些书写，我们把积分 （24) 中的 X 换成0； - 1_于是得到 


+ 00 


X{\n{l+x)-x)^ x ^ 


一入 


r(A + 1 ) = a a+1 


e 


e 


并把问题归结为研究积分 


十 oo 


X(\n[l+x)—x 


^dx 


(25) 


F ( X ) = 


e 


— 1，#(0) = 0,即 


当 A — ^ +oc 时的渐近式.这里 S ( x ) = ln(l + x ) - x , S f ( x ) 

，⑼ =-1 笋0,就是说，根据注4,定理2的条件 b ) 成 




*o — 0? 




(1 H~ 37)2 

立，这里还应设 f ( x ) 三1和 m = 1,因为 S " ⑼# 0 


函数 h { x , x 0 ) = h ( x ) 在给定情形下有如下形式 


{x — ln(l 4- x ))" 2 


h ( x ) =— 


X 


如果我们想找出渐近式的头两项，则我们应当在 X = 0计算 


0 


( h{x) i) 


( h ( x )) = h ( x ), - 
(h(x)) = h(x)^(x) 

(O' ㈣ = (O ( h{x) t {x) ) 

( x ) h ( x )~^ ( x ) 


{ h(x] i) 


2 


dh 


h ( x ) 




dx 
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显见，如果找出 h (0), h f {0), h ff (0), 这个计算是容易完成的_而/ I ⑼ w ⑼和 h ff (0) 
可从函数 h ( x ), x ^ O , 在零的邻域中的泰勒展开 


1 


2 


2 


3 


4 


+ 0(x 5 ) 


h ( x ) =— 


X - -X 十： 7 工 


X — 


— —X 


3 


4 


x 




3 


4 


2 


4- 0( x 5 ) 

x 2 + 0( x 3 )] 

0(x 3 )) 

x 2 + 0( x 3 ) 


-x 


4 


2 


3 


x 


1/2 


2 


2 




V 2 


7 


— x 4 + 


1 - rX + 


V 2 


3 


36 


V 2 


5 


V 2 3 ^ 36 V ^ 


中得到 


V 2 


这样一来， / i (0) = —= -孑， "〃⑼ 




18\/2 5 


V 2 


0 


( h{x) i) 


( ㈣ ) 


V ^， 


x=0 


d 


h ( x )^ 1 ( ㈣ ) 


— > i » __ 


3, 


x=0 


2 


( ㈣ ) 


12V2' 


x=0 


G) (- 忐 ) 


=\/27 f , 


-2 T 


co 


V 2 n 


G) 


{ ir T © (-^Ti) 


= 4 -r 


— 2 


ci = 


12^2 


12 


2 


因此，当 A 


—^ 00 


F ( X ) = V 2 ttA '^ 


l + rr;A- A + 0(A- 2 ), 


12 


即当 A — +00 


A 


A 


r(A + l) = V2nX 


i + ^a^ + oca- 2 ) 


(26) 


12 


e 


渐近展开 （16) 和 （17) 也可以按照定理 2 的证明去求，而不必涉及定理 2 的叙 
述中指出的系数表达式.注意到这一点是有 益的- 

■ 

作为例子我们又将得到积分 （25) 的一个另外形式的渐近式. 
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利用局部化原理并在零的邻域中做替换 x = ip ( y ), 使0 = ^(0), S (( p { y )) = ln(l + 
< p ( y )) — ^ p ( y ) — - y 2 . 我们把问题归结为研究积分 


f ^(y)e^ Xy2 dy 

Jo 

的渐近式，这里 ^ P ( y ) = ^( y ) + ip \- yy 最后这个积分的渐近展开可根据沃森引理得 


£ 


< p f ( y ) e ~ Xy2 dy 




—E 


到 


(宇) 

JQ fc=o 、 / 


入- (*+1)/2 当入 


+ oo , 


注意到关系式 ， fc +1 )(0) = 0，# 2 叫0) = 2^ 2 fc + 1 )(0), 由它可给出渐近级数 

^(2 fc + l )( 0 ) 

k \2 2k 


m 


严 +1)(0) 


A —( fc + l ) 


— fc 


E 


A 


=a — 泛 r 


r [ fc + ~ 


(2fc)! 


fc=0 


于是，对于积分 （25)， 我们得到它的渐近展幵 


<p( 2fc+1 )(0) 

kl 砰~ 


OO 




p ， 


(27) 


F ( X ) - A ™ 


k^O 


这里 a : = p ( y ) 是那样一个光滑函数，它使在 x 和2/的零点的邻域中有 x - ln ( l ^ x ) 




2 


y 


如果我们要求出渐近式的头两项，则应在一般公式 （27) 中代入¥/⑼和 < f ^(0) 
的具体值. 

把求这些值的下列方法演示一下，可能不是没有好处的，通常，它可以用于按一 
个函数的展开式求它的反函数的泰勒展开. 

假设当2/ > 0时有2 > 0,我们从关系式 


2 


ln(l + x ) = y 


X — 


依次得到 


+ 0(x 3 )J 

lx 2 + 0(x 3 ) 


2 


2 


2 


1 — -X + -x 


= 2/， 


-X 


2 


3 


2 


一 5 


2 


= \/2 y ( 1 — 


3 X+ 2 


X 


+ 0( x 3 ) 


2 


= V 2 y ( 1 + 


-x — —x 


12 


V 2 


V 2 


yx 2 + 0( yx z ). 


= V 2 y + 


yx - 


12 


3 
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但当 — 0时 （x — 0时）有 a ? 〜 y /2 y , 因此，利用已经得到的 a : 的表达式，继续进 
行这个计算，就得到：当 J / — 0时，有 


\/2 


= V 2 y -\- ^-y ( V 2 y + ^yx + 0( y 3 ) 


y ( v ^/) 3 + 0( y 4 ) 


x 




12 


3 


3 




2 


2 


= \Ply + - 


y 3 + 0(y 4 ) 


2 


2 


y + 7：y x - 


6 


3 


9 


V2 


2 


= ^2y + -y 2 + -y 2 (V2y) - 


3 


+ 0( y 4 ) 


- 




2 


為 + + 


3 


+ 0( y 4 ). 


y x 


18 


这样一来，我们得到了我们感兴趣的量^(0)，/ 3 )(0) 的值: 以0) = V ^# (3) (0) 




V2 


3 


把它们代入公式 (27), 求出 


F(X) = X~^V2^ 


1 + — + 0( 入一 2 ) 1 当 A — > + 00 , 


12 


由此，我们又得到公式 （26). 

最后，我们还将做两个与本节讨论的问题有关的注. 


注 6 (高维情形的拉普拉斯方法） 我们指出，拉普拉斯方法也能成功地应用于 
研究拉普拉斯重积分 


F ( X ) = / f ( x ) e xsix) dx 


X 


的渐近式，其中 Z e ! R n , X 是 R n 中的区域， /， s 是 X 中定义的实值函数. 

对于这种积分，关于指数估计引理1成立，根据这个引理,这种积分的渐近式的 
研究可归结为它的在函数 S 的极大 值点邱 的邻域上取得那一部分 


f ( x ) e xs ^dx 


U(x 0 ) 


的渐近式的研究. 

如果这是一个非蜕化极大值，即 S 〃( x Q ) 一 0,则根据莫尔斯引理(参看第1卷第8 
章 §6) 存在变量替换 z = Wj /) 使 5( x 0 )- S (^( y )) = |2/| 2 ,这里 M 2 = (^) 2 +-- Mv n ) 2 - 
因此，问题归结到典型积分 


2 


-Ajy 


(f ° ( f )( y ) deUp f ( y ) 


dy , 


e 


在函数是光滑函数的情形，可应用富比尼定理，并依据上边证明了的沃森引理 
(参看这方面的练习 8-11) 来研究它. 
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注7 (稳定相位法）如我们已经指出的，拉普拉斯方法在它的广义理解下是 
1 °确定的局部化原理（关于指数估计的引理 1). 

2 °局部地把积分化成典型形式的方法（莫尔斯引理). 

3°典型积分的渐近式的描述（沃森引理 


局部化思想我们早在研究5-型函数族时已经遇见过，在研究级数和傅里叶变换 
时也遇见过（黎曼引理，函数的光滑性及其傅里叶变换减小的速度,级数的收敛性及 
傅里叶积分). 


形如 


/ f { x ) e iXSix) dx 

Jx 

的积分,其中 X c R ' 在数学中占有重要地位,它叫傅里叶积分.傅里叶积分与拉普 
拉斯积分的差别只是指数中的一个小小的因子 i 但是，这却导致对于实的 A 和 S ( x ) 
有 | e iA5 ^)| = l , 从而,在研究傅里叶积分的渐近式时极大值优先的思想不再适用， 

设 X = [ a ,&] C M 1 ,/ G (即 / 在 [ M ] 具有紧支集)，5 

_ 

([ a ,6], R ) 且在 [ a ，&] 上 S ( { x ) ^ 0. 

作分部积分并利用黎曼引理（参看练习12)，得到 


F ( A ) 




c (°°) 




b 


b 


b 


L i (i) {x)eiXS{x)dx 


f ( x ) 


J f ( x ) e lXS ^dx = ^ y 


de iXS ^ = — 


S 7 ⑻ 


iX 


b 


b 


f fn ( x ) e iXS ^dx 

J a 


f fi(x)e tXS ^dx 

J a 

o ( A - n ) 当 A 

这样一来，如果 ^( x ) ^ 0 在区间 [ a , 纠上， 那么，由于当 A 
的振荡频率总在增长，区间 [ a ，&] 上的傅里叶积分实际上是 0( A -°°) 型的量. 

傅里叶积分中的函数叫相位函数.这样，傅里叶积分有自己的局部化原理, 
它叫做穗定如位原理，根据这个原理,傅里叶积分（在/ e Ct 、 的情况）当入 
的渐近式，在不计 0( A -°°) 的差别时,与取在相位函数的稳定点抑（即使 S f ( x 0 ) = 0 

的点 ㈣ 的邻域 U ( x 0 ) 上的那部分傅里叶积分的渐近式相同. 

然后，借助变量替换，把问题归结为研究典型积分 


A n 


A 


— > oo . 




iXS(x) 


时函数 


—> oc 


f ( x ) e iXx dx , 

的渐近式，它由专门的一个欧拉引理来描述,这个引理对傅里叶积分所起的作用，犹 

如沃森引理对拉普拉斯积分的作用. 

研究傅里叶积分的渐近式的这个框架叫做 穗定相位方法 • 

稳定相位方法中的局部化原理的自然属性跟拉普拉斯积分的情形完全不是一回 

事，但是，我们看到，拉普拉斯方法的一般框架在这里还是适用的. 

关于稳定相位方法的一些详细情况，读者将在练习 12—17 中找到. 


E ( X ) 




0 
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练习 


一維情形的拉普拉斯方法. 

1. a ) 对于 a > 0,函数 h(x) = e 

0的6-邻域内是1阶量. 

利用引理1， 证明： 如果0 < <5 < 1，则积分 


在 a : = 0达到最大值.同时，若 <5 = O p 一去)，则 h ( x ) 


— Ax 


在点 


X = 


0-1 


— 入 1C 


W { X ) = 


/㈤ e 


dx } 


X 


c(X,S) 


其中 c ( A ,<5) = A ^， 当 A — + oo 时的阶为 0( e 一这里 A 是一个正常数. 


b ) 证明： 如果函数/在 t = 0连续，则 


W { X ) ^ a~ x r 


-/3 /a 


当 A —► +00 


[/ ⑼ + ^>(1)]A 


c ) 定理1， a ) 中的条件 f{x)^ f{x 0 )^6{x-x 0 ) 可以减弱，用/在点 rc 0 连续这个条件 

代替它. 试证： 这时渐近式主项不变，但一般说，等式 （2') 不再保持，其中的 0(2； _如) 
现在应换成 o ( l ). 

a ) 伯努利数 B 2fc 由关系式 


B 2 k 

(2 k )\ 


E 


2h-l 


? \t\ < 27T 


1 — e -t 


2 


/t—l 


定义.已知 


r 


—tx 


(x) = lnx + 


dt. 


e 


1 — e—* 


r 


o 


试证 


1 B^k 

2x ^ 2k 


r 


-2k 


当： C —► +OQ 


(x) ~ lnx — 


x 


r 


k =0 


+ oo , 有 


b ) 试证： 当 


x —> 


2k{2k - 1) 


ln27r+ } j 


— 2fc+l 


lnr ( o ;) ~ 


In x — :r + - 




x —- 


2 


2 




这个渐近展开式叫做 斯特林级数. 

c ) 试利用斯特林级数求函数 r(ac + 1) 当 ; c —► +oo 时的渐近式的头两项，并把你的结果与 

例13的结果进行比较. 

d ) 模仿例13的方法，利用斯特林级数，独立地证明 


‘㈢ 


当 X —► +00 


1+ m + 288^ + ° 


r(x + 1) = 


3 


X 
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2 


a ) 设 / e C ([0， a 】， R )，5 € C (1) ([0, a ], R ) 5 5( x ) > 0 在 [0， a ] 上，沒⑷在 

且 S ' ⑼# 0. 试证： 如果/⑼# 0,则 

/( A ) ：= r f ( x ) S x ( x)dx 


0达到最大 


X = 


/⑼ 


y+i ⑼当 x 


+oo 






A 5 ; (0) 

b ) 如果还假定 f,se C ( oo ) ([0， fl ]， R )， 导出渐近展开 


0 


—(fc+l) 


/( A )~5 A +1 (0)^ a fc A 


当 A - > +oo 


k =0 


4* a ) 试证 


tt/2 


(1+ CKn — 1 )) 当 


n — +oo 


sin 


o 


(2 n - l)!S 

(2n)!! 2 


丌 


b ) 用欧拉积分表示这个积分，并证明当 nGN 时它等于 

(2 n )!! 

(2 n - 1 )!!J ■ 

+ oo 的渐近展开的头两项. 


2 


C) 试求瓦里斯公式 
d ) 试求 a ) 中积分当 

ji 

a ) 试证当 

b ) 试求这个积分的渐近式的后继项 

试证：如果 a > 0 ? 则当 


lim - 


7T = 


n — +oo 


+ oo , 有 




X —► 


+ 00 


2丌 


( 


a x 


丄 

a； 2a exp 


t _ at t x dt 


—x 


a 


e 


e 


o 


7. a ) 求积分 


+oo 


—nt 


dt 当 


(1 + t) 


n —► +oo 


e 


o 


的渐近式的主项. 

b ) 利用所得的结果和恒等式 k\n ' k - / 0 + 

n 

yZ°n^ n 


H k dt 证明 


—n 


e 


7TTI 


(1 + 0( n -1 )) 当 n —► +oo 


—k 


2 


k=Q 


高维情形的拉普拉斯方法. 

关于指數估计的引理_设 M == supiS ( x ), 又设在某值 A — A 0 积分 


8 . 


x^D 


f ( x ) e xs ^dx 


(*) 


F ( X )= 


pcr 


绝对收敛.试证，当 A > A c 这个积分绝对收敛，且 

| F ( A )[^ f \ f ( x ) e xs{x) \dx ^ Ae XM (\ ^ A 0 ), 


D 


这里 A 是一个正常数. 
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英尔斯引理 .设 x 0 是函数 S ( x ) 的非蜕化临界点，这里 S ( x ) 是定义在 : to € 

域内并属于 C (00) 类. 则存在 x = x 0 的邻域 C 7, j / = 0的邻域 K 和属于的微分同胚 

V — [/，满足 


的 — 个邻 


<P 


S (< p ( y )) = S ( x 0 ) + 

j=i 

是矩阵 S f ： x { xo ) 的本征值,而 y = ( y \- .， y n ) 是点 y e R n 的坐 


det ^(0) — 


， 


标 


试根据在第1卷第8章§6的莫尔斯引理证明莫尔斯引理的这个具体一些的形式 • 


10,典型积分的渐近式. 

a ) 设 t ^ 

且 M (入 ， O = fl 6 a ( t u … 年〜 ti ， 这里 i ’ = (*2， 

FiCA ,^) ~ £ a fc (*’)r (fc+ *) 当入— + oo ; 这个展开式关于 t f EV' = {t r € M n_1 | | t J '| 

，有 


(h … ， tn)，V = {t e R n \ \ tj \ < SJ = 1 ， 2，". ， n}，a e C (oo) (^K), 

* , t n ),ui > 0. 试证, 




* « 


k ~0 


< 5, )• = 2, …， n } 是 一 致的，且对任意的 A ; = 0, 1， 

F 1 ( X J t % 试根据相应渐近展开式逐项积分的合法性求函数 


» • 


b ) 以 e - 


当 A 


F 2 ( 入 ， o = 


― > +0 C 


_6 


的渐近展开，这里 t 〃 = ( i 3 ，… ， t n )， 妁〉 o . 
c ) 试证，对于函数 


-吾石 ，八 2 


<5 


d 


<2(ti ， … ， tn)^ 


dti • dtny 


>i(A)= 


-s 


-s 


成立渐近展开 


其中 6 > o ， j 二1，… 


， n ， 


^l(A) ~ A~2 


I> fcA 


-k 


当 A 


+ oo , 


fc —0 


(2tt) 


这里 ao = 

11. 高维情形的拉普拉斯积分渐近式 

a ) 设 D 是 R n 中的有界闭区域， f,S € C ( D , R ), m 3^ S ( x ) 只在区域 D 的某一内点 x 0 达 

’ xSD 

到； /，5在点: to 的某一邻域内属 C 7 (00) ，且 det 5〃( x 0 ) /()• 

试证： 如果积分 （*) 对某个 A = Ao 绝对收敛，则 


«(0) 




^1 


F {\) ^ e XS { xo ) X ^ n /2 ^2 a k X 


-k 


当 A — + oo , 


fc =0 


且这个展开式关于 A 可任意次可微，而它的主项有 


(2丌) 




F {\) = e xs ( xo ) X ^^ 


I det 5 // ( xo )| 


的形式 


學 
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b) 验证： 如果在上一断言中代替 f,S € C (oo ) 只假定在点；的邻域中有/ € (7,而 

5 G C (3) ， 则当 A — +oc 渐近式主项不变，只是要以 0(1) 代替 CKJT 1 ). 


一维情形的穗定相位方法 

12. 黎曼引理的推广. 

a) 试证黎曼定理的以下推广. 

设5 € C (1 )([a，fc]，IR) 且 S f { x ) / 0在 [a，fc] 
对可积的函数/成立关系式 


J 上.那么，对任何在区间/上绝 


_ 


f f { x ) e iXS{x) dx 

J a 

b) 验证： 如果此外还假定 / e C( n+1 )( 厂 R)， 而5 e (7( n+2 )(J，M)， 则当 A 


0 当 A —► oc， 入 € 


F ( X )= 


有 


—► oo 


k 


b 


/ ⑷ 


d 


-(n+1) 


-(fc+1) 


戶 ㈧ = 


+ o {\ 


S f ( x ) dx J S f ( x ) 


k=0 


c) 写出函数 F(A) 当 A — oo, A € R 时的渐近式主项. 

d) 试证： 如果 5£(7 (00) (/，狀)， 而 /| [a ， c 】 eC( 2 )[a，c]，/ 

F ( X ) 未必是量。(入- 1 ). 

) 试证： 当 /，5 e C(°°)(J，R)， 函数 F ⑷当 A 

f) 如果 ot > 0,而分 i = 

(:/ = 1，2 , 3) 当 A oo, A € IR 的渐近展开 


C ( 2 )[ C ，&]， 但 / gC 7( 2 )[ a ，6]， 


e 


[cM 


则当 A 


■ 


—► OO, 


可以展开成渐近级数. 


—► oo 


e 


^^2 = cos Xx ^^3 = sin Xx , 试求积分 / 0 °°(1 + x )~ Q ipj ( x , X)dx 


名入 : E 


e 


13. 局部化原理. 

a) 设 J = [a，&] C R，/ € C^°°)U，R)，5 e <7 (00) (/，脱）且 S f ( x ) # 0 在 J 上.试证 


b 


f ( x ) e iXS{x) dx = 0(|A「°°) 当 A 


F ( X ):= 


— oo _ 


b) 设 / € Ci°°)(J，R)，5 € 


是函数 S ( x ) 的有限多个稳定点，在 
，: c m } 上 S f ( x ) ^ 0 . 我们用 Fi ^ xj ) 表示函数 f ( x ) e iXS ^ 在点 Xj 的邻域 

设 U { xi ) 的闭包不包含其他的临界点.试证： 


_ 


， 


* • * 


U ( xj ) 上的积分，:/= 1， 


， m ， 


朽入) ^邱^ +剛― 。0 )当 

7 — 1 


A 


14. 一维情形傅里叶积分的漸近式. 

) 在相当广泛的情况下，借助局部化原理能把求一维傅里叶积分的渐近式的问题归结为求 
典型积分 


a 


/ 3-1 


i 入 a: 


/(x)e 


dx 


E { X ) = 


X 


0 


的渐近式，而关于这个典型积分，成立以下 



第十九章 


近展开 
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艾尔代伊引理设 a 彡1，/3 > 0，/ € (7(°°)([0，(1]，狀）且/⑻⑷= 0，* 


0，1， 




2,…，则 


_h±A 


E{X)^Yl akX 


当 ― > + oo . 


这里 


酔泮， ， 


1 


dk — _ r 


a 


而且这个展开式关于 A 可任意次微分. 

试利用艾尔代伊引理证明下列命题. 

设 J = [ a：o - S , x 0 + 5 } 是有限区间， f,S e C ( oo ) (/, E ), 且 / € C 0 (/, M ), 而 5 在 
I 上有唯一的稳定点 xo . S ^ xo ) = 0,但 5^( a ： o ) ^ 0. 那么，当 A — + 00 ,有 


XQ+S 




f ( x ) e iXSix) dx - e 中 gnS 


{x 0 ) iXS(x 0 ) 


一 k 


F ( X , xo )：= 


€ 


h=0 


且渐近式的主项具有 


2 tt 


e i(f sgnS-(xo)+A5(x 0 ))^^ o ^ + 0 (X^)) 


F (\, x 0 ) — 


X \ S ft { x 0 ) 


的形式. 

b ) 考察整指标 n ^ O 的贝塞尔 函数: 


cos ( a ; simp — mp)(kp 


Jn ( 工） = 


0 


试证 


2 


) +0( x ~ 1 ) 当 


tut 


Jn { x ) 


x —► + 00 . 






2 4 


7TX 


高维情形的稳定相位方法. 


15,局部化原理 

a ) 试证下述命题 


设 D 是 R n 中的区域，/ e Ci °°)( D ， R)，S € C (°°)( D ， lR )， g ra dS ^) # 0当 

supp /， 且 


x e 


F { X ) := / f ( x ) e iXSM dx 


D 


那么，对任何 Jfc e N ， 存在正常数 A ( k ) 使对一切； \ > 1 成立估计 |F(A)| ^ 
A(fc)A- fe ， 从而， F(A) - o(;r°°) 当 ；\ 

b) 设同上一样有/ e ^(^,1^),5 € C ^( D , U ), 但 5 在 D 中有有限多个临界点 

在这些点外 grsdS(x) # 0•用 F ( A ? ^) 表示函数 f(x)e iXS ^ 在点％的 
邻域 U ( xj ) 上 的积分 ，而 U ( xj ) 的闭包中没有 ％ 以外的其他临界点.试证 


+00 


― ► 


XI ， 




F {\) = ^2 尸 ( A ， 巧）+ 0( A ~°°) 当 A — +oc 


渐近积分（拉普拉斯方法) 
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16. 化成典型积分.如果:是定义在区域 DCW 1 中的函数 S e C ioo ) ( D , R ) 的非蜕化临界点，则 

根据莫尔斯引理（参看练习 9) 存在那样的局部变量替换 : E = < p ( y ), 使吻= _) ， s(<p(y)) = 

S ( xo ) + ^ J 2 9( 沪) 2 ,且 det < p f ( y ) > 0,其中 ~ = 士1， 

1 j=i 

试利用局部化原理（练习 15) 证明： 

至多有有限个临界点，它们全是非蜕化的，则积分 （**) 的渐近式的研究可归结成专门的积分 

j = i 


=(2/ 1 ，… ， i / (n) )' 


y 


•h= 丨 … f 

J-5 J-5 


物 1 ， … ， y n > 


dy l … dy n 


的渐近式的研究 


17. 高维情形傅里叶积分的渐近式. 


试利用艾尔代伊引理（练习 14 a )) 和练习10中的运算方案证明：如果 D 是 R n 中的一 
个区域， f 7 S e C (00) ( AR )， supp / 在 D 中紧，仰是函数 S 在 D 中的唯一的而且是非蜕化 
的临界点，则对于积分 （**) 当；\ — +oo 时成立渐近展开 


iXS(xQ ) 


y 2 akX ~ k ^ 


F ⑻2入一 


且它关于 A 可任意次微分. 


渐近式的主项有 


n/2 


( 


2 tt 


iXS ( xo ) + ~ sgnS ff ( xo ) 


F {\)= 


exp 


4 


A 


det^^^o)! ^ [/( 工 o) + 0( 入”]当 A 

这里 s 〃(: E 0 ) 是函数 S 在点: r 0 的二阶导数矩阵（亥赛矩阵)，它是对称的，且根据假设 
条件它是非蚁化的，而 sgn ^( xo ) 是这个矩阵的符号差（或它对应的二次形式的符号差)，即 

矩阵 S ^ xo ) 的正负特征值的个数差叫- 1- 


+00 


X 



口试提纲 


第三学期 


级数和含参变量积分 

1. 级数收敛性的柯西准则.收敛性的比较定理和基本的充分性检验法（控制检验法，积分检验 

法，阿贝尔-狄利克雷检验法).级数 O ) = S n - s . 

n=l 

函数项级数和函数族的一致收敛性.函数项级数一致收敛性的柯西准则和基本的充分性检验 

法（强函数检验法，阿贝尔-狄利克雷检验法). 

_ 

_ 

两个极限可交换的充分条件.连续性，积分法，微分法和极限过渡. 

幂级数的收敛域和收敛特点.柯西-阿达马公式.阿贝尔（第 二） 定理.基本初等函数的泰勒 
展开.欧拉公式.幂级数的微分法和积分法. 

5. 反常积分.收敛性的柯西准则和基本的充分性检验法（控制检验法，阿贝尔-狄利克雷检验 




* 


_ 


法) 


含参变量反常积分的一致收敛性.一致收敛性的柯西准则和基本的充分性检验法（强函数检 
验法，阿贝尔-狄利克雷检验法). 

T . 含参变量的常义积分的连续性，微分法和积分法. 

含参变量的反常积分的连续性，微分法和积分法.狄利克雷积分. 

欧拉积分.定义域，微分性质，递推公式，各种表示，相互关系.泊松积分. 

_ 

10. S 型函数族.卷积收敛性定理.用代数多项式一致逼近连续函数的经典的魏尔斯特拉斯定理. 




■ 


S 


鲁 
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口试参考题 


计算 ( e * 去) 


1 . P 是多项式. 


试验证，向量函数 e tj4 xo 是柯西问题 i = Ax , x { 0 ) = 


的解 （i = Ax 是由矩阵 4 给出的 


Xo 




方程组) 


试求方程 sinx + - = 0 的正根 Ai < A2 < * 


〈入打 < ..• 当 


时具精度 


的 


n —► oc 


o 


• # 


n 3 


x 


渐近式 


. 试问，为求出 In 2 精确到误差< IQ " 3 的近似值，需取这 


4 , a ) 试证 ， In 2 = 1 — 


2 + 3 - 


个级数的多少项? 


¥，计算 In 


b ) 试验证， = *+ Jt 3 + 9 5 + _._ _利用这个展开式，令 


x = 


x 


2 


3 


5 


是方便的. 


c ) 在 b ) 中令 t =-% 


3 


5 


G ) + l(S 


11 


2 


3 3 


试问，为求出 In 2 精确到误差< 1 ( T 3 的近似值，需取这个级数多少项？并与 a ) 比较. 


这是改善收敛性的一个方法 


5 . 试验证，在阿贝尔意义下，成立 


a ) 1 — 1 + 1 , 




m ■ 


b ) E sin fe <^ = - • 7 ^ 27rn，n 6 Z . 


k=l 


00 


c ) - + cos fc ^? = 0 , ^ 2 丌 n，n € 


2 


fc=i 


试证阿达马 引理： 

a) 如果 / € (^(WCTXjro ))， 则 f(x) — f{xo) 4 - v>(x)(x - a? 0 ), 其中 V? € C(t/(®o)) 且 

<p(xo) = /'(To). 

b ) 如果 / ec ⑷ ( t /( xo )), 则 




f(x) = f(xo) + —— 抑 ) + … + 

/ (n_ 1 ) (^o)(^ - xo ) n_1 + <p(x)(x - X 0 ) n , 


(n — 1)! 

其中 W G C ( C /( x 0 )) 且 < p ( xo ) = ~ f { n ) { x Q )^ 

Tl ! 

c ) 当 x = Or 1 , •… , x n ), 亦即当 / 是 n 元函数时，这些关系的坐标写法是怎样的? 


7. a ) 试验证， 


m 


cos xt 


M x ) -- 


dt 


JO 


满足贝塞尔方程 y u + ^ y f + y = 
b ) 应用幂级数尝试着求解 1 ^个方程_ 
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c ) 求函数 Jo ( x ) 的幂级数展开. 

8. 试证以下渐近展开 成立： 当 x — +oo ~ 

a ) T ( a , x ) := |+°° t ^ e^dt ~ £ 


r ⑷ 


T(a-k^l) 


b ) Erf ( x ) := f x 


E 

k = l 


2 


2k^l 


r --k 


2 


a ) 遵循欧拉的方法找出级数1 — l!z + 2! o ; 2 - 3! x 3 + . • • 与函数 


S ( x )：= 


dt 


1 + x £ 


的联系. 

b ) 这个级数收敛吗? 


0时，它给出 S ( x ) 的渐近展开吗? 


c ) 当 


a ) 线性装置 A 它的特性不依赖于时间，对 <5-函数输入信号 <5(*)的响应是输出信号 E ( t ). 

试问，装置对输入信号/⑴ (-0 O < * < +00) 的响应？ 

b ) 总能根据变换了的信号单值地恢复原输入信号/吗？ 


10 


第四学期 


积分学（多变量的） 

1. n 维区间上的黎曼积分.积分存在的勒贝格准则. 

2. n 维区间上实函数的积分存在的达布准则. 

3. 集合上的积分.集合的若尔当测度及其几何意义.可测集上积分存在的勒贝格准则.积分的线 

性性和可加性. 

■ 

4. 积分的估计. 

重积分化成累次积分：富比尼定理及其重要推论. 

重积分变量替换公式.测度和积分的不变性. 

反常重 积分： 基本定义，收敛性的控制判别法，典型积分.欧拉-泊松积分的计算 • 

5 T 中的 fc 维曲面和给定 fc 维曲面的基本方法.抽象 A ： 维流形 .*： 维流形的边界是 （fc _ 1) 维 

* 

无边流形. 

可定向及不可定向流形.给抽象流形定向的方法和双"中的（超）曲面 • 

定向流形的边界的可定向性,流形及其边界定向的和谐性. 

流形在一点的切向量和切空间.切向量解释作微分算子- 

11.区域 D CW 1 中的微分形式.例子：函数的微分，功形式，流量 形式. 微分形式的坐标表示. 

外微分运算. 


奢 


皋 


善 


10 


_ 
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12. 点的映射及在这些点上定义的函数的共轭映射.在光滑映射下，点的变换及在这些点处的切 

空间的向量的变换.在光滑映射下，函数及微分形式的转移.在坐标形式下进行形式转移的做 


法 


13. 微分形式的转移与其外积运算和微分运算的交换.流形上的微分形式.微分形式运算的不变 

性（合理性). 

14. 功和通量的计算纲要形式沿维流形的积分.定向的方法.积分对参数化的独立性 . fc - 

微分形式沿 fc 维紧定向流形的积分的一般定义. 

方体上的格林公式，它的推导，解释和用微分形式的积分语言表述.一般斯托克斯公式.化简 
到维区间情形并证明.经典分析的积分公式是一般斯托克斯公式的具体推论. 

U n 中和曲面上的体积形式.体积形式对定向的依赖性.第一型积分及其对定向的独立性.把 
面积和物质曲面的质量看作第一型积分 . fc 维曲面 c R n 的体积形式的局部参数表示，以 
及 IR n 中的超曲面 V - 1 的体积形式在包含5 71 - 1 的空间的笛卡儿坐标下的 表示. 

17. 场论中基本微分算子 ( grad , rot , div ) 以及它们与欧氏定向空间中的外微分算子 rf 的关系. 

场的功和通量的第一型积分写法.把 K 3 中场论的基本积分公式看作经典分析基本公式的向 
量写法. 

势场和它的势.恰当形式和闭形式.形式的恰当性和向量场成为势场的必要性的微分判别法. 
在单连通区域下它的充分性 .1- 形式和向量场的恰当性的积分准则 • 

20 . 闭形式的恰当性的局部性（庞加莱引理).整体分析，同调与上同调.迪.拉姆定理（只述不 


_ 


16 


18 


争 


19 


证) 


斯托克斯（高-奥）公式的应用 例子： 推导基本的连续介质力学方程.梯度、旋度和散度的 
物理意义. 

22. 算子▽及其利用.梯度、旋度和散度在三维曲线坐标系中的具体形式. 




口试参考题 

以下22组习题 (1)—22)) 依次与上边列出的22个要点匹配 

1) 第十一章，§1，练习2,3. 

2) 第十一章，§1，练习 4. 

3) 第十一章，§2,练习1，3,4, 

4) 第十一章，§3,练习1,2,3, 4. 

5) 第十一章，§4,练习 6,7- 

第十三章，§2,练习 6. 

6) 第十一章，§ 5 ,练习 9. 

第十二章，§5,练习5,6. 

7) 第十一章，§6,练习1，5,7. 

8) 第十二章，§1,练习2,3; §4,练习1，4 

9) 第十二章，§2,练习1，2,3,4; §5,练习 11. 

10) 第十五章，§3,练习1，2. 
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11) 第十二章，§5,练习9; 

第十五章，§3,练习 3. 

12) 第十五章，§3,练习 4. 

13) 第十二章，§5,练习 8,10. 

14) 第十三章，§1，练习3,4,5,9. 

15) 第十三章，§3,练习 1,10,13,14. 

16) 第十二章，§4,练习 10. 

第十三章，§2,练习 5. 

17) 第十四章，§1，练习1，2. 

18) 第十四章，§2,练习1，2,3,4,8. 

19) 第十四章，§3,练习 7,13,14. 

20) 第十四章，§3,练习 11,12. 

21) 第十三章，§3,练习 11. 

第十四章，§1，练习 8. 

22) 第十四章，§1，练习 4,5,6. 




考试大纲 


第三学期 


级数和含参变量积分 

1. 级数收敛性的柯西准则.收敛性的比较定理和基本的充分性判别法（强函数判别法,积分判别 

法，阿贝尔-狄利克雷判别法).级数 C ( S ) = g n 一' 

71=1 

函数项级数和函数族的一致收敛性.函数项级数一致收敛性的柯西准则和基本的充分性判别 
法（强函数判别法，阿贝尔-狄利克雷判别法 

两个极限可交换的充分条件.连续性，积分法，微分法和极限过渡. 

幂级数的收敛域和收敛特点.柯西-阿达马公式.阿贝尔 （第二 ） 定理.基本初等函数的泰勒 
展开.欧拉公式.幂级数的微分法和积分法. 

反常积分.收敛性的柯西准则和基本的充分性判别法（控制检验法，阿贝尔-狄利克雷检验 


« 




法). 


6. 含参变童反常积分的一致收敛性.一致收敛性的柯西准则和基本的充分性判别法（控制检验 

法，阿贝尔-狄利克雷检验法). 

7. 含参变量的常义积分的连续性，微分法和积分法. 

含参变量的反常积分的连续性，微分法和积分法.狄利克雷积分. 

欧拉积分.定义域,微分性质，递推公式，各种表示,相互关系.泊松积分. 

10. S 型函数族.卷积收敛性定理.用代数多项式一致逼近连续函数的经典的魏尔斯特拉斯定理. 

11. 具内积的向量空间.内积的连续性和与此相关的它的代数性质.正交和正交规范向量系.毕 

达哥拉斯定理.傅里叶系数和傅里叶级数.函数空间中的内积和正交系的例子. 


: 


« 
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562 


垂线引理.傅里叶系数的极值性质.傅里叶级数的贝塞尔不等式和收敛性.规范正交系的完 
全性条件，最小二乘法. 

实形式和复形式的经典的傅里叶级数（傅里叶三角级数).黎曼引理.局部化原理和傅里叶级 
数在一点的收敛性.例 子：将 cos ( ax ) 展成傅里叶级数和将 sin nx / irx 展成无穷乘积. 

14. 函数的光滑性，它的傅里叶系数的递减速度和它的傅里叶级数的收敛速度. 

15. 三角函数系的完全性和傅里叶三角级数的平均收敛性. 

傅里叶变换和傅里叶积分（反演公式) .例： 对于 f { x ) ：= exp (- a 2 x 2 ) 计算 /. 

17. 傅里叶变换和微分算子.函数的光滑性和它的傅里叶变换的递减速度.帕塞瓦尔等式.傅里 

叶变换是速降函数空间的等距同构映射. 

18. 傅里叶变换和卷积. 一 维热传导方程的解. 

根据装置的谱函数和接收到的信号恢复传递来的信号.科捷利尼科夫公式. 

渐近序列和渐近级数.例：函数 Ei ( x ) 的渐近展开.收敛级数与渐近级数的区别.拉普拉斯积 
分渐近式（主项).斯特林公式. 


畢 




16 


_ 


19 




20 


第四学期 


积分学（多维的） 

n 维区间上的黎曼积分.积分存在的勒贝格准则. 
n 维区间上实函数的积分存在的达布准则. 

集合上的积分.集合上的若尔当测度及其几何 意义. 可测集上积分存在的勒贝格 准则. 积分的 
线性性和可加性. 

4. 积分的估计. 

_ 

重积分化成累次积分：富比尼定理及其重要推论. 

重积分的变量替换公式.测度和积分的不变性. 

7. 反常重 积分： 基本定义，收敛性的控制判别法，典型 积分. 欧拉-泊松积分的计算- 

中的 fc 维曲面和给定 fc 维曲面的基本方法.抽象 fc 维流形 . fc 维流形的边界是 （ A ; - 1) 维 
无边流形. 

可定向及不可定向流形.给抽象流形定向的方法和中的（超）曲面. 

流形在一点的切向量和切空间.切向量解释作微分算子. 

11. 区域乃 C R n 中的微分形式.例子：函数的微分，功形式，流量形式.微分形式的坐标表示. 

外微分运算. 

12. 点的映射及在这些点±定义的函数的共辆映射.在光滑映射下，点的变换及在这些点处的切 

空间的向量的变换.在光滑映射下，函数及微分形式的转移.在坐标形式下进行形式转移的做 


畢 




_ 


9 


_ 


10 


嬸 


法- 
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13* 微分形式的转移与其外积运算和微分运算的交换.流形上的微分形式.微分形式运算的不变 

性（合理性). 

14. 功和通量的计算纲要 . fc - 形式沿 A : 维流形的积分.定向的方法.积分对参数化的独立性 . fc - 

微分形式沿 fc 维定向流形的积分的一般定义. 

15. 方体上的格林公式，它的推导，解释和用微分形式的积分的语言表述.一般斯托克斯公式.化 

简到 fc 维区间情形并证明.经典分析的积分公式是一般斯托克斯公式的具体推论. 

_ 

16. DT 中和曲面上的体积形式.体积形式对定向的依赖性.第一型积分及其对定向的独立性.把 

面积和物质曲面的质量看作第一型积分维曲面 C R n 的体积形式的局部参数表示，以 
及 ST 中的超曲面 5 n - x 的体积形式在包含 S 1 "- 1 的空间的笛卡儿坐标下的表示. 

17. 场论中基本微分算子 ( grad , rot , div ) 以及它们与欧氏定向空间中的外微分算子 d 的关系. 

18. 场的功和通量的第一型积分写法.把 R 3 中场论的基本积分公式看作经典分析基本公式的向 

量写法. 

19. 势场和它的势.恰当形式和闭形式.形式的恰当性和向量场成为势场的必要性的微分判别 

h 

法 . 1 - 形式和向量场的恰当性的积分准则. 

20. 斯托克斯（高-奥）公式的应用 例子： 推导基本的连续介质力学方程.梯度、旋度和散度的 

物理意义. 
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BiiHmTeiiH A. CoSpaHHe Hay^HBix xpyflOB 

TOM MHCJie CTaTbH 

h peajibHocTt 》（ c. 200-227)_) 



基本符号索引 


逻辑符号 


逻辑推断（蕴含） 

逻辑等价（等价） 

按定义相等.等式中带两点的一边是被定义的对象 










⑹ 


瓦一集合的闭包 

0 E — 集合五的边界 

ksE\dE — 集合 E 的内部（开的部分) 
B ( x ， r )— 中心在点: r 半径为 r 的球 
S { x , r ) — 中心在点 x 半径为 r 的球面 


(109) 


⑸ 


⑹ 


空间 


( 1 ) 


( X ; d )- 带有度量 d 的度量空间 
( X ; r ) ―带有开集族 t 的拓扑空间 

维实（复）算术空间 


⑼ 


R n ( C n ) 

R 1 = IRfC 1 = C )— 实（复）数集 


n 




维空间中点的坐标记法 
C ( X ， Y )— 定义在 A ： 上值域在 K 中的连续函数集合 


( 工 1 ， …， ^) 


— 71 


X 




( 350 ) 


之间距离 


d ( x u x 2 ) — 度量空间 （ X ， d ) 中点 
N，IMI — 线性賦范空间 x 中向量 : T e x 的模（范数) 


Xl,X 2 


1141 一线性（多重线性）算子乂的范数 

||/ j|p ：= ( f E \ f \ p ( x ) dx) 1/p ,p 彡 1 — 函数 / 的积分范数 

II / II 2 均方差范数 (!|/|| p 当 P = 2时） 

( a , 〉一向量 a ,& 的埃尔米特数量积 

( f , g ) - J E ( f - g ){ x)dx 一函数 / j 的埃尔米特数量积 

中向量 a ，6 的数量积 

中向量 a ，6 的向量积 

的混合积 


3 


b — 


a 


3 


x & 或 [ a , b ] — 
( a ? b , c ) — R 3 中向 


a 


a, 


函数 


go f 一 函数 f 与 g 的复合（叠合） 

函数/的反函数 

fix ) 一函数/在点 X 的值; 0 ： 的函数 




度量，范数，数量积 


C 7[ a ， fe ] — C ([ a ，&]， IR ) 或 C ([ ci , fc ]， C ) 的简写记号 
C ^{ X , Y )— 从 X 到 K 中的 A : 阶连续可微映射的集合 
C ( fc ) [ a ，6] — C ( fc ) ([ a ，&]， R ) 或 C ( fc ) ([ a ,6], C ) 的简写记号 

C p [ a , fe ] —装备了范数 ||/|| p 的空间 C [ a , b ] 

Ci [ a , b ] 具有埃尔米特 ( Hermite ) 数量积 ( f , g ) 或者具有均方差范数的函数空间 C [ o , 6] 
^{ E ) —集合£?上黎曼可积函数集合（空间） 

叫 a , 6 ] — SH (芯） 当五 = [ a ，6] 时的简写记号 

^( E ) 一集合 E 上几乎处处相等的黎曼可积函数类空间 
^ p ( E )( y { p ( E )) — 装备了范数 j |/|| p 的空间负 (五） 

兩 2( 五)(贝2(£0)—装备了埃尔米特数量积 ( f ,9) 或均方差范数的空间 vk ( E ) 

^ P [ a ,6], fH 2 [ a ,6] 一 汛 2 (£)当 E = [ a , b ] 时的简写记号 

£( X ; /)(£(&，.•• ， X n ; y ))— 从 x … x 到 y 中的线性 （ n 一线性）映射空间 


(72,80) 


(41) 


( 110 ) 


(113) 


(53) 


: TM P 或 TM { ph T p M , T p ( M ) — 曲面 M (流形）在点 peM 的切空间 

S — 施瓦兹速降函数空间 
D ( G ) —区域 G 中的基本紧支函数空间 
D ; ( G ) 一区域 G 中的广义函数空间 
2) — 0( G ) 当 G = R n 时的简写记号 

D ; ( G ) 当 G = R n 时的简写记号 


(297,298) 

(499) 

(403,421) 

(403.421) 

(404.421) 
(404,421) 
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/(工 1 ，… , x n ) 一函数/在 n — 维空间 X 的点 z = (/， . … 7 x n )eX 的值; 

依赖于 n 个变量 - , x n 的函数 


supp / —函数/的支集 
J f ( x ) 一函数/在点 0 ：的跃度 

- 依赖于参变量 t e r 的函数族 

{/ n ； n e N } 或 { fn } — 函数序列 

/f / 在 五上一 在集合上，关于 r 中 基®, 函数族 { ft ； teT } 收敛于函数/ (323) 
/ t 4 /在 五上一 在集合 E 上，关于 r 中基 fB , 函数族 { ft ； teT } —致收敛于 

函数/ 


(393) 

(406,424) 

(322) 

(319) 


03 


(323) 


/ = o ( g ) 关于® 

/ = O(g) 关于 ® 

f 〜 g 或 f 二 g 关于 ® 


渐近公式（函数 f 与 g 关于基35的可比较的渐近 

性质的记号） 


(517) 

(521) 

(320) 


f { x ) - J ： 〜⑻ 关于® —渐近级数展开式 

n = l 

^){ x ) —狄利克雷函数 
expA — 线性算子4的指数算子 
/?函数一欧拉贝塔函数 
r 函数一欧拉伽玛函数 

集合 E 的特征函数 


(64) 


(380) 

(380) 

( 110 ) 


Xe — 


微分运算 


f { x ) J ^), df ( x ), Df { x ) 一 / 在点; E 的切映射 （/ 的微分) 

恶( X )， dif ( x ), Dif ( x ) —依赖于变量 rr 1 ,••• 

工 关于变量 k 的偏导数（偏微分） 

D v f ( x ) — 函数/在点 x 沿向量的导数 

V — 哈密顿算子 

grad / 一函数/的梯度 

divA ~ 向量场4的散度 

rotB —向量场 B 的旋度 


(57,299) 


的函数/在点 a : = ( x 1 ,- 


n 


n 


,x 


X 


( 66 ) 


(76,298) 

(234) 

(183) 

(183) 

(183) 


积分运算 


^ i { E ) —集合 £ 的测度 

f E f ( x)dx 

/ … // (工 V . 

E 

fy d yfxf ( x , y) dx ~ 累次积分 


(in) 


) dx x … dx 

) dx x … dx 


71 


n 


函数 / 在集合 ECU 71 上的积分 


( 101 , 102 , 110 ) 






n 


n 




(117) 



基本符号索弓 
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/ 7 Pdx + Qdy + Rdy 

/ 7 F-d5j 7 (F,d5> 

J ^ fdS - f 沿曲线 7 的第一型曲线积分 

ff s Pdy Adz + Qdz A dx + Rdx A dy 

f^FdtrJS^F^cUr) 
ff s fda - f 沿曲面 S 的第一型曲面积分 


第二型曲线积分或场 F = ( P , (3, 沿道路7做的功 (192,210) 


(209) 


沿 R 3 中曲面 S 的第二型积分或场 

F = ( P , Q , R ) 通过曲面5的通量 （195,210) 

(208) 




微分形式 


(178,300) 

(176,278) 

(181) 

(198,200,303) 

(178) 

(178) 


(/) 一 微分形式 （ p 次） 

一形式 
dw —形式0；的（外）微分 
^ 一形式 a ; 沿曲面（流形) M 的积分 

U ； jr ( x ) ：= 〈 F ⑷，•〉 一 功形式 

ujy ( x ) := ( V ( x ), *) —流形式 


Cl? 


的外积 




LJ P A U) q 



网， 15 

有限 e _ 网，15 


e— 


代数 


函数代数，352 


变换，331 


/ GL 2 的傅里叶变换，511 
阿贝尔变换，331 
傅里叶变换，489, 500 
傅里叶逆变换，493 
傅里叶余弦变换，490 

傅里叶正弦变换，490 

规范化傅里叶变换，493 
积分变换，493 

拉普拉斯变换, 53 V 
洛伦兹变换, 515 

伽利略变换，515 


不等式，43 

贝塞尔不等式，442 
等周不等式，477 

广义闵可夫斯基不等式，430 
赫尔德不等式，116 

柯西-布尼雅可夫斯基不等式，43 
克劳修斯不等式，204 


斯捷克洛夫不等式，483 

维勒金盖勒，483 

闵可夫斯基不等式，116 

测度,体积，100 

零体积集，111 

区间的体积或者测度，100 

容许集的测度(体积)，111 

若尔当意义下的零测度集，111 

有界集 E cR n 的(若尔当）测度或体 

积，111 


场，229 


管量场，262 
光滑向量场，306 
流形 M 上的向量场，306 

势场，256 

数量场，229 
线性形式场，178 

向量场，229 
张量场，229 
中心场，193 


乘积，42 


场 X 与形式 a ; 的内积，309 
数量积，42 
外积，278 
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张量积， 277 


逆映射定理，99 
庞加莱定理，317 
斯通定理，351 
陶伯 ( Tauber ) 型定理，346 

陶伯定理，346 
调和函数平均值定理，255 
魏尔斯特拉斯逼近定理，429 
魏尔斯特拉斯定理，351 
隐函数定理，90 
有限增量定理，69 

定律，法则 

阿基米德定律，219 

安培定律，210 

单奥-萨伐尔定律，211 

法拉第定律，210 
髙斯定律，254 

库仑定律，249, 257 
牛顿定律，256 


代数，67 


李代数，67 

外(格拉斯曼)代数，282 
斜对称形式代数，277 
形式代数，276 
自共轭函数代数，355 


单位分解，136 

从属于覆盖 £) 的单位分解，293 


导数，57 


李导数，309 

偏导数，66 

沿向量的导数，76 
第二纲集，25 
第一纲集，25 


定理 


定向，289 


阿贝尔第二定理，333 

阿尔乘拉-阿斯柯利定理，349 
毕达哥拉斯定理，442 
布劳威尔不动点定理，217 
达布定理，107 
迪尼定理，338 
狄-拉姆第二定理, 317 

狄-拉姆第一定理，317 

定理4 (费耶)，468 

富比尼定理，117 

髙斯定理, 432 

惠特尼定理，155 

积分中值定理，115 

渐近式的典型主项定理，537 

卡诺第二定理，204 

卡诺第一定理，204 

科捷利尼科夫定理，507 

拉普拉斯渐近展开定理，540 

勒贝格单调收敛定理，347 

勒贝格控制收敛定理，347 

内点的拓扑不变性(布劳威尔定理)，284 


不可定向曲面，159 

定向标架类，156 

定向空间，156 

定向曲面，159 

定向曲线坐标系类，157 

定向图册类，289 

可定向曲面，159 

曲面的定向，159 

曲面的定向图册类，159 

与流形的定向和谐的边界定向，291 

与曲面定向和谐的边界定向，165 


度量，1 


C [ a , b ] 中的切比雪夫度量，3 
C [ a ，& j 中的 一 致度量，3 

豪斯多夫度量，8 
积分度量，3 
均方度童，3 
黎曼度量，239 
线性陚范空间的度量，39 
一 致度量 , 3 
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多项式， 438 

埃尔米特多项式，455 
伯努利多项式，482 
勒让德多项式，438, 455 
切比雪夫-拉盖尔多项式，456 
切比雪夫多项式，456 
调和多项式，455 

正交规范化勒让德多项式，438 
多重线性算子4的范数，48 


傅里叶方法，449 
改进的牛顿方法，36 
高维情形的拉普拉斯方法，549 
级数求和的阿贝尔方法(阿贝尔求和法)， 


337 


级数求和的阿贝尔验证，346 

级数求和的切萨罗方法，346 
渐近方法，517 

拉格朗日乘子法，99 
拉普拉斯方法，517, 530, 532 

牛顿-康托罗维奇方法，36 
牛顿法, 35 

切线法，35 

斯捷克洛夫平均方法，452 
稳定相位方法，549 
最小二乘法，452 
分布，401, 403 

奇异分布，404 
正则分布，404 


范数，39 


线性算子范数，48 
向量的范数，39 


方程 


贝塞尔方程，344, 345 
泊松方程，269 
超几何微分方程，344, 345 

电场的数量势 P 与向童 A 的非齐次波 

动方程，275 

电磁场的麦克斯韦方程，234 
非齐次波动方程, 273 
静磁学方程，254 
静电学方程，254 
绝热方程，203 
柯西-黎曼方程，274 
可分离变量的方程，204 

拉普拉斯方程，269 
连续性方程，270 

流体动力学的欧拉方程，272, 273 
迈耶热力学方程，202 
欧拉-拉格朗日方程，86 
齐性波动方程, 273 
热传导方程，269 
弦振动方程，449 
状态方程，200 


弗莱涅标形，68 
格拉姆矩阵，168 


公式，68 


r 函数的余元公式，383 
(3 函数的递推公式，381 

中的斯托克斯公式，220 
r 函数的递推公式，382 
博雷尔公式，504 
泊松公式，507 
弗莱涅公式，68 
傅里叶变换的反演公式，502 
髙斯-奥斯特罗格拉德斯基公式，217, 


3 


248 


髙斯公式，389 
格林公式，213 

积分中的变量替换公式，126 

渐近公式，518 
柯西-阿达马公式，330 

克拉珀龙公式，200 


方法 


A . H . 克雷洛夫分离奇性并改善级数收 

敛性的方法，472 
阿贝尔求和法，346 
分离变量方法，449 



莱布尼茨公式， 358 


具有紧支集的函数，393 


勒让德 公式， 388 


拉德马赫函数，456 


罗德里格斯公式，438 


黎曼 C 函数，389 


牛顿-莱布尼茨公式，247, 248 


脉冲响应（函数 )， 392 


欧拉-高斯公式，383 


生成函数，410 


欧拉公式，387 


速降函数，499, 500 


斯特林公式, 390 


调和函数，255, 411 


斯托克斯公式，247, 248, 315 


相位函数，549 


斯托克斯公式的向量形式，253 


在集合 ECG 上一致连续的函数，397 


同伦公式，317 


函数族，395 


瓦里斯公式，378, 390 


<5-型函数族，395, 411 


向量分析的一系列基本微分公式，235 


集 X 上不消失的函数族，352 


一 般的斯托克斯公式，221 


集 X 上等度连续函数族，348 


映射的泰勒公式，81 


集 X 上一致有界的函数族, 348 


估计，518 


X 上一致等度连续的函数族，354 


m 


渐近估计，518 


一致有界函数族，330 


一 致渐近估计，530 


依赖于参数的函数族，322 


光滑道路，289 


在点 e X 等度连续的函数族，354 


广义函数，401, 403 


核，461 


缓增广义函数，513 
奇导广义函数，404 
正则广义函数，404 


狄利克雷核，461 
费耶核，468 
圆的泊松核，411 


和，求和，101 

达布上积分和，106 
达布下积分和，106 
积分和，101 
上积分和，106 
下积分和，106 

级数在 jO 萨罗意义下可和，346 
级数 f ： a n ( x ) 的前 m 项部分和，327 

级数^知，327 


函数，393 


ft 


0 


，380 


(5( Delta ) -函数，250 

■ 

r 函数，381 
贝塞尔函数，344 
不完全厂函数，528 
狄利克雷函数，320 
读数函数，510 
分段连续函数, 465 
分段连续可微函数，465 
概率误差函数，528 
哈尔函数，456 


基，101 


分划集的基，101 
拓扑基，10 

基本解，409, 426 

基本解，427 


C 的卷积, 


函数 


C 与 


u : 


v 


393 


函数（信号）/的谱， 487 
赫维赛德函数，405 
局部可积函数，393 


8 


3 


拉普拉斯算子 A = 


+ 


dx 2 


dx 1 




577 


d 


全椭圆积分， 359 
三重积分，102 

形式 W 沿此奇异方体 c 的积分，315 
形式 o ; 沿着该链的积分，315 
形式 w 沿定向流形 M 的积分，302 
形式沿定向曲面 ScR n 的积分，199 
形式沿定向曲面积分，197 
一维情形傅里叶积分的渐近式，553 
重积分，102 


的基本解，426 


dx s 


热传导方程的基本解，427 


积分，101 


伯努利 ( Bornoulli ) 积分 ， 274 
泊松积分，400, 510 
达布上积分，107 
达布下积分，107 
狄利克雷积分，255, 372 

第二型曲面积分, 209 

第一和第二型 全捕圆 积分当0 < <1 

时的展开式，345 

第一类和第二类欧拉积分，380 
第一型积分，208 
第一型曲面积分，209 


集集合 


闭集，5 

处处稠密集，11 
度量紧集，15 
紧集，14 
局部紧集，17 

开集，5 
连通集，17 

全有界集，17 
相对紧集，17 


菲涅耳积分，379 
傅里叶积分，514, 549 

髙斯积分，226 

高维情形傅里叶积分的渐近式，555 
含参变量 yeY 的反常积分，363 
含参变量的常义积分，356 
含参变量的反常积分，356 
含参变量的反常重积分，415 
含参变量的重积分，414 
含参变量积分，356 
含参变量重积分，356 
函数/的傅里叶积分，489 
函数 p 沿定向曲面 S 的积分，209 
函数/在集合£7上的积分，110 
函数/在区间 J 上的积分(黎曼 )， 101 
函数的傅里叶积分表示，488 
函数沿曲面的积分，208 
具变奇异性的反常积分，416 
具紧支集的形式^沿定向流形 M 的 

积分，303 
柯西积分，274 
拉普拉斯积分，530 
欧拉-泊松积分，376, 492 

欧拉积分，388 


级数，334 


超几何级数，344 
狄利克雷级数，334 
傅里叶三角级数，458 
髙维傅里叶三角级数，483 
广义函数的傅里叶级数, 485 
渐近级数，521 
渐近幂级数，525 
梅尼绍夫零级数，461 
庞加莱意义下的渐近级数，521 

三角级数，457 

斯特林级数，550 


检验法 


积分一致收敛性的阿贝尔-狄利克雷 

检验法，367 

积分一致收敛性的魏尔斯特拉斯 强函数 

检验法，367 

级数一致收敛的阿贝尔-狄利克雷检 

验法，331 
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级数一致收敛的魏尔斯特拉斯检验法， 


豪斯多夫空间，11 
缓增广义函数空间，513 
基本函数空间，403 
可分空间，11 

流形 M 在点 p 的余切空间，299 
流形 M 在点 p € M 处的切空间，298 
内积空间，44 
欧氏空间，44 
施瓦兹空间，512 
速降函数空间，501 

索波列夫-施瓦兹广义函数空间，404 

拓扑空间，9 

完备度量空间，19 

完备化空间，22 

希尔伯特空间，44 

线性赋范空间，39 


329 


级数一致收敛的魏尔斯特拉斯强函数检 

验法，329 


渐近，516 


r 函数的渐近式，538 
艾尔代伊意义下的渐近展开，528 


按渐近序列 { ip n } 的渐近展开， 5 U 
贝塞尔函数的渐近式，539 
傅里叶积分的渐近式，549 
概率误差积分当 


+00时的渐近式， 


X - ► 
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渐近等式，517 
渐近方法，517 
渐近公式，517 

渐近估计，517 
渐近零元，522 
渐近幂级数，525 

渐近式，534 
渐近问题，516 
渐近相等，517 
渐近序列，521 
渐近展开，520 
渐近重合的，522 
拉普拉斯积分的渐近主项，537 
勒让德多项式当 n - 

近式，539 

一 致渐近估计，529 
竭尽递增列，138 


拉比 


拉比积分，389 

类单位分解 

C k 类单位分解，293 


链，314 


P- 闭链，315 
p 维闭链, 315 

P 维链 QjfcCfc 的边界，314 
边界闭链，315 

邻域，5, 10 

芽 / a 的邻域，11 


(n G N ) 的渐 




流形 


n 维流形，283 

( CW 类）拓扑 流形; 类 流形; 解析 

流形，287 

不可定向流形，289 
带边流形，284 

单点同伦的，310 

定向流形，289 
紧流形(连通流形)，285 
可定向流形，289 


空间，1 


在点 x 0 eR n 的切空间，297 

埃尔米特空间，44 
巴拿赫空间，40 
测试函数空间，403 
度量空间，1 
仿射陚范空间，58 
分布空间，403 
广义函数空间，403 


n 
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流形 M 为可缩（于 一点 ; ro e M ) 的, 


向量场 V 的散度， 183 
上同调，313 


310 


无边流形，284 


收敛，19 


函数族 { ft，t G T } 在集 E C X 上关 

于基© —致收敛，323 

反常积分的主值意义(柯西意义）下的 

收敛性，143 

反常积分关于参数的一致收敛性，363 
反常积分收敛，139 
泛函的弱收敛性, 403 
广义函数的收敛性，403 
函数族 { f t ，t e 在集五 c X 上 

关于基®逐点收敛(简称为收敛)， 


欧拉-泊松积分值，384 


皮卡-巴拿赫不动点原理，31 
奇异方体，314 

奇异方体的边界，314 


切径束，305 

在点处的切径束，305 
区域，域, 215 

参变差域，322 
单连通区域，262 
简单区域，215 
群 G 的基本域，296 
图的有效域，283 
图在曲面 S 上的效域，148 


323 


函数族在集 ECX 上关于基®收敛， 


322 


级数乙 a n ( x ) 在 EdX 上收敛或一 

#敛，327 

级数£ a n ( x ) 在集丑 上绝对收敛， 

n=l 

329 

平均收敛性，459 

n 

逐点收敛，319 


曲面，148 


初等曲面，149 
带边曲面，162 
单侧曲面，160 

分片光滑 fc 维 （fc > 0) 曲面是定向的， 


166 


算子，46 


分片光滑曲面，166 
光滑曲面，151 
零维曲面，166 

双侧曲面，160 
无边曲面，162 


保位移算子，391 
场论中的算子，232 
对称算子，451 
共轭微分算子的显式，423 
哈密顿算子，234 

积分算子, 493 
拉普拉斯算子，236 
幂零算子，66 

那不拉 算子， 234 

调和算子，236 
微分算子, 423 
位移不变算子，391 

位移算子，391 
线性算子，46 
有界多重线性算子，49 


群，67 


离散变换群，295 
李群，67, 296 
连续群，67, 296 
上同调解群，313 
同伦群，264 
同胚变换群，295 
拓扑群，67, 296 


散度 
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自共轭微分算子， 423 


无处稠密，25 


梯度 


形式，299 


数量场/的梯度，183 


C ⑻ 光滑微分形式，301 
n 维光滑流形 M 上的 m 次微分形式， 


体积 


k 维体积，169 


300 


条件，102 


埃尔米特形式，42 
闭形式，263 
功形式，178 
具紧支集的形式，303 
零次微分形式，181 

流形上的微分形式，299 
恰当微分形式，263 
曲面 S 上的体形式，205 
曲面上的形式，187 
体形式，206 
外微分形式，181 
微分 P - 形式 a ;, 178 
斜对称形式，175 


迪尼条件，464 
可积性的必要条件，102 
势场的充分且必要的条件, 258 
正交系完全性条件，445 


同调，315 


同调群，315 
同调与上同调，313 


同伦，260 


两条闭路在一个区域内是同伦的，261 
同伦(或变形)映射，260 


同胚，28 
图册，283 


序列，19 


等价定向图册，289 
等价图册，287 
定向图册，289 
光滑图册，287 
曲面 S 的图册，149 
曲面的定向图册，159 


单调序列，330 
基本列，19 

渐近序列，522 
柯西列，19 
收敛列，19 


旋度 


图链，290 


向量场 F 的旋度，183 


矛盾图链，290 
无向图链，290 


引理，14 


阿达马引理，357 
垂线引理，442 
紧集的闭性引理，14 
紧集的闭子集引理，15 
紧集套引理，15 
黎曼引理，462 

莫尔斯引理，357, 552 
庞加莱引理，263 
萨德 ( Sard ) 引理，137 
沃森引理，536 
有限网引理，15 


拓扑，9 


拓扑空间的权，10 
相对拓扑，12 
诱导拓扑，12 


微分，57 


(外）微分，181 

阶微分，75 
偏微分，66 
全微分，66 

映射/ :五 — y 在点 x 的微分, 57 


n 
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函数族一致收敛性的柯西准则， 325 
积分一致收敛性的柯西准则，365 
级数一致收敛的柯西准则，328 
勒贝格准则，104 
向量场具有势的判别准则，258 
映射极限存在性的柯西准则，27 
映射连续性准则，28 


映射，26 


n(n € N ) 阶导映射，75 
I - 光滑映射，289 
导映射，58 

多重线性 （n - 线性）映射，45 

共轭的映射，280 

连续可微映射，71 

连续映射，28 、 

同胚映射，29 

线性映射，45 

压缩映射，31 
一 致连续映射，30 

映射/: x — y 关于基©的极限，邠 
映射的有界性，27 

映射关于 X 中基® 的最终有界性，27 
在一点可微的映射，57 


组，系，434 


规范化正交组(系 )， 435 

三角函数组，436 

线性无关向量组，435 

向量组 { x^a G A } 叫做关于集合£； C 

X 是完全的，444 

正交函数系，434 


原理 


测不准原理，512 

达朗贝尔原理，271 

_ 

局部化原理，464, 531 
卡瓦列里原理，122 
压缩映像原理，31 


振幅，104 


函数/ : — IR 在 集合丑 上的振幅， 


104 


函数在点 xeE 的振幅，104 

映射 f :X 在集合 E CX 上的 

振幅， 27 


支集，126 


函数/的支氣126 

形式 cj 的支集，303 


转移，184 


向量的转移，184 
形式的转移，184 


准则，108 


达布准则，108 
度量紧集的准则，16 




得知我写的数学分析教科书译成了中文，我感到非常髙兴. 

在序言中已经说明了该书的一般特点，指出了其叙述的基本原则和目标.这里， 
在讨论可以想到的一些问题之前,我想就如何在教学过程中使用这本书作一些实际 
的说明. 


任何一本教科书，通常都是学生用，教师也用，各有自己的目的.大家都希望 
书中除正式规定的必需的最低限度的理论内容以外，还有应用这些理论的丰富的例 
子、说明、历史评述和科学注释，还应展示相互联系，指出发展前景.但是，到期末 
准备考试时，学生则希望看到所有要考的材料.同样地，为了备课,教师则关注怎样 
挑选那些在课堂上应当讲授且能够讲授的材料. 

考虑到这些问题，应当指出，这本教科书的内容明显多于讲稿的内容,尽管教科 
书是在讲稿的基础上写成的.区别在哪里呢？首先,对讲稿内容本身补充了一个完整 
的练习集，它不仅有习题，还有一些问题，这些问题有的来源于自然科学，有的来源 
于相应章节的数学理论本身，有的是这些章节内容的重要推广.第二,书中所分析的 
展示理论作用的例子，当然，比课堂上更多.最后，第三点， 一 些章节或个别段落是 
有意作为对课堂讲授内容所作的补充.这些在第一卷序言的“引言”部分、“辅助材 
料”部分以及第二卷序言中都说过.我再次强调这个方面,并把那里所说的东西具体 
化一些. 


在全部与分析的形式化基础有关并在头两章详细罗列的导论材料中，在课堂上 
通常只讲第一章§3,第二章§1的第1、2两部分，§2的第3部分,或许还能讲第4 
部分； 最后是§3,通常还要讲 §4. 这样一个篇幅不大且条理清楚的引论大约需要三 
讲.倘若在课堂上逐字逐句地讲述课本中的全部引论材料，而把分析本身的内容甩 
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在一边,将严重干扰课程的重点. 

如果考虑头两章中所讲的整个内容，可能除第八章§6的第2、4、5部分（那里， 
作为隐函数定理的应用讲了关于秩、关于微分同胚分解定理和 Morse 引理）外，第 
一 卷的全部理论材料，选用的证明和应用例子,都是传统的和必需的. 

第二卷用于第二年的学习，显然其中有大量附加的、不完全被认为是经典的材 
料，为了阅读方便，这些材料都标了 * 号.从科学内容方面看，第二卷当然丰富多了. 
在这里，分析与数学的其他领域相互作用，其思想和典型方法都以它们的现代水平 
为准.顺便指出，对它们的现代水平的这种关注，第一卷内容叙述的原则，就已经受 
到它的影响.例如，古典微分学是按现代水准叙述的，为的是在往后边的部分（多变 
量以及其后的部分）过渡时不再出现新的微分运算法则，法则与以前是一样的，而是 
要充实过去的记号和与新的具体内容的关系. 

关于第二卷材料的一些说明，除了第十七章§5和第十九章§2这些部分可能 
是例外，通常，没有打 * 号的部分，在做了这样那样的局部变动后，都直接纳入课堂 
讲授.如果听众有足够的数学训练，常可代替第七章讲第九章.这时，第十章或者全 
讲,、或者不讲其中的§5、§6,但需要予以补充并用第八章的经典材料举例说明.对 
这样的听众，可代替第十二章、第十三章讲第十五章，而第十二、十三章的材料可 

作为一般理论的具体说明. 

最后，传统分析教程中的渐近展开，比较而言，譬如与收敛级数理论比较，只占有 
非常平常的位置,虽然在除了关心度量的绝对误差还关心相对误差时，它们提供了一 
种应用中需要的方法.无论如何,渐近级数的初等知识（第十九章§1)，分出 Laplace 
积分渐近主项的 Laplace 方法的思想以及有关应用实例（见同一章§2)，通常是要列 

入数学系和物理系分析课中的，并在后继的复分析课中得到进一步发展（鞍点法，稳 
定相位法). ^ 


B . A . 卓里奇 
莫斯科， 1989 年 5 月 1 
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B . A . 卓里奇的《数学分析》俄文第1版 (1981) 是由邝荣雨，蒋铎，王昆扬, 

钱珮玲和我译成中文的.俄文原版分 I , II 卷,中文译本将每一卷分成了两个分册，髙 

等教育出版社分别于1987, 1989和1994年出版了前三个分册.第二卷第二分册因 
故未能出版.俄文原著在1998, 2001和2002年分别出版了第2、3、4版.据作者讲， 

德国施普林格出版社已经出版英文版. 

卓里奇这套分析教科书的特点在它的序言中已有详细>绍.这里，我想引用两 
位著名数学家，前苏联科学院院士 A . H . 柯尔莫戈洛夫（已于1987年谢世）和俄罗 
斯科学院院士 B . PL 阿诺尔德，对该书评语中的几段话，或许能帮助我们更好地理 
解这套分析教科书的优点. 

柯尔莫戈洛夫生前在对这套书的第1版的评论中说：它把叙述的髙度严谨性与 
可读性、充实的内容以及培养研究实际问题的习惯结合起来了. 

阿诺尔德对这套书的称赞更具体， 他说： B . A . 卓里奇的教科书是现有供大学数 
学系、物理系学生用的分析教科书中最成功的.它与传统分析教科书的重要区别在 
于,它一方面更贴近自然科学(特别是物理学和力学）的应用，另一方面，它比常规的 
教科书更多地运用了现代数学（包括代数学、几何学和拓扑学）的思想和方法.教程 
富于思想性，它清楚地展示了在具体问题研究中现代数学的思想和方法的强大威力. 
特别不寻常的是第二卷,它包括向量分析，流形上的微分形式理论，广义函数论和位 
势理论的引论，傅里叶级数和傅里叶变换以及渐近展开初步. 

阿诺尔德如此称赞卓里奇的书，与他反对日益加剧的教材专业化趋势有关.他 
说： 当今，像卓里奇这样编写教科书,应看作是一个创新.这在古尔沙时代曾经是平 
常的，但是,惹人注意的近半个世纪的教材专业化趋势阉割了分析教程，留给它的几 
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乎只是一个个的论证.现在看来，重新使分析教程变成有丰富内容的，显然，是非常 
必要的，这也与大多数大学生未来将从事应用性的工作有关. 

两位数学大家的话引起了我们的思想共鸣，我们从教学和科研工作中也意识到， 
提高数学基础课教学质量就是使学生学到符合现代水准的、足够的数学理论，并培 
养学生具有应用数学理论分析解决实际问题的习惯和能力.卓里奇的两卷分析教科 
书以及他在莫斯科大学力学-数学系的教学实践的着力点也正在于此.因此，我们以 
为，认真研究一下卓里奇怎样解决上述两方面问题,必将得到许多有益的启示.高等 

教育出版社重版卓里奇这套分析教程的确是件大好事. 

去年二、三月髙等教育出版社的张小萍老师找到我们，商量根据卓里奇《数学 
分析》原著第4版修订中译本的问题.当时，在第1版译者中，蒋铎先生已经谢世， 
除我之外的其他三位同志都有不能脱身的工作.张小萍老师希望我们来做这项工作， 
我们也认为这确实也是一件有意义的事,就这样，我硬着头皮接受了这项任务. 

卓里奇的《数学分析》第4版与其第1版比较，虽然内容、结构、思想、风 
格依旧,但具体改动却不少.每卷末都增加了口试试题和考试大纲;傅里叶级数和傅 
里叶变换这一章全部改 写了; 对一些关键定理给出了新证明或改写了原来的证明;充 
实了与自然科学有关的 例子; 重新编排了部分习题，并增加了一些新 习题; 作了更加 
详细的 索引； 许多段落中都有词句改动. 

鉴于这种情况,加之我们的第1版译本本身也有一些错误和译得不好的地方，这 
次修订采用了以通读俄文原著第 4 版为基础，逐字逐句对照，进行修改、重译和补 
译的方法.原版中的印刷错误和明显的笔误，在译文中改正后未作 标注. 有个别地 

方，修订者认为有必要补充说明，就写了译者注. 

虽然我作了不少努力以减少错误,但限于语言文字水平和自然科学知识水平,难 

免还有不少改错译错之处,希望有关专家、老师及所有读者不吝赐教,批评 指正. 

我感谢 fP 荣雨、王昆扬、钱琢玲几位同事的信任和支持，感谢髙等教育出版社 
的张小萍老师在修订过程中对我的帮助以及她为该书顺利出版所做的各种努力.我 
还要对书的作者 B . A . 卓里奇教授深深致谢，1989年他为第1版中译本写了补序. 
为这次修订，他向我们介绍了第 4 版与第1版比较所作的主要改动.还应感谢对译 
稿加工的徐伯勋、文小西、杨芝馨和郭思旭几位先生，他们认真细致的工作使修订 

稿避免了不少错误. 




周美珂 

2006 年 2 月于北京师范大学 



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































